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Vorwort 


Das  Werk,  welches  ich  hiermit  der  OefiFentlichkeit  über- 
gebe, ist  aus  den  während  meiner  akademischen  Thätigkeit 
zu  wiederholten  Malen  an  der  Georgia  Augusta  von  mir 
gehaltenen  Vorlesungen  hervorgegangen.  Die  Grundlage  für 
diese  Verbrate  bildeten  die  Aufzeichnungen,  welche  ich  mir 
in  den  von  Dirichlet  im  Sommersemester  1858  gehaltenen 
Vorlesungen  über  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  ge- 
sammelt hatte.  Obwohl  diese  NotizeQ  nicht  den  ganzen  Reich- 
thum  der  überaus  schönen,  strengen  und  doch  so  einfachen 
Entwicklungen  meines  unvergesslichen  Lehrers  enthielten,  ja 
hier  und  da  sogar  in  dem  die  Formeln  begleitenden  Gedanken- 
gange Lücken  zeigten,  oder  wegen  der  kurzen  Form,  die  ich 
während  des  Gollegiums  denselben  gegeben  hatte,  bei  der 
spätem  Bearbeitung' oft  mit  Mühe  enträthselt  werden  mussten: 
so  glaube  ich  doch  behaupten  zu  dürfen,  dass  in  dem  Nach- 
folgenden der  eigentliche  Kern  des  Dirichlet'schen  Vortrages 
vollständig  wiedergege'ben  ist.  Aus  leicht  begreiflichen  Grün- 
den ist  dabei,  freilich  die  Ordnung,  in  der  Dirichlet  die  in 
Betracht  gezogenen  Lehren  vorgeführt  hat,  nicht  streng  inne- 
gehalten. So  sind  beispielsweise  die  Hauptsätze  über  die  Be- 
deutung  eines  bestimmten  Integrales  für  den  Fall  einer  unend- 
lichen Discontinuität  der  zu  integrirenden  Function  oder  beim 
Unendlichwerden  der  Integrationsgrenzen  von  Dirichlet  erst 
bei  der  Untersuchung  der  besondem  Fälle  bestimmter  Inte- 
grale berührt  worden.  Die  in  den  Paragraphen  174.  — 177. 
vorgeführten  Dirichlet'schen  Lehren  femer  hat  der  grosse 
Mathematiker  beim  Problem  über  die  Attraction  der  Ellipsoide 
abgehandelt,  und  hiermit  schloss  die  meisterhafte  Vorlesung, 
die  überhaupt  die  letzte  des  genialen  Forschers  sein  sollte. 


Auch  rflcksichtJich  ihres  Umfanges  weichen  tlie  meisten 
Paragraphpn,  in  dtmen  Dirichletsclie  Gedanken  vorkommen, 
vom  Vortrage  meines  Lehrers  ah,  indem  gar  manche  Betrach- 
tungen hinzugefügt  sind,  welche  Dirichlet  wegen  der  Kürze 
tier  Zeit  entweder  ehe«  nur  angedeutet,  oder  ganz  unterdrückt 
hat.  l'm  dem  Leser  hierüber  cinigerniassen  Aufschluss  za 
geben ,  habe  ich  in  dem  Inhalt« Verzeichnisse  den  I'aragmphen, 
die  ein  Mehr  oder  Weniger  von  Dirichlet'schen  Hetrachtungen 
in  sich  begreifen,  kurze  Notizen  Ober  die  Quelle,  ans  der 
jene  geflossen,  beigefügt.  Die  daselbst  einfach  mit  D  oder 
t .  D,  grt.  B  bezeichneten  Paragraphen  beziehen  sich  auf  die 
Oinclilct'schcn  Vortriige   ilber  bestimmte  Integrale. 

Ausser  diesen  Vorlesungen  aber  habe  ich  in  der  vor- 
liegenden  Bearbeitung  die  von  mir  in  den  Diriehlet'scHen 
Vorträgen  über  partielle  Differentialgleichungen  und 
über  die  Kräfte,  welche  im  umgekehrten  VerhÄlt- 
nissc  des  Quadrats  der  Entferung  wirken,  geführten 
Oollegienhefte,  sowie  die  von  Diriclilet  verfassten  Abhand- 
hingen Über  Gegenstände  der  Integralrechnung  benutzt.  So 
wurden  z.  B.  aus  der  Vorlesung  ilber  partielle  Difl'erential- 
gleichungen  mit  Zuziehung  der  bekannten  in  Dove's  Iteper- 
toriuui  der  Physik  enthaEtenen  Abhandlung  über  die  trigono 
metriachcn  Reihen  die  Darstellung  der  Fourier'schen  lieihen 
und  Int'.'grale,  sowie  der  geometrische  Beweis  von  der  Existenz 
di-H  liestimniten  Integrales^  ferner  die  Detinition  des  bestimmten 
Integrales  für  den  Fall  endlicher  Discontinuitäten  der  zu  inta- 
grirendeu  Function,  die  in  Jen  Paragraphen:  117.  (1  bis  OL  2"), 
107.  (von  den  Gleichungen  II,  S.  822  an),  171-,  172.  vorkommen- 
den Untersuchungen  und  aus  andern  Dirichlet'schen  Abhand- 
lungen endlich  dieZuHÜtzc  zu  Dirichlet 's  Theoremen,  aufweiche 
er  die  (Jonvei^enz  der  trigonometriachen  Reihen  gestützt  hat^ 
entlehnt.  Dagegen  ist  die  Dirichletsche  Wintervorlesnng 
1857/58  über  das  Potential  bloss  rücksichtlich  einiger  allgemei- 
nen, in  §.  IGl.  niedei^elegten  Untersuchnngen  und  einiger 
8atze  überEugelfunctionen  zu  Rathe  gezogen.  Den  Beweis  von 
der  DarstelJbarkeit  einer  willkürlichen  Function  durch  Kugel- 
functiouen  habe  ich  nach  Ilirichlct's  bekannter  Abhandlung 
über  diesen  Gegenstand  wiederzugeben  versucht.  Die  auf  den 
Seiten  425^42(i  vor^etraj^enen  Lehren,  welche  in  der  Dirich- 


—      V      — 

let'schen  Abhandlung  unterdrückt  sind^  die  Dirichlet  aber,  wie 
ich  fest  glaube  y  wenigstens  angedeutet  haben  würde  ^  wäre  er 
auf  den  vorhin  erwähnten  Beweis  in  der  Yorfesung  über  das 
Potential  eingegangen^  habe  ich  auch  desshalb  beigefügt^  weil 
Herr  Professor  Dienger  im  dritten  Theile,  S.  X — XI  seines 
bekannten  Werkes  über  Differential-  und  Integralrechnung 
dem  Dirichlet'schen  Beweise  in  gewisser  Hinsicht  einen  Mangel 
an  Strenge  vorwirft,  üebrigens  beruht  die  a.  a.  0.  sich  be- 
findende Bemerkung  des  Herrn  Dienger  ^  aus  der  auf  den 
Seiten  423 — 424  des  vorliegenden  Werkes  bewiesenen  Eigen- 
schaft der  dort  vorkommenden  Integraldifferenzen,  vermöge 
welcher  diese  von  Herrn  Dienger  mit  ^  (a;  +  «)  —  V  (^)  und 
9)  (x  +  «)  —  q>  (x)  bezeichneten  Differenzen  für  e  =  o  selbst 
in  Null  übei^ehen,  solle  nach  Dirichlet  die  Endlichkeit  von 
i/  (x)  und  g)'  (x)  folgen,  einfach  auf  einem  Irrthum.  Denn 
Dirichlet  sagt  ausdrücklich  (Grelle.  Journal.  Bd.  17,  S.  49): 
„II  est  essentiel  de  remarquer  que  ce  resultat 

(lim  U^F{o)  —  {f  F{yJco8 i ydy) 

necesse  pas  d'etre  exact,  quand  meme  la  fonction  &{ji>)  devien- 
drait  infinie  pour  certaines  valeurs  particulieres  de  ^.  Quoique 
©(^)  conserve  toujours  une  valeur  finie,  la  meme  propriete 
ne  convient  pas  toujours  ä  la  fonction  derivee  @'(^)*  ^  serait 
au  contraire  facile  de  s'assurer  que  &{i>)  devient  necessaire- 
ment  infinie  pour  certaines  valeurs  particulieres  de  la  variable 
^,  toutes  les  fois  que  la  fonction  F{y)j  dont  0(^)  depend, 
est  une  fonction  discontinue.^^ 

Manche  der  in  meinem  Buche  vorkommenden  Beweise 
und  Entwicklungen  rühren  von  mir  her;  ich  erwähne  .bei- 
spielßhalber  die  Paragraphen  13,  29,  45,  55,  64,  78,  106  (HI), 
108,  109,  112,  ll9u.  s.  f.  Auch  habe  ich  einige  elementaren 
Untersuchungen  über  Doppelintegrale  der  Vollständigkeit  und 
ihres  häufigen  Gebrauches  wegen  reproducirt.  Die  allgemeinere 
Definitione^leichung  des  bestimmten  Integrales,  welche  Rie- 
mann  in  seinen  Vorlesungen  über  partielle  Differential- 
gleichungen und  in  seiner  Habilitationsschrift:  „Ueber  die 
Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigo- 
nometrische Reihe.  Aus  dem  13.  Bde.  der  Abhdl. 
der   k.    Gesellschaft    der   Wissenschaften    zu    Göt- 
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§•  1. 

Einleitende  Betrachtungen. 

• 

Zu  den  wichtigsten  Begriffen,  welche  die  Mathematik  ge- 
schaffen, gehört  ohne  Zt^reifel  der  Begriff  der  Grenze.  Seine 
Einführung  wird  für  die  strenge  Forschung  eine  nothwendige 
Forderung,  wenn  die  Definition  oder  die  Entwicklung  einer 
Grosse  einen  unendlichen  Process  in  sich  begreift.  Denn  in 
einem  Falle  dieser  Art  muss  vor  allem  die  Gewissheit  aufge- 
zeigt werden,  dass  die  Ausführung  des  unendlichen  Proeesses 
nicht  etwa  auf  einen  Widerspruch  oder  auf  ein  Resultat  führt, 
das  seiner  Natur  nach  für  die  directe  mathematische  Betrach- 
tung ohne  jedwede  Bedeutung  ist.  Wenn  z.  ß.  die  bekannte 
Zahl   e  =  2,71828182  ....    als   die    Grenze    des  Ausdruckes 

m 

(}  -\ — )     für  ein  ohne  Aufhören  wachsendes  m  erklärt  wird, 

oder  wenn  die  Grösse  (1  +^T  i^^ch  dem  binomischen  Lehrsatze 
entwickelt  werden  soll ;  so  muss  vor  allen  Dingen  die  Frage  eine 
Beantwortung  finden,  ob  überhaupt  ein  wirkliches  Resultat 
in  beiden  Fällen  erzielt  werden  kann. 

Unter  der  Grenze  einer  irgendwie  Veränderlichen  y  ver- 
steht man  nun  bekanntlich  eioe  feste  Grösse  a,  der  y  sich 
so  nähert,  dass  ihr  Unterschied  von  a  abgesehen  vom  Zeichen 
zuletzt  ein  beliebig  kleines  Quantum  d  nicht  mehr  zu  über- 
schreiten vermag.  Die  Variabele  y  kann  dabei  entweder  fort- 
während grösser,  oder  kleiner  als  a  sein,  oder  bald  über,  bald 
unter  a  liegen.  Wesentlich  ist  bloss  die  Bedingung,  dass 
zuletzt  die  weitere  Veränderung  der  Grösse  y  nur  zwischen 
«  -(-  d  und  a  —  d  Statt  finden  muss.    Nimmt  man  z.  B.  a  >  1 

und  x  =  oo,  so  drückt  0  die  Grenze  der  Grössen       und 


Sin  .r 


aus;  während  aber  ß-*  beständig  über  Null  liegt,  bleibt  der 


ainx 


Quotient  nicht  auf  derselben  Seite  der  Null. 

X 
M£TSB,  bestiminte  Integrale.  1 


Sehr  häufig  nun  tritt  der  Fall  eiu,  dasa  bei  einer  Ver- 
änderlichen ihre  Grenze  selbst  nicht  aufgezeigt  werden  kann. 
Aladaitn  hat  offenbar  der  Nachweis  ihrer  Existenz  grossen 
Werth.  Und  diese  wird  allemal  dann  zur  Gewissheit,  wenn 
man  darzuthun  vermag,  dass  eine  Veränderliche  »ich  zu- 
letzt uurnoch  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine, 
vorher  bestimmte  Grosse  S,  die  stets  absolut  genommen 
werden  darf ,  verändern  kann.  Denn  da  der  Voraussetzung 
gemäss  die  Variabele  r/,  nachdem  sie  eiueu  gewissen,  wenn 
auch  üübekannteu  Wertli  n  erreicht  oder  überschritten  hat, 
sich  nicht  mehr  um  d  soll  ventnderu  können;  so  muss  sie 
uothweudig  immer  zwischen  n  -j-  ff  uud  a  ^  tf  sich  befinden. 
Ihre  weitere  Veränderung  kann  folglich  bloss  noch  zwischen 
i-^Ä,  und  f;—öj  Statt  finden,  wo  natürlich  i-f-Ä,  uud  i— d,  zwi- 
schen fl  +  Ä  und  a  —  Ö  liegen.  Und  wird  die  Veränderung  der 
fJrüsae  y  immer  weiter  ujid  weiter  getrieben,  so  wird  sie  nur  noch 
zwischen  c -|- Äj  ""'^  c— tf-j  u.  a.f.  sich  bewegen  küunen.  Da  nun 
aber  bei  hinreichend  weit  fortgesetztem  Process  das  beliebig ' 
kleine  ä  uud  fütgliih  auch  ä,,^^, ...  vonNull  so  wenig  verschieden 
gewählt  werden  können,  als  man  nur  will;  so  müssen  otfenbar 
sämmtliche  Grössen  a,  b,  c,  ...  schliesslich  zusammenfallen, 
d.  b.  iu  anderer  Ausdrucks  weise,  ilie  Grösse  ^  nähert  sich  einer 

Mit  dem  Begriff  der  Grenze  beherrscht  der  der  Function 
das  ganze  Gebiet  der  Analjsis.  Von  zwei  Veränderlichen 
-T  und  ij  aber  heisat  die  eine  (y)  eine  Function  und 
näher  eine  einwerthige  oder  eindeutige  Function 
der  andern  (x),  wenn  zu  jedem  bestimmten  Werthe 
von  X  ein  uud  nur  eiu  Werth  von  y  gehört.  Ent- 
sprechen jedem  beaondem  Werthe  von  x  mehrere  bestimmte 
Werthe  von  i/,  ist  also  y  eine  mehrdeutige  Function  von  3:; 
80  werden  wir  diese  verschiedenen  Werthe  von  y  als  eben  so 
viel  verschiedene  Functionen  von  x  betratliten.  Geometrisch 
genommen,  d.  h.  x  und  y  als  Abscisse  und  Onlinate  gedacht, 
wird  äugen  seh  eiu  lieh  eine  Curve  das  Bild  einer  Function  f{x) 
vorstellen  müssen. 

Uffenbar  lusst  diese  Erklärung  einer  Function  die  ]>e- 
sondere  Art  uud  Weise  der  Abhängigkeit  zweier  VerÜiider- 
liehen    völlig    unbestimmt.     Eine    Function    kann    mitbin    nur 
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dann  für  den  Umfang  eines  gegebenen  Intervalles  als  voll- 
ständig bestimmt  angesehen  w  erden ,  wenn  sie  mathematischen 
Gesetzen  unterworfen  oder  durch  eine  genaue  Zeichnung  dar- 
gestellt ist.  [Jnd  hat  man  die  Function  bloss  für  einen  Theil 
dieses  Intervalles  vollständig  bestimmt,  so  bleibt  ihre  Fort- 
setzung ausserhalb  desselben  ganz  der  Willkür  anheimgestellt. 

Eine  Function  y  =  f{x)  wird  femer  stetig  oder  conti- 
nuirlich  genannt,  wenn  für  ein  der  Null  sich  näherndes  s  die 
Differenz  f{x  +6)  —  f{x)  gleichfalls  die  Null  zur  Grenze  be- 
sitzt oder  mit  andern  Woiien,  wenn  bei  unendlich  kleinen 
Zunahmen  des  Argumentes  x  die  Function  f{x)  ebenfalls  nur 
um  ein  unendlich  Kleines  sich  ändert. 

Von  den  continuirlichen  Functionen  gilt  nun  folgender 
wichtige  Satz: 

Unterscheiden  sich  in  einem  gegebenen  Inter- 
valle je  zwei  aufeinanderfolgende  Werthe  der  un- 
abhängig Veränderlichen  um  weniger  als  eine  be- 
liebig kleine  Grösse  d,  so  muss  der  Unterschied  der 
entsprechendenFunctionalwerthe  weniger  als  ß  be- 
tragen, wo  ß  ein  dem  8  entsprechend  gewähltes 
beliebig  kleines  Quantum  bezeichnet. 

Die  Wahrheit  dieses  Satzes  leuchtet  unmittelbar  aus  der 
Definition  der  stetigen  Functionen  ein,  doch  ist  seine  Allge- 
meingültigkeit nur  auf  ein  endliches  Intervall  beschränkt. 
Denn  nimmt  man  z.  ß.  in  der  überall  stetigen  Function  sin  {x^) 
für  das   Argument  x'^  zwei  auf  einander  folgende  ungerade 

Vielfache  von  ^,  nämlich  (2»i  -(-  1)  ^  und  (2»i  -|-  3)  ^,  so 

ist  einerseits  sin  {x'^)  =  +  ^  >  andererseits  hingegen  sin  (.c'^) 
mit  +  1  gleichbedeutend;  die  Düferenz  beider  Functional- 
werthe  beträgt  also  stets  zwei  Einheiten.    Lässt  man  nun  m 

über  jede  Grenze  hinaus  wachsen,  so  werden  y  -  —  "1*      ^ 

und  y       "*  "2  ^^^^  ^°^  weniger  als  jede  noch  so  kleine 

Grosse  d  unterscheiden,  während  ß  immer  der  Zahl  2  gleich 
bleibt. 


I.  Blich. 

Die  einfachen  Integrale. 


I.  AbtheiluniT 


O' 


Die  Prinoipien. 

§.  2. 
Begrriff  des  bestimmten  Integrales* 

Sei  f{x)  eine  in  dem  Intervall  von  o:  =  <3f  bis  o-  =  /y 
continuirliche  Function  von  x.  Zwischen  a  und  b  wollen  wir 
die  n  —  1  Werthe  o:, ,  x.^,  x^  .  .  .  .  x,^i  einschalten,  und  zwar 
sollen  diese  Grossen  in  derselben  Weise  auf  einander  folgen 
wie  b  auf  a.  Ist  demnach  algebraisch  ^  >  a^  so  werden  auch 
die  Differenzen 

X  •  •</<    ~~~'  O  %    vL't\  ^~""  X4  %    X't   ~"~  Xtj  •    •    •    •    •    U  '        X/t — 1 

sämmtlich  positiv  sein.  Sie  führen  dagegen  dns  Zeichen  minus, 
wenn  b  <  a^  also  b  —  a  den  negativen  Grössen  beizuziililen 
ist.  Multipliciren  wir  nun  die  vorhin  genannten  Differenzen 
der  Reihe  nach  mit  den  Fuuctionalwerthen 

2.  -    /•(«),  fix,),  rix,), r(.r»-,), 

und  addiren  wir  hierauf  sämmtliche  Producte;  so  gewinnen 
wir  die  Reihe 

3.  S=  (a-, — tf) /"(ö)  +  (xo—Xi)  f{x^)  +  ....  +  {b—x„-{)  f{x^-i). 

Offenbar  wird  dieselbe  zu  einer  unendlichen;  wenn  n  ohne 
Aufhören  wächst,  d.  h.  wenn  die  Zwischenglieder  immer  mehr 
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und  mehr  gehäuft  werden.  Ob  aber  durch  ein  solches  Ver- 
fahren die  Beihe  3  nicht  etwa  divergent  wird ,  bleibt  vorläufig 
völlig  unentschieden.  Um  hierüber  Aufschluss  zu  erhalten^ 
wollen  wir  zuerst  den  angedeuteten  Process  in  der  Art  voll- 
ziehen^ dass  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder 
a  und  o:, ,  x^  und  x^  u.  s.  f.  immer  neue  Werthe  z^,  z^  ....  ^,_i; 
^\j  ^2  7  '  '  •  ^'/*-ii  •  .  •  .  eingeschoben  werden.  Setzen  wir  nun 
voraus ;  dass  schon  in  Folge  der  ersten  Theilung  die  x  sich 
nicht  mehr  um  die  beliebig  kleine  Grösse  q,  die  entsprechen- 
den Functionalwerthe  also  nicht  mehr  um  das  beliebig  kleine 
0  sich  zu  ändern  vermögen  5  so  müssen  augenscheinlich  die 
Functionalwerthe 

/'(^l)>   /'(-2)    •  •  •   •    A^v-l) 

von  /*(«)  um  weniger  als  a  verschieden  sein ,  mithin  sämmt- 
lich  zwischen  /(a)  +  0  und  /*(«)  —  ö  sich  befinden.  Hieraus 
aber  entspringt  sogleich  ^  dass  die  Summe 

4.       (z^  -  a)  f{ä)  +  (z.^  -  2,)  /(^j)  +  (Z3  —  z.,)  I\z^) 

+     ....    +     (jC,     —    Zy-l)    f{Zv-l) 

immer  zwischen 

[/(«)  +  ^]  [x^  —  ö]  und  [/(a)  —  ö]  [x,  ^  a] 

liegen  muss.  und  setzt  man  in  jedem  der  folgenden  Theil- 
intervalle  an  die  Stelle  jedes  Functionalfactors  beziehungsweise 

wieder /(oJi)  +  <J,  f{x^  +  <^> ;  so  erhält  man  auch  hier 

fQr  die  Summen 

i(^i'-^i)/(^i)+(^2'  -  h')f{h'  )+....+(a:2— z;_i)/(z;^_i), 
•  •  •  ••••  • 

•  ■  •  ••••  • 

die  einschliessenden  Werthe 

Die  Summe  2^  aller  dieser  Complexe  4  und  5  wird  daher 
zwischen 

S+oQ)  —  d)  und  S  —  6  {b  ^  ä) 

enthalten  sein.  Die  Veränderung,  welche  hiernach  unsere 
ursprüngliche  Grösse  S  durch  das  Häufen  der  Zwischenwerthe 
erUtteU;  kann  also  das  beliebig  kleine  Quantum  i5{b  —  a)  nicht 


übersclireiteji.  Da  iiuu  bei  immer  weiter  fortgesetztem  Prooeas 
wegeu  der  Endlichkeit  von  U  —  «  die  Grösse  a  [b  —  a)  der  Null 
so  nnlie  gebrticlil  werden  kann,  als  man  nur  wilnscbt;  so  mues 
nothweudig  die  Summe  ?•  elue  Oreuzo  besitzen,  wenn  in  irgend 
einer  Weise  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder 
der  Reihe 


immer  neu«  und  neue  Werthe  ;  eingeschoben  werden.  Es 
fragt  sieh  daher  bloss  uoch,  ob  überhaupt  bei  irgend  einer, 
von  der  obigen  verschiedeuen  Theilungsweise  des  Intervalles 
von  ti  bis  /'  eine  Grenze  vorhaudeu  und  wenn  dies  der  Fall 
ist,  ob  unter  allen  Umständen  immer  dieselbe  Greuze  er- 
Bclieineu  wird. 

Sei  wieder  S  der  Werth  der  Reihe  3,  wenn  zwischeo  « 
und  b  in  irgend  einer  Weise  die  Glieder  j-, ,  er,,  .r^  .  .  ,  .  x^-x 
eingeschaltet  werden ,  und  ebenso  bezeichne  S'  den  Werth  der 

entsprechend  gebildeten  Reihe ,   wenn  J/, ,  y, ,  .  .  .  ■  y i  die 

Zwischenglieder  von  a  bis  b  ausdrücken.  Die  erste  Theiluug 
sei  dann  endlich  wieder  schou  so  weit  getriebeu,  daas  in  keinem 
der  Theilintervalle  die  Function  f{x)  um  mehr  als  das  beliebig 
kleine  er  eich  zu  ändern  vermag. 

Aus  beiden  Reihen  S  und  S'  kann  nun  offenbar  eine  dritt« 
/''  dadurch  gebildet  werden,  diiss  ausser  etwaigen  ueueu  Grössen 
zwischen  einzelne  oder  alle  Ghederiu  den  Theiliutervalleu  der 
einen  Reibe  Werthe  der  andern  getreten  sind,  so  dass  hier- 
durch eine  dem  obigen  Gedankengange  entsprechende  Be- 
ziehung zwischen  den  Grössen  S,  ü,  S'  hergestellt  wird.  Üenkt 
mau  sich  numlicb  die  deu  beiden  Reihen  ,V  uu'l  S'  ent- 
sprechenden Glieder  n,  x^,  x^  ....  .r,_i,  b\  n,  y^,  !/■, 'Jm-y,  b 

gleichzeitig  und  zwar  der  Grösse  nach  geschrieben,  wobei  die 
zuBammenfallouden  Glieder  wie  etwa  jt,  und  y^  nur  als  ein 
Werth  zu  betrachten  sind;  so  kann  U  aus  der  Reihe  S  da- 
durch entst.'indeil  gedacht  werden,  dass  ausser  etwaigen  andern 
Wertheu  z,  U,  zwischen  a  und  j',  das  Glied  y, ,  zwischen  .r, 
UTid  x^  das  Glied  y^^  u.  s.  f.  eingeschoben  ist.  Umgekehrt  aber 
kann  V  ersichtlich  auch  als  die  Reihe  atifgefasst  werden,  welche 

aus  S   hervorging,  iudem  zwischen  ihre  Glieiler  «i,  j/, 

einzelne  oder  alle  der  Folge  a,  j-,  ,  j-,  ....  eingereiht  wurden. 


—     7    — 

Dem  Obigen  gemäss  können  daher  S  und  (/  höchstens  nur 
um  0(b  —  a)  verschieden  sein,  und  ebenso  kann  der  Unter- 
schied zwischen  U  und  5*  höchstens  0  {b  —  d)  heissen.  Die 
beiden  Reihen  S  und  S'  können  sich  mithin  höchstens  bloss 
um  das  Doppelte  2  6{b  —  ä)  unterscheiden.  Diese  Differenz 
aber  kann  jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit  erreichen  und 
folglich  muss,  wenn  S  einer  Grenze  sich  nähert ,  nothwendig 
auch  för  S^  eine  und  zwar  dieselbe  Grenze  wie  bei  S  existiren. 
Nun  besitzt  aber  S  eine  Grenze,  weil  wir  mit  Hillfe  der  Reihe 
U  den  oben  erörterten  Fall  wieder  erzielt  haben,  und  dem- 
nach muss  die  Reihe 

(x,  —  ä)  f(a)  +  {x^  —  .T,)  f{x^)  + +  {b  —  .r«-i)  /C*'''-i) 

stets  einer  und  derselben  Grenze  sich  nähern,  wenn 
in  irgend  einer  Weise  zwischen  a  und  b  nur  fort- 
während neue  Glieder  eingeschaltet  werden. 

Diese  Grenze  heisst  das  von  a  bis  b  genommene  be- 
stimmte Integral  der  Function  f{x)  und  wird  nach  Fourier's 
Vorgange*)  durch  das  Zeichen 


b 


f  {x)  d  X 


n 


angedeutet.  Das  Symbol  dx  vertritt  hierbei  die  einzelnen 
Differenzen  a-,  —  a,  X2  —  o?!  .  .  .  .,  und  a  und  b  werden  be- 
ziehungsweise die  untere  und  obere  Grenze  des  Integrales 
genannt. 

Uebrigens  erkennt  man  noch  auf  den  ersten  Blick,  dass 
die  Benennung  des  Integrationsbuchstabens  völlig  gleichgültig 
ist.    Man  hat  daher 

h  b 


a 


*)  Fourier:  Thdorio  analytiquc  do  la  chiileur.  A  Pariß  1822,  page  '262. 
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§.  3. 


(ileo metrische  Bedeutung:  des  bestimmten  Integrales« 


Der  vorhin  gegebene  Beweis  von  der  Existenz  des  be 
stimmten  Integrales  vereinfacht  sich  nicht  wenig,  wenn  man 
die  Deduction  auf  geometrische  Betrachtungen  stützt.  Denn 
da  das  Bild  einer  zwischen  a  und  b  continuirlichen  Function 
f{x)  eine  Curve  M  c  N  ist;  so  wird  offenbar  die  Reihe  3  bei 
Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Coordinat^nsystems  die 
Summe  der  Rechtecke  bedeuten,  welche  man  dadurch  erhält^ 
dass  man  zu  der  Abscissenachse  durch  jeden  Endpunkt  der 
Ordinaten  f{a),  /(o;,),  ....  /'{a\-i)  Parallelen  zieht.    Trägt 

Fig.  1. 


mau  nun  hierauf  die  Strecke  0  oberhalb  und  unterhalb  jedes 
Endpunktes  der  Ordinaten  /(a),  ....  /(;r„_i)  ab  und  construirt 
durch  die  gewonneneu  Pimkte  wiederum  Parallelen  zur  Ab- 
scissenachse; so  wird  ersichtlich  der  Bedeutung  der  beliebig 
kleinen  Grösse  ö  zufolge  keine  dieser  Parallelen  die  Curve  in 
einem  zweiten  Punkte  schneiden  können.  Und  daher  wird  immer 
S  luid  ebenso  der  Flächeuraum  E  =  A  M  c  N  B  zwischen 
S-\-0{b  —  d)  und  S  —  is[b  —  a)  liegen  müssen,  wie  auch 
die  Theilung  des  Intervalles  von  a  bis  b  geschehen  mag.  Diese 
Grosse  27  und  die  Summe  S  können  sich  mithin  bei  unend- 
lichem Processe  nicht  mehr  um  die  unendlich  kleine  Grösse 
2o{b  —  a)  unterscheiden.    Mit  andern  Worten  aber  heisst  dies, 
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dass  der  von  der  Curve  M  c  N,  den  Ordinaten  A  M  und  B  N 
und  dem  Stück  A  B  der  Abscissenachse  begrenzte  Raum  das 

b 

bestimmte  Integral  ff{x)  d  x  vorstellt.    Natürlich  müssen  bei 

dieser  Definition  die  einzelnen  Rechtecke  als  algebraische 
Grossen  aufgefasst  werden.  Ist  folglich  beispielsweise  b  >  tty 
so  sind  die  unterhalb  der  Abscissenachse  befindlichen  Recht- 
ecke mit  dem  Zeichen  minus  in  Rechnung  zu  bringen. 

Vergleicht  man  noch  beide  Begrüudungsweisen  der  Defi- 
nitionsgleichung des  bestimmten  Integrales  mit  einander^  so 
lasst  sich  gar  nicht  leugnen,  dass  die  geometrische  vor  der 
analytischen  den  Vorzug  grosser  Anschaulichkeit  besitzt.  Wäh- 
rend jedoch  die  analytische  Deduction  nur  die  Kenntniss  weniger 
Satze  aus  der  Lehre  von  der  Addition  und  Multiplication  ge- 
gebener Grössen  verlangt,  kommen  bei  dem  geometrischen 
Beweise  ausser  diesen  Sätzen  noch  alle  diejenigen  in  Frage, 
auf  welche  die  Bestimmung  des  Inhaltes  eines  Rechteckes  sich 
gründet,  und  ausserdem  sind  die  ersten  Elemente  der  analy- 
tischen Geometrie  als  bekannt  vorauszusetzen.  Dem  Principe 
nach  ist  daher  der  analytische  Beweis  von  der  Existenz  des 
bestimmten  Integrales  der  einfachere. 


§.  4. 

Möglichkeit  der  Integralbestlmmung  mittelst  der  Dcfiuitious- 
gleiebung  eines  bestimmten  Integrales.    Anwendung  auf  die 

DiifereutlalreehBung« 

Schon  der  flüchtigste  Blick  auf  die  vorhergehenden  Er- 
örterungen lässt  erkennen,  dass  mit  dem  Nachweise  von  der 
Existenz  der  Definitionsgleichung 

1-    //(^)  dx  =  \im.  [{x^  —  d)  f{a)  +  (x^  —  x{)  f{x{)  + 

a  n  =  00 

'....  +  (^?  X»-i)  f{x„^i)\ 

zugleich  die  Möglichkeit  gegeben  ist,  den  Werth  eines  be- 
stimmten Integrales  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  An- 
näherung zu  berechnen.  Nicht  immer  findet  ein  solch'  glück- 
liches Zusammentreffen  Statt.  So  wird  beispielsweise  in  der 
Algebra  gezeigt,  dass  jede  Gleichung  vom  n'^"  Grade  auch 
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n  Wurzeln  besitzen  muss;  aber  mit  dem  Beweise  dieses  wich- 
tigen Lehrsatzes  ist  keinesweges  schon  eine  Methode  zur  Auf- 
findung der  Wurzeln  geliefert. 

Unter  Umständen  kann  selbst  der  genaue  Werth  eines 
bestimmten  Integrales  mittelst  der  Gleichung  1  erzielt  werden 
und  zwar  dann^  wenn  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  in 
1  sich  angeben  lässt.  Sei  z.  B.  /"{x)  =  a;*,  wo  k  eine  Con- 
stante  ausdrückt;  ausserdem  mögen ^  um  eine  völlig  eindeutige 
Function  zu  gewinnen  ^  die  Grenzen  a  und  b  des  Integrals  beide 

grösser,  als  Null  sein.    Setzen   wir  nun  y  —  =  ^und  lassen 

die  Grössen  o:, ,  o;,  .  •  .  •  in  geometrischer  Reihe  auf  einander 
folgen,  d.  h.  bilden  wir  die  Progression 

üy  aqy  aq^,  ....  «^"~S  ^5 

so  wird  allgemein 

(o:,.,  —  X,)  fix,)  =  a^+i  ^(*+')-  {q  —  1) 

und  daher 

/  o;^  ^.r  =  lim  a^^  (^  -  1)  [  l  +  q^-^-i -j-  (^Ar-f i)2  ^  ^  ^  ^  ^  _|_^^a^i^„_, j 
=lim(^-l).^+i(^^2S^  =  lini  •  ,n^  iP"^'  -  «*+0. 


Nun  ist  för  «=3o  und  ein  von  —  1  verschiedenes  k  - 


q—\        0 


der  wahre  Werth  dieses  Quotienten,  nach  den  Lehren  der  Dif- 
ferentialrechnung bestimmt,  aber  =  rj_  -  und  demnach 


j 


k+  1 


Nähert  sich  hierin  k  der  negativen  Einheit,  so  erhält  man 
abermals  die  unbestimmte  Form  -,  in  Wahrheit  jedoch  den 
Werth  lg  ^^  —  lg  «,  d.  h. 


j 


b ' 

—   =   Icr  _, 


2.  Sei  jetzt  f{x)  einer  Exponentialgrösse,  also  einer  posi- 
tiven Constanten  mit  variabelem  Exponenten,  nämlich  c' gleich; 
ausserdem  bedeute  c  eine  mit  wachsendem  n  unendlich  klein 


—   11   ^ 

werdende  Grösse  und  näher  eine  solche,  für  welche  die  Be- 
ziehung lim  (a-^-n  b)  =  b  gilt.  Zwischen  die  Grenzen  a  und  b 
sollen  nun  in  arithmetischer  Reihe  die  Werthe 


a  +  ^>  a  +  2£,^  +  3  5, a  +  n  —  1  -  s 

.eingeschoben  werden,  wobei  wir  also  durchaus  nicht  vor^s- 
sets^n,  dass  gerade  -^^  =  e  Statt  finden  müsse,  ünsem  An- 
nahmen zufolge  erhalten  wir  jetzt  diese  Gleichung 

Jc'dx  =  Hm  c«  •  £  [1  +  c*  +  r«*  +  c^'  -f  ....  -f  c<«+i)'] 


d.  h. 


2. 


lim  — —  (c^'»»  —  c"") , 
c*  —  1 


I  c'  d  X  =  (c^  —  c^)  lim  -^  * — 


Da  nun  mit  wachsendem  n  die  Grösse  e  der  Null  sich 
nähert,  so  werden  wir  auch  hier  wieder  auf  eine  Anwendung 
der  bekannten  Regel  der  Differentialrechnung  über  die  Er- 
mittlung des  unbestimmten  Ausdruckes  von  der  Form  —  hin- 
gewiesen. Wir  ziehen  es  indess  vor,  diese  Vorschrift  gegen- 
wärtig ausser  Acht  zu  lassen,  weil  wir  gestützt  auf  die  Be- 
ziehung 2.  den  Nachweis  liefern  wollen,  dass  jede  Exponen- 
tialgrosse  einen  Differentialquotienten  besitzen  muss.  Dies 
führt  uns  dann  sogleich  zu  einer  höchst  einfachen  Definition 
der  Zahl  e,  vermöge  deren  wir  nun  umgekehrt  wieder  nicht 

nur  den  Werth  lim ,    sondern  auch   die  bekannte    Be- 

j_ 
Ziehung  e  =  lim  (1  +  a)  «  für  lim  a  =  0  in  der  einfachsten 

Weise  ermitteln  können.    Mit  andern  Worten  aber  heisst  dies, 

dass  zur  Bestimmung  der  Derivirten  der  Exponeutialfunctio- 

nen,   der  Lc^rithmen  und  Potenzen  nur  der  Nachweis  von 

der  Existenz  der  Grenze  des  Ausdruckes für   ein    un- 

s 

endlich  klein  werdendes  e  erforderiich  ist.  Man  erkennt  hieraus 
auf  den  ersten  Blick,  dass  so  bei  der  Begründung  der  Dif- 
ferentialrechnung jede  Anwendung  von  bekannten  unendlichen 
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Ileihen  vermieden  wird;  den  numerischen  Werth  der  Zahl  e 
aber  >vird  man  erst  bei  der  Darstellung  der  Functionen  durch 
unendliche  Reihen  ermitteln. 

Der  angedeutete  Gedankengang  selbst  wird  sich  nun  so 

darstellen.    Bedenken  wir  nämlich ,  dass  dem  Frühern  zufolge 

h 
das  bestimmte  Integral  fcdx  immer  existirt  und  einen  von 

a 

Null  verschiedenen  Werth  erhält,  so  muss  nothwendii?  lim  — — 
eine  nicht  mit  Null  zusammenfallende  Constante  ausdrücken. 
Daraus  folgt  weiter,  dass  auch  lim einer  Grenze  sich 

nähert  und  zwar  muss,   weil  — ^^—  =  c*  •  ~ — ^^— ,  also 

hm =  um , 

diese  Grenze  stets  dieselbe  bleiben. 

Erinnern  wir  uns  jetzt  der  bekannten  Definitionsgleichung 
des  Differentialquotienten  einer  Function,  so  muss,  falls  eine 
Exponentialgrösse  c*  für  ein  gegebenes  Intervall ,  von  a  bis  b 
z.  B.,  wirklich  eine  Derivirte  besitzen  sollte,  mit  abnehmen- 
dem £  nothwendig  der  Ausdruck 

c    '    —  c  •.      c    —  1 


immer  dieselbe  Grenze  darbieten,  von  welcher  Seite  her  auch 
e  der  Null  sich  nähern  mag.  Dies  aber  ist  dem  Vorhergehen- 
den zufolge  in  der  That  der  Fall,  und  folglich  besitzt  jede 
Exponentialgrösse  wirklich  eine  Abgeleitete^  nämlich  c*^ .  const. 

Es  fragt  sich  also  bloss  noch,  in  welcher  Beziehung  die 
Differe4tia]coefficienten  für  verschiedene  Basen  zu  einander 
stehen. 

Nimmt  man  eine  neue  Basis  Cj,  so  lässt  sich  diese  stets 
als  eine  bestimmte  —  die  /t*®  —  Potenz  der  ursprünglichen  c 
auffassen.    Es  ist  daher 

lim  ^'  ~     =  Hm  ^       '~     =  k. ; 

anderseits  aber  hat  man,  wenn 
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lim =  A- 


gesetzt  wird; 


eJ"»— 1  1    ,.        cJ"*—  1  ^1 


k  =  lim =  ~  lim 


d.  h. 

^  k  =  A',. 

Und  hieraus  erhellt  augenblicklich ,  dass  för  ^  =  r  der  be- 
sonders wichtige  Fall 

lin,  <^^^  =  1 

erscheinen  wird.  Nennen  wir  aber  die  Basis  ^  für  welche  diese 
Beziehung  Statt  findet  ^  Cj  definiren  wir  also  die  Zahl  e  durch 
die  Gleichung 

lim      ~      =  1 , 


so  wird 

rfe' 


=  e^. 


(In* 

Und  nehmen  wir  e  als  Basis  eines   Logarithmeusystems^  [so 

ergeben  sich  nun  wegen  c''  =  e^  d.  i.  k  =  log  c  =  i  c  um- 
gekehrt wieder  die  Beziehungen 


hm  =  l  c 


und 


— -     =   c^  Icr  c. 


Setzt  man  femer  c*  —  l  =--  «,  d.  g.  f  =  -^^/ .  "  ;    ^o  folgt 
sogleich 


nm 
il  h. 


lim =  lim  , — 77*.  - ;  •  lg  ^  ==  lg  ^, 

s  lg  (i  +  a)     '^  '^    ' 


1 


lim  [lg  (1  +  «)«]  =  1 

and  daher  muss  Statt  finden: 

1 
lim  (!  +  «)«  =  <?,     lim  a  =  0. 
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Weil  endlich  für  die  Potenz  z"  die  Gleichung  gilt: 

^  =  x"->  .  lim  ('"^^r  -  =  ^"-'  •  H"»  <^  +  y-' , 

SO  wird;  wenn  man  auch  hier  der  Kürze  halber 

(1  +  *)«  =  e»-,  also  r  =  w  lg  (1  +  *) 
setzt; 

lün  (i+f -- -'  =  lim  ?l^i  ^  Um  ^1^  »Li^_+ *) 

=  w  lim  Ig  (1  +  d)^  =  m. 
Mit  Benutzung  des  vorhin  gefundenen  Werthcs 

s  1 


lim 


c*  -  1  —  /  c 


stellt  sich  jetzt  unser  Integral  2.  wie  folgt  dar: 


a 


3.  Um  endlich  ein  drittes  interessantes  Beispiel  hier  nicht 
unberücksichtigt  zu  lassen ,  wollen  wir  noch  das  Integral 

n 

/  lg  (1  —  2  «  cos  a:  +  «')  d  Xy 

in  welchem  wir  a*  von  der  Einheit  verschieden  voraussetzen, 
einer  nähern  Betrachtung  unterziehen*). 

Denken  wir  uns  das  Intervall  von  0  bis  ;r  in  n  gleiche 
Theile  zerlegt ,  und  nehmen  wir  die  Zwischenglieder  in  arith- 
metischer Reihe,  nämlich  =  -,   — ,  .  .  .    "  ^        .  so  wird 


2_w  (n  —  1)  n 

n  '      n    ^  n 

ersichtlich 


n 

I  lg(l — 2«  COS  .r  +  a^)  r/a:  =  lim  -     lg(  1  — 2acos  — +  aM 

0 

+  lgCl-2acos*^+a»W....  +  lgCl— 2aco8^-^5=^  +  aAl 
=Um^lg  Ul  —  2«  cos  -J*  +  «A  (l  —  2«  cos  ^J?  +  a»V  . . 

...(l-2«C08(!^)-'+«^)]. 


*)  Bierens  de  Haen:  KxpoHe  de  1a  throne  des  int.  def.  p.  471. 
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Nun  ist  bekanntlich  nach  Cotes'  Lehrsatze 
«*•— !  =  («»- l)Ca»  —  2acos^+lV«»-2ßCOs^+A 

IX  —   1 

also  der  vorhergehende  Logarithmus  mit  lg  ,  ( a  2"  —  1 ) 
gleichbedeutend.   Und  demnach  besteht  nunmehr  die  Gleichung 

n 

I  lg  (1  — 2acosx+a^rfa;=lim*lg^  +  lim^-lg(a«''—  1). 

0 

Für  n  =  oo  aber  wird  die  erste  Grenze  augenscheinlich  =  0, 
und  für  den  zweiten  Grenzausdruck  erhalten  wir  die  Werthe 

lim  -  lg  {a^  —  1)  =  Ä  lg  «2,     oder  =  0, 
je  nachdem  «^  >  1 ,  oder  «^  <  1.    Mithin  entspringt 

y  lg  (1  —  2a  cos  X -^  a^)  dx  =  xlga^y  a^>l, 

=^0,  a^<  1.*) 

§.  5. 
FundamentaltheOreme« 

Aus  der  oben  gegebenen  Definitionsgleichung  eines  be- 
stimmten Integrales: 

b 
I.     ffipc)  dx  =  lim  \{x^  —  a)  f(a)  +  {x^  —  x^)  f{x{)  +  .  .  . 

-f  (&  —  Xn-l)  f{Xr^i)  ] 

fliesst  unmittelbar  eine  Reihe  von  Sätzen^  die  wir  ihres  häu- 
figen Gebrauches  wegen  jetzt  übersichtlich  zusammenstellen 
wollen.  Um  aber  hierbei  Widerholungen  zu  vermeiden,  be- 
merken wir  gleich  im  Voraus ,  dass  vorerst  die  vorkommenden 
Functionen  innerhalb  sämmtlicher  Integrationsgrenzen  immer 
als  stetig  und  diese  als  endlich  angenommen  werden. 


*)  lieber  andere  Bcgründungsweisen  dieser  von  Poisson  gefundenen 
Beziehungen  vergleiche  man  Dienger:  Differential-  und  Integralrechnung. 
Stuttgart  1862;  Thl.  1,  S.  354-355. 

Poisson.    Journal  de  T^cole  polyt.  cah.  17,  p.  617. 

Delaunay.    lounial  de  math.  etc.  par  Liouville,  t.  3,  p.  355. 
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1.  Sei  fix)  eine  solche  Function  von  x,  die  innerhalb 
des  Intervalles  von  a  bis  b  ihr  Zeichen  niemals  wechselt  Be- 
achtet man  nuu^  dass  unserer  Voraussetzuug  zufolge  die  Dif- 
ferenzen x^  —  (tj  X.2  —  a:,  .  .  .  .  mit  b  — a  dasselbe  Vorzeichen 

* 
besitzen;  so  muss  offenbar  das  bestimmte  Integral  f  f{x)  dx 

positiv,  oder  negativ  sein,  je  nachdem  die  Zeichen  von  f{x) 
und  b  —  a  übereinstimmen,  oder  nicht  identisch  sind. 

2.  Sei  jetzt  c  eine  Constante  und  f{x)  =  c  f(x)j  alsdann 
folgt  aus  I.  sofort 

b  b 

J  cf{x)dx  =  cf/'{x)dx. 

a  a 

Ist  also  /'(x)  =  1 ,  so  wird 

J c  d  X  =  c  ip  —  ö). 

3.  Zerlegt  man  f{x)  in  eine  Summe  oder  Differenz  zweier 

Functionen  fp(x)  und  ^(o:),  so  hat  man  diese  Gleichung 
b  b  b 

f[q>{x)  +  i(f{x)  ]  d  X  =  Jq>{x)  d  x  +  ft{^)  ^  ^* 

4.  Ebenso  unmittelbar  einleuchtend  wie  vorhin  sind  femer 
die  folgenden  Relationen: 

ff{x  —  c)d  X  =  J  fix)  d  X 

und 

be  b 


ljr(^;)dx==ß{x)da- 


iie  u 


m  denen  c  eine  beliebige  Constante  ausdrückt  [c  (=)  0], 

5.    Machen   wir  jetzt  die  Annahme,   dass  die  Zwischen- 
glieder Xi,  x.2f  ....  in  arithmetischer  Reihe  «  +  tf ,  «  +  2d,  .... 

auf  einander  folgen,   wobei  d  =    ~  "  sein  soll;  so  wird  unser 

S  nunmehr  unter  dieser  Form  erscheinen: 


also 

II.  //•(j-)rf.r= lim  *[/•«+/•(«+*)  + +  /■(«  +  «    -'1  .*)  1 
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sein.     Und  vertauschen   wir  b  mit  a,  d.  h.   d  mit  —  ö,  so 
kommt 


und 

r}{x)dx=\im—d[r{b)-\-r(b—d)  +  ....+f{b—n—'\.d)l 

Aus  der  Vergleichung  beider  Reihen  S  und  S'  aber  ergiebt 
sieh,  dass  sie  mit  Ausnahme  der  Glieder  /'(a)  und  f{b)  die  näm- 
lichen Functionalwerthe  in  sich  begreifen ;  ihre  Summe  S  -|-  aS' 
ist  daher  mit  —  d  [f  (b)  —  /*(«)  ]  gleichbedeutend.  Weil  nun 
mit  wachsendem  n  diese  Summe  die  Null  zur  Grenze  besitzt, 
so  muss  nothwendig  lim  S=  —  lim  S'  sein,  d.  h. 

f  f{x)  d  X  =  —  f  f{^)  ^  ^' 
6.    Der  so  eben  bewiesene,  äusserst  wichtige  Satz  wird 
uns  sogleich  das  Mittel  bieten ,  jedes  Integral  J  f{x)  d  x  immer 

a 

r  h 

in  die  beiden  andern  J  f{x)  d  x  und  J  f{x)  d  x  zu  zerlegen, 

u  c 

mag  die  Grosse  c  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Grenzen  a 
und  b  sich  befinden.  Liegt  nämlich  zunächst  c  zwischen  a 
und  ^,  so  folgt  wieder  aus  der  Fundamentalgleichung  I.  (oder 
IL)  sowohl,  wie  auch  unmittelbar  aus  der  geometrischen  Be- 
deutung des  bestimmten  Integrales,  dass 

y  r(x)  dx=  ff{x)  dx  +  Jf(x)  d  X. 


a  n 


Befindet  sich  dagegen  c  ausserhalb  der  Grenzen  a  und  b,  ist 
also  z.  B.  die  Folge  der  drei  Grössen  diese  a,  ^,  c*,  so  ist 
zuvörderst 

//(o:)  dx  =  ff{x)  dx  +  J f{x)  d  x, 

a  a  h 

mithin 

jf(^)  dx  -  ffix)  dx=  fax)  d  X, 

mid  hieraus  entspringt  nun  mit  Benutzung  des  Satzes  unter  5. : 

jf{x)  dx=  fax)  dx  -\-  /rix)  d  X. 

a  ,t  c 

ÜBrnt,  beftimmt«  Integrale.  2 
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Einen  ganz  ähnlichen  Gedankengang  endlich  würde  man  inne- 
zuhalten haben,  wenn  c,  a,  b  die  Aufeinanderfolge  der  drei 
Grössen  bezeichnet. 


Fortsetzungr* 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  setzen  uns  in  den 
Stand,  ein  Theorem  zu  begründen,  das  namentlich  bei  den 
später  folgenden  Entscheidungen  über  den  Sinn  solcher  Inte- 
grale eine  ausserordentlich  wichtige  Rolle  spielt,  bei  denen 
nicht  mehr  die  eine  oder  andere  der  bisjetzt  gem^achten  Vor- 
aussetzungen der  Stetigkeit  der  Function  und  der  Endlichkeit 
der  Integrationsgrenzen  befriedigt  wird. 

Sei  nämlich  /'{x)  in  das  Product  zweier  ccontinuirlichen 
Functionen  (p(x)  und  il^{x)  zerlegbar.  Von  diesen  behalte 
innerhalb  der  Grenzen  a  und  b  die  eine,  beispielsweise  (p(x) 
stets  dasselbe  Zeichen,  und  M  und  N  mögen  zwischen  a  und  b 
beziehlich  den  algebraisch  grössten  und  kleinsten  Werth  der 
andern  Function  t(x)  bezeichnen.  Diesen  Annahmen  gemäss 
müssen  daher  die  Differenzen 

3f  —  t{x)    und    tl^{x)  —  A' 

immer  positiv  sein,  und  folglich  müssen  auch  die  Producta 

\M  ~  t{x)]  g){x)    und     [^(x)  —  N]  g){x) 

ihrem  Zeichen  nach  übereinstimmen.  Daraus  aber  fliesst  weiter, 
dass  gleichfalls  die  Integrale 

f[^  —  ^  {x)]fp  {x)  d  X    und    f  [i;{x)  —  ^]  g>  i^)  d  x 


a 


immer  entweder  beide  positiv,  oder  beide  negativ  sind.    Nun  ist 


b 


/[il/  —  t{^)]  9(^)  d  X  =  M  j  fp(x)  d X  —  j  tl}{x)  ,  (p{x)  dx 

a  u  a 


und 

b  b 


f[itf{x)  —  AJ  (p{x)  d  X  =^f{p{x)  .  V'(.r)  d  X  —  ^'  f  ^{^)  d  x. 

tt  f(  ri 

b  h 

Das    Integral  f  q){x)  ip{x)  d x,   d.    h.   ff(x)dx   liegt   also 


M  ff 
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zwischen  den  beiden  Integralen 

M  J  g){x)  d  X    und     Nf  tp  (.r)  d  x, 

a  u 

Da  nun  die  Functionen  eontinuirlich  sein  sollen^  so  muss 
nothwendig  zwischen  dem  Maximum  und  Minimum  von  ^{x) 
innerhalb  des  Intervalls  {a,  h)  ein  freilich  unbekannter  Factor 
B  =  ^{^)  existiren ,  für  welchen  genau 

b  h  h 

ff{x)  dx  =  Rfq>{x)  dx  =  ^{l)J(p{x)  dx 


u 


wird. 

Wir  können  diesem  wichtigen  Theoreme,  das  wir  der  Kürze 
halber  bisweilen  den  Maximum -Minimum -Satz  nennen  wer- 
den, noch  eine  andere  Form  geben,  von  der  wir  bei  der  Rest- 
bestimmung der  Taylor'schen  Reihe  Gebrauch  machen  werden. 

Beachten  wir  nämlich ,  dass  für  z  =  0  und  z  =^  1  der 
Ausdruck  ö  +  (^  —  a)  z  beziehungsweise  die  Grössen  a  und  b 
liefert,  so  kann  offenbar  die  zwischen  a  und  b  befindliche 
Variabele  S  in  der  Form  a  -\-  {p  —  ä)  %  vorgestellt  werden, 
wenn  ^  zwischen  0  und  1  liegt.  Mit  Benutzung  dieses  Werthes 
aber  wird  nun 

Jf{x)  dx  =  tl}\a  +  {b—  a)  %]  f  q){x)  d x. 

Ist  speciell  q>{x)  =  1,  also  i>{x)=f{x)y  so  hat  man  die  Be- 
ziehung 

ff{x)  d  X  =  f[a  +  {b  —  a)  Q^'Wb  —  a]  =  R[b  —  a], 

m 

Geometrisch  gedeutet  sagt  offenbar  dieser  Satz,  dass  unter 
Voraussetzung  recht- 
winkliger Coordinaten 
der  Flächenraum  A  M- 
NB  seiner  Grosse  nach 
mit  einem  Rechtecke 
übereinstimmt,  dessen 
Basis  AB  =zb  —  a  heisst 
und  dessen  Hohe  durch 

zwischen      der  ö" 


Fig.  2. 


iV 


X! 


y 


M. 


eme 


B 


-X 


grossten  und  kleinsten  befindliche  Ordinate  ausgedrückt  wird. 
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Verwandt  mit  dem  oben  erörterten  Theoreme  ist  offenbar 
der  nachfolgende  Satz. 

Ist  in  dem  Intervalle  von  x  =  a  bis  a:  =  ft  die  stetige 
Function  f{x)  fortwährend  grösser,  als  die  continuirliche 
Function  tI^(x)\  so  hat  man  für  h  '>  a  augenscheinlich  die 

Relation 

h  h 

J f{x)  d  X  '>  J ilf{x)  d  X. 


a  u 


Daraus  aber  fliesst  weiter,  dass 

h  h  h 

J  q){x)  d  X  >  J f{x)  d  X  >  ft(^)  d  x. 

a  a  u 

ist,  wenn  innerhalb  der  Grenzen  a  und  b  bestandig  die  Be- 
ziehungen gelten 

\ 
So  befindet  sich  beispielsweise  das  Integral    /      — —  ,     wo 

Ü 

»I  >  2,  zwischen  den  beiden  Grenzen 

Jdx  =  0,5    und     ^-^4^^  =  ^  =  0,523..., 

ü  0 

%■  7. 
Differentiation  eines  bestimmten  Integrales  nach  den  Grenzen. 

Der  Werth  eines  bestimmten  Integrales  ist  augenschein- 
lich durch  die  Grenzen  desselben  und  durch  die  Natur  der  zu 
integrirenden  Function  bedingt.  Erleidet  folglich  irgend  eine 
dieser  Grossen  eine  Äenderung,  so  muss  eine  solche  natürlich 
auch  bei  dem  bestimmten  Integrale  sichtbar  werden.  Nehmen 
wir  also  z.  B.  an,  dass  in 


ff 
u  =  I  f{x)  d  X. 


a 


die  obere  Grenze  h  in  ^  +  Ä  übergeht,   wobei  wir  für  ein 
positives  h  die  Function  f{x)  nun  von  ah\%h  -\-  h  continuirlich 
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voraussetzen,  so  wird,  mit  Benutzung  des  Satzes  6  §.  5  der 
Unterschied 

b+h  h  Mi 

u  —  u  ^=Jf{x)  ä  X  —jf{x)  d  X  =J  f{x)  d  x 

a  a  » 

b 

die  Veränderung  des  Integrales  y  f{x)  d  x  ausdrücken.   Daraus 

a 

ergiebt  sich  weiter,  dass 

b-\-h 

^  =  1    i'nx)dx=^{R{b  +  h-b)  =  R 

mit  abnehmendem  h  den  nach  b  genommenen  Differential- 
quotienten  des  Integrales  u  vorstellen  wird,  wenn  "  T"  ^^  wirk- 
lich einer  Grenze  sich  nähert.  Dies  aber  ist  in  der  That  der 
Fall;  denn  vermöge  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Function 
[{x)  können  das  Maximum  und  Minimum  derselben  innerhalb 
der  Grenzen  h  und  h  -{-  h  sich  um  so  wenig  unterscheiden, 
als  man  nur  will,  und  daher  müssen  diese  und  folglich  auch 
R  zuletzt  mit  f{b)  zusammenfallen.    In  Zeichen  heisst  dies 

b 
^^  Cff{x)dx 

fb  =    -^h =  /■(*)' 

und  räumlich  gefasst  sagt  diese  Gleichung,  dass  die  letzte  Ordi- 
nate BN  den  Differentialquotienten  der  Fläche  AM  NB  (Fig.  2) 
ausdrückt. 

Einen  ganz  ähnlichen  Weg  könnten  wir  nun  zur  Auf- 

b 
findung  der  Abgeleiteten  YonJ/'{x)  dx  nach  der  untern  Grenze 

a  einschlagen,  doch  geschieht  dies  einfacher  in  folgender 
Weise. 

Man  hat  identisch 

//•(x)  dx  =  -  ff  ix)  d  X 

uud  demnach 


a 


dffix)  dx  dffix)  d  X 

da  0  a  '  \   / 
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§.  8. 

Differentiation  eines  bestimmten  Integrales  naeh  einem 

Parameter. 

Weun  die  Natur  einer  Function  f{x)  eine  Aenderung  er- 
leiden soll;  d.  i.  geometrisch  ausgedrückt ^  wenn  man  von  einer 
Curve  zu  einer  benachbarten  übergehen  will,  die  freilich  mit 
jener  zu  derselben  Art  gehören  kann ;  so  muss  die  Function  f{x) 
ausser  der  Veränderlichen  x  wenigstens  eine  von  x  unab- 
hängige Grösse  a,  einen  sogenannten  Parameter  enthalten, 
der  die  eine  Curve  von  der  andern  als  Individuum  kennzeich- 
net.   In  dem  jetzt  zu  betrachtenden  Falle  werden  wir  mithin 

das  bestimmte  Integral  in  der  Form 

h 
1.  u  =  f  f{xj  a)  d  X 


a 


uns  vorstellen  müssen. 

Verändert  sich  nun  «  um  eine  beliebige  Grösse  Ä,  so 
können  mit  dieser  Aenderung  der  Natur  von  f{x)  entweder 
Aenderungen  in  den  Grenzen  a  und  h  eintreten,  oder  es  kön- 
nen diese  von  a  ganz  unabhängig  sein.  Der  Einfachheit  wegen 
wollen  wir  den  letztern  Fall  zunächst  betrachten. 

Geht  a  in  a  +  Ä  über,  so  wird  die  Differenz 

h  h 

u  —  u  =  f  f{x,  a  -\-  h)  d  X  — j  f{Xj  a)  d  x 

a  a 

die  Veränderung  des  Integrales  1  vorstellen,  und  folglich  wird, 
weil  h  mit  x  nicht  verbunden  ist,  die  Beziehung  Statt  finden: 

h 
2.  "  ~~  "  =    /7(^»  tt  +  ^)  —  A^«  «)  ^  ^ 

hl  h 


der  Quotient  -  -r  "  einer  Grenze  sich  nähert;  so  wird  diese  den 


Sollte  es  sich  nun  ereignen,  dass  mit  unendlich  abnehmendem  h 

~h 
Differentialquotienten  des  bestimmten  Integrales  u=f/'{x,a)dx 

a 

nach  a  bezeichnen.  Dies  aber  wird  wirklich  der  Fall  sein, 
wenn  die  nach  a  genommene  Derivirte  der  continuirlichen 
Function  /*(.r,  cc)   zwischen  a  und  ö  selbst  wieder  stetig  ist. 
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Heisst    nun   die    partielle   Abgeleitete   ^^^f^    für   den 
Augenblick  ^  (a;,  a),  so  muss  die  Gleichung  bestehen 

T       rix,  «  +  A)  —  fixj  a)  ,  /         . 

hm  ^  '     ^   ^^ — '-^^ —  =  ^  (o;,  a), 

d.  g. 

-^-^ —  ^ ^-^^-^^  =  ^  (.r,  «)  +  (T. 

Mit  Benutzung  dieses  Ausdruckes  aber  schreibt  sich  die  in  2 
ausgedrückte  Beziehung  jetzt  so: 

b 

^      =    j  ttf  (jc,  a)  d  X  -\-  o  {b  —  a). 


a 


Da  nun  mit  unendlich  klein  werdendem  h  die  Grössen  ö 
und  folglich  wegen  der  Endlichkeit  von  b  —  a  auch  a{b  —  a) 
von  Null  zuletzt  um  weniger  als  jede  noch  so  kleine  Grösse 
verschieden  ist;  so  gilt  ersichtlich  die  Gleichung 


dfr{x,a)dx  b 

^^    tt       __    /j 

^a  da.  f       d  a 


3.       ^_j!_^ — ^ric^i^dx. 


tt 


Man  bezeichnet  diese  wichtige  von  Leibnitz  entdeckte  Regel 
der  Differentation  nach  a  mit  dem  Namen  der  Differen- 
tiation eines  bestimmten  Integrales  nach  einem 
Parameter.  Auch  hat  man  für  die  Operation  die  Be- 
nennungen der  Differentiation  von  Curve  zu  Curve 
(differentiatio  de  curva  in  curvam  nach  Leibnitz*)) 
oder  der  Differentiation  unter  dem  Integrations- 
zeichen eingeführt. 

Endlich  sieht  man  noch  sofort;  dass. 

--     f  fi^j  c)  dx  =   I  —  o  -    (^  ^^ 

(^^  J  J  de        ca. 


sein  wird;  wenn  c  von  a  abhängt. 


*)  Leibnitii  et  Job.  Bemoullii  Commercium  philosophicnm  et  mathe- 
maticum.  Tomus  I.  Ab  Amio  1694  ad  aunum  1600.  LausanDac  et 
Genevae  1745.  —  Epist.  LIX.,  LX.  LXI,  p.  310  etc.  Epist.  50.  Leib- 
nitii ad  Bemoullium  3.  Aug.  1697.  (Differentiationis  de  curva  in  curvam 
Principia). 
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§.  9. 
Aeiiderang  der  Integrationsgrenzen  mit  der  Natur  der  Fanetion. 

Hat  die  Aenderuug  des  Parameters  a  gleichzeitig  eine 
Yeränderuug  der  lutegratiousgrenzeii  zur  Folge;  so  wird  das 
Integral 


w  =    1  /'{x,  a)  d  X 


a 


offenbar  die  Gestalt 

H-Jb 


u^=   I  f{xy  a  -\-  jd  a)  d  X 


a-^Ja 


annehmen ,  und  der  Quotient  -*^—  wird  jetzt  in  dieser  Form 
erscheinen 


a 
H-Jb 


Dem  Maximum-Minimum-Satze  zufolge  aber  lassen  sich  die 
beiden  letzten  Integrale  auch  so  schreiben: 


ä 


a 


und 

j^J  nx,  a  +  Ja)dx  =  R  ^\, 

und  diese  Beziehungen  gehen  mit  verschwindendem  da  den 
frühern  Erörterungen  gemäss  in  die  andern  über: 

und 
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Da  nun  ausserdem  noch 


b 


ist^  so  besteht  offenbar  die  Gleichung 

I.     Hm  "-^^  =  f  Cf{x,  a)dx=    p-fp-")  dx 

Ja  daj'^    /     /      .  f        ^  ju 

a  a 

Sie  besitzt ,  wie  man  sieht^  eine  grosse  Äehnlichkeit  mit  dem 
aus  der  Differentialrechnung  bekannten  Satze 

i/^  (g,  h,  c) d'^(a,h^c)  da    .    dtp{Ofh,c)  db    .    djp(a,  byc)  de 


da 


da 


da 


d  b        da 


und  dieser  könnte ^  wenn  man  wollte,  sofort  zur  Entwicklung 
der  Formel  I.  benutzt  werden. 

Fig.  3. 


—     -=Si 

Auch  geometrisch  genommen  lässt  sich  dieselbe  ohne  Mühe 
ableiten.  Denn  sei  f{x,  a)  =  ij  die  Gleichung  einer  auf  recht- 
winklige Achsen  bezogenen  Curve  MN,  femer  bezeichne  OA 
den    Werth    von    a,    und   OB    sei   =b]    alsdann    bedeutet 

u=Jf{x,  a)  d  X  den  Flächenraum  AM  NB.    Verändert  sich 

nun  a  um  z^a,  d.  h.  geht  die  Curve  MN  in  die  ihr  benachbarte 
if,  .Vi  über,  und  drücken  OA^  =^  a-}-  Aa  und  OB^=b-{'  Jb 
die  Grenzen  des  neuen  Intervalles  aus,  so  ist* 
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tt,  ^=  J  f{Xj  a  +  z/a)  d  X  =  Flächenraum  A^  M^  N^  /?, , 

also 

M,  —  w  =  Flächenraum  Ä' .¥ j N^B^BN  —  Flächenraum  AA^ KM. 

Diese  Differenz  aber  lässt  sich  zweckmässiger  darstellen^ 
wenn  man  durch  die  Punkte  M  und  N  Parallelen  zur  a:- Achse 
zieht  und  mit  ö  die  algfetraische  Summe  der  kleinen  Flächen- 
räume MLK,  MKM^R,  NGN^P  bezeichnet.  Denn  mm  ist 
w,  —  n  ersichtlich  mit  der  Flächensumme 

MRPNK+NBB^G  +  iyGN^P—MKM^R  —  {MLAA^—LMK) 

gleichbedeutend,  d.  h. 

a 

Für  den  unendlichen  Process  aber  verschwindet  ö  gegen  Ja^ 
und  folglich  wird 

b  ^ 

|.       Ux  —  u  du  Ccti-oCjO)    ,        ,     >./,        \dh  -/        \d(Jt 

^^  =  r„  =  J  -V- '^^  +  A^ «)g- - A«,«) g- • 

Dass  übrigens  die  Gleichung  I.  die  in  den  vorhergehenden 
Paragraphen  behandelten  Fälle  in  sich  begreift,  ist  leicht  zu 
zeigen.  Hängt  z.  B.  nur  die  obere  Grenze  b  von  dem  Para- 
meter a  ab,  so  reducirt  sich  die  Formel  I.  auf  diese 

b 
dfnx)dx 

^  ä^  =  r.  m. 

Und  bleiben  die  Grenzen  von  a  unberührt,  so  werden  -z-  und 

'  da 

~  beide  zu  Null,  mithin  wird  jetzt  • 

b 

d/f(x,a)dx  ^i 


=  i 


•  1 


da  —      I        da       ^  ^' 


f$ 
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,  .  ... 

§.  10. 
Existenz  der  Integrationsconstanten. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  führen  zu  dem  wicb^ 

tigen   Schlüsse ;   dass   das  bestimmte  Integral  f  f{x)  dx  eine 

solche  stetige  Function  von  h  bezeichnet,  die,  nach  h  derivirt, 
immer  einen  Differentialquotienten  besitzt.  Existirt  daher  noch 
irgend  eine  andere  Function  von  ^,  z.  B.  q>{b),  deren  Abge- 
leitete ebenfalls  f  {h)  heisst;   so  lässt  sich  offenbar  nach  den 

h 
Beziehungen  fragen,    welche  zwischen  q>{h)  und  Jf{x)  dx 

a 

Statt  haben. 

Die  Beantwortung  einer  derartigen  Frage  wollen  wir  jetzt 
zu  geben  versuchen.  Dazu  aber  ist  nothig,  dass  wir  uns  mit 
einigen  Worten  zunächst  des  Einflusses  erinnern,  den  das 
Zeichen  des  ersten  Differentialquotienten  einer  stetigen  Function 
auf  die  Natur  derselben  ausübt. 

Sei  demnach  9  {x)  eine  solche  von  x  =  p  bis  o;  =  ^  con- 
tinuirliche  Function  von  x,  die  innerhalb  des  genannten  Inter- 
valles  immer  einen  Differentialquotienten  (p{x)  darbietet.  Als- 
dann besteht  unter  allen  Umständen  die  Gleichung 

Um  9(^+1')  - 'P'^^)  ^  ^'(a:), 

d.  h.  der  Quotient  ^         ^  —  y  W  liegt,  wenn   <J  ein  beliebig 

kleines  Quantum  vorstellt,  das  wir  absolut  voraussetzen  dürfen, 
zuletzt  immer  zwischen  q>\x)  -}-  (T  und  q>Xx)  —  (T,  von  welcher 
Seite  her  das  Increment  h  der  Nidl  sich  auch  nähern  mag. 

Ist  daher  q>\x)  >  0,    so  muss  der  Quotient  ^^^"^  j~"  ^^    * 

immer  das  Pluszeichen  führen,  und  folglich  wird,  wenn  h 
ebenfalls  zu  den  positiven  Grössen  gehört,  g)(x  -\-  h)  alge- 
braisch grosser  als  q>  (x)  sein.  Mit  andern  Worten  aber  heisst 
dies,  die  Function  g)(x)  bezeichnet  eine  wachsende  Function 
von  X, 

Der  Quotient  ^  l  ~  ^       befindet  sich  dagegen  bei 

hinlänglich  kleinem  0  immer  zwischen  zwei  negativen  Grössen 
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und  ist  somit  selbst  negativ ,  wenn  (p\x)  <  0.  In  diesem  Falle 
wird  dalier  für  Ä  >  0  nothwendig  q){x)  eine  abnehmende 
Function  von  x  vorstellen  müssen. 

Drückt  mithin  q  den  algebraisch  grossem  Werth  der  beiden 
Grössen  p  und  q  aus,  so  gelten  die  Beziehungen 

1.  (p(q)  >  9(p),     (p\x)  >  0 
imd 

2.  (p{q)  <  9)(p),     g)\x)  <  0. 

Nun  bezeichne  ^(x)  eine  solche  Function  von  x,  deren  Dif- 
ferentialquotient t\^)  innerhalb  des  Intervalles  (p,  g)  fort- 
während mit  Null  gleichbedeutend  ist;  femer  stelle  a  eine 
positive  Constante  vor.  Alsdann  heisst  die  Derivirte  der 
Function  ilf{x)  +  ax  augenscheinlich  +  a,  und  folglich  finden 
die  Relationen  Statt 

3.  t{q)  —  t{p)  >  —  «(^— i>) 
und 

4.  tl;{q)  —  tl;{p)  <  a{q—p), 

wie  klein  auch  a  gewählt  werden  möge.  Lässt  man  also  a 
ins  Unendliche  abnehmen,  so  wird 

d.h.  die  Function  vona:,  deren  Differentialquotient 
fortwährend  mit  Null  zusammenfällt,  ist  eine  Con- 
stante. 

Daraus  aber  folgt  weiter,  dass  zwei  stetige  Functionen 
q>(x)  und  xi^)f  deren  Abgeleitete  dieselbe  Function  /'{x)  dar- 
stellt, sich  höchstens  nur  um  eine  Constante  unterscheiden  kon- 
'nen;  denn  der  Differentialcoefficient  ihrer  Differenz  (p{x) — x(x) 
wird  durch  Null  ausgedrückt. 

Besitzt  folglich  irgend  eine  zwischen  a  und  b  stetige 
Function  g)(b)  die  Derivirte  /'(^),  so  muss  nothwendig 

J f{x)  dx  =  q){b)  -\-  const. 

a 

sein.  Nähert  aber  b  dem  a  sich  ins  Unendliche,  so  findet 
schliesslich  die  Grenzgleichimg 
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0  =  q)(a)  -\-  const. 
Statt.    Und  daher  ist  nunmehr 

Jf{x)  dx  =  (p{b)  —  q>{a), 

a 


§.  11. 

Ueberif^ang  you  dem  unbestimmten  zum  bestimmten  Integrale*). 

Gestützt  auf  die  soeben  gemachten  Bemerkungen,  dürfen 
wir  behaupten,  dass  die  allgemeinste  Function  F{x), 
deren  Differentialquotient  eine  gegebene  Function 
f(x)  repräsentirt,  nothwendig  irgend  einer  beson- 
dern,  die  Derivirte /(o:)  besitzenden  Function  (p{x) 
gleich  sein  muss,  sofern  dieser  eine  willkürliche 
Constante  hinzugefügt  wird.  Diese  allgemeinste  Function 
F{x)  wird  das  unbestimmte  Integral  der  Function  /'{x) 
genannt  und  durch  das  Zeichen  J  f{x)  dx  angedeutet.  Es  ist 
daher  der  vorhin  erwähnten  Bemerkung  zufolge 

J fix)  dx  =  9(0;)  +  const.**) 

Der  Unterschied  zwischen  einem  bestimmten  und  unbe- 
stimmten Integrale  besteht  also  nur  darin,  dass  bei  diesem 
die  untere  Grenze  nicht  genannt,  sondern  durch  die  Integra- 
tionsconstante   vertreten  wird.    Die  obere  Grenze  des  unbe- 


*)  Man  vergleiche  mit  dem  hier  im  Wesentlichen  nach  Dirichlet 
befolgten  Gedankengange:  Cauchy.  Eäsum^  des  Ie90n8  donn^es  ä.  IMcole 
royale  polytechnique,  sur  le  calcul  infinitesimal.  Tome  premier,  pages 
101  —  105.    A  Paris  1823. 

Moigno.   Le9on8  de  calcul  diff.  et  de  calcul  integral.  Tome  II.,  pag. 
5  etc.    Paris  1844. 

**)  Von  DifPerentialquotienten  kann  bekanntlich  nur  bei  stetigen 
Functionen  die  Rede  sein,  indess  spricht  man  auch  dann  noch  von  einem 
Differentialcoefficienten,  wenn  die  Stetigkeit  der  ursprünglichen  Function 
nur  an  einzelnen  Stellen ,  aber  für  keine  continuirliche  Folge  von  Wer- 
then  des  Argumentes  unterbrochen  wird.  Man  benennt  daher  z.  B.  für 
einen  zwischen  0  und  n  liegenden  Bogen  mit  arctang  x  -\-  const.  noch 

J*    dx 
-r-ji — 2  »    obgleich    für   a;  =  0  die 

Function  arctg  x  unstetig  wird. 
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stimmten  Integrales  dagegen  ist^  wenn  auch  in  der  schrift- 
lichen Darstellung  desselben  der  Kürze  wegen  unterdrückt, 
bestimmt  genannt;  sie  fallt  mit  dem  Integrationsbuchstaben 
zusammen.  Dieser  spielt  mithin  bei  dem  unbestimmten  Inte- 
grale eine  ähnliche  Rolle ;  wie  sie  dem  sogenannten  Stellen- 
zeiger in  einer  unendlichen  Reihe  zukommt;  denn  er  muss  ja 
einerseits  das  allgemeine,  Andererseits  die  übrigen  Glieder 
andeuten.  Diese  zwiefache  Verwendung  des  Integrationsbuch- 
stabens konnte  man  folglich  aufheben,  wenn  man,  freilich 
weitläuftiger, 

jf{y)dy    statt    jf{x)dx 
schreiben  wollte. 

X 

■  dfrlx)  dx 

Da   '    p  - —  =  f{x^ ,   so  können  wir  auch  die  oben  ge- 

nannte  Function  q>(x)  durch  das  bestimmte  Integral  Jf(x)  dx 
ersetzen,  also  die  Gleichung 

j  f{x)  dx  =  f  f{x)  dx  +  con^t. 

a 

bilden.  Lassen  wir  aber  hierin  .r  dem  a  sich  unbegrenzt 
nähern,  so  wird  augenscheinlich 

a 

Jf{x)  dx  =  const. 
und  somit 

ff{x)  dx  =  Jf{x)  dx  -  Jfix)  dx 

oder 

ff(x)  dx  =  [(p{x)  +  const.]  —  [9>(ö)  +  const.]. 

a 

X 

Das  bestimmte   Integral  jf(x)  dx  ergiebt  sich  folglich 

aus  dem  unbestimmten  Integrale,  wenn  man  in  diesem  den 
Integrationsbuchstaben  durch  die  Grenzen  des  Integrales  er- 
setzt und  von  dem  der  obem  Grenze  entsprechenden  Werthe 
desselben  den  für  die  untere  Grenze  Statt  findenden  Ausdruck 
abzieht.    Wie  man  sieht,  bleibt  das 'Schlussresultat  dasselbe^ 
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wenn  statt  des  unbestimmten  Integrales  bloss  die  besondere 
!t\inetion  q>(x)  in  Betracht  gezogen  wird. 

Schon  aus  den  Elementen  der  Integralrechnung  ist  be- 
kannt,  welch  ein  vortrefiFliches  Hülfsmittel  der  soeben  erörterte 
Uebergang  vom  unbestimmten  Integrale  zum  be- 
stimmten darbietet.  Doch  ist  sein  Gebrauch  beschränkt, 
weil  man  in  der  überwiegenden  Mehrzahl  der  Fälle  das  un- 
bestimmte Integral  in  geschlossener  Form  nicht  anzugeben 
vermag^  während  sehr  wohl  bei  Voraussetzung  passender 
Grenzen  das  bestimmte  Integral  zu  den  angebbaren  Grössen 
gehören  kann. 

§.  12. 
Ableitung  der  Wallis'schen  Formel« 

Bezeichnen  u  und  v  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles 
stetige  Functionen  von  x,  so  besteht  bekanntlich  die  wichtige 
Relation 

u  ^—  d  X  =  UV  —    i  V  w-  d  X, 
dx  J       ex 

Der  Hinzufügung  einer  (konstanten  bedarf  es  hierbei  nichts 
weil  das  erste  Integral  auf  ein  zweites  zurückgeführt  ist.  Da- 
gegen darf,  obwohl  es  auch  grösstentheils  geschieht,  dem 
Begriffe  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  die  Constante 
eigentlich  nicht  mehr  unterdrückt  werden,  sofern  beide  Inte- 
grale auf  derselben  Seite  des  Gleichheitszeichens  erscheinen. 
Wird  aber  das  vorhin  unbestimmt  gelassene  Intervall  in  der 
Weise  näher  charakterisirt,  dass  p  und  q  die  Grenzen  dessel- 
ben bedeuten;  so  führen  natürlich  die  beiden  Beziehungen 

Ju^dx^luv]^--  Jv^dx 
und 

J^  ti  ^^  +    Z*'  sl  ^^  =  ["  ^^l  =  "^  'V  -  ^'p  Vp 

immer  zu  demselben  Resultat'*'). 

*)  Bei  dieser  Gelegenheit  verweise  ich  rücksichtlich  der  Eutwickluiig 
einiger  aUgemeinen  Relationen  auf  Bierens  de  Haen:  Expond  de  la  ihdorie 
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Von  dieser  Formel  nun  wollen  wir  gegenwärtig  eine  erste 


Anwendung  auf  das  Integral  u„  =f  sin  x^  dx  machen ,  wo 

n  eine  ganze  Zahl  bezeichnen  soll. 

Integriren  wir  nämlich  zunächst   unbestimmt^   so   folgt 
sogleich 

/     .        „    ,  sin  a?""^  cos  x     .     n—l     /*.        -o^ 

I  ^\ux'*ax= —       -  +    -         /   sin  o:*-*  öar, 

und  daher  ist 


n  n 

2  2 


i  sin  a;"  dx  =  ^ i  sin  ar"-^  d  x 

0  0 

oder 

n  —  l 
n 

Die  wiederholte  Benutzung  dieser  Recursionsformel  aber 
zeigt,  dass  schliesslich  für  ein  gerades  n 

-  n — 1       n— 3      n — 5  1        n 

^'  ^^  n  n  —  2      n-4  2        2  ' 

für  die  ungerade  Zalil  ^  -|~  1  hingegen 

O  _  n  .  (n  -  2)  .  (n  -  4) 2 

w^l  —  („  ^_  1)  („  _  J)  („  _  3)  _     3 

sein  wird. 

£rwägt  man  jetzt ,  dass  der  Sinus  eines  Bogens  zwischen 

0  und  ~  einen  positiven  echten  Bruch  vorstellt,  also 

mm 

sin  a:*^"^  <  sin  a:", 
so  muss  offenbar 

und  folglich  wegen 

_«    w.(w  — 2)(n  — 4)....2  w.(n— 2)(w— 4)....2 

2    ~   (n—l)  («-^3)7.  ."3."!   ""    ^    (;i  — l)(w  — 3)...3.'i    ""^^ 

«2.2.4.4....      n  n 


2     '^^1.3.3.5....»i— l       n  +  1 

sein.    Anderseits  aber  ist 


des  propri^t^s,  des  formales  de  transformation  et  des  m^thodes  d*äya- 
luation  des  integrales  d^finies.    Amsterdam  1862.   Pag.  30 — 84. 
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n_  2  .  4  ,  .  .  («  -~  2)  w  (n  +  2) 

2    ~   1.3.5 (n  +  l)   ""+*' 

also  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

7C_    ^    2.2.4.4 n  n  +  2 2.2.4.4....       ^     (\     \        ^    \ 

2     "^    1.3.8.5....  n  +  1   '  n  +  l         1.3.3.5  ....n+l\^    "•    n+lj  * 


« 


Die  Grosse  ^  li^g^  ^^so  zwischen  den  beiden  Producten 

2.2.4.4 n  ,   2.2.4 n_    /^      ,  1     \ 

1.3.  3. ,6 «  +  1   ^^^   1.3.3 n  +  1  \^      "•      n  +  lj' 

diese  aber  nehmen^  wenn  n  ins  Unendliche  wächst,  zuletzt 
das  Verhältniss  der  Gleichheit  an,  und  sonach  muss  schliess- 
lich die  Grenzgleichung 

2  1.3.3.5.5 

Statt  finden.  —  Wir  haben  diese  bemerkenswerthe,  von  Wallis 
entdeckte  Formel  hier  bewiesen,  weil  wir  uns  derselben  in  der 
Theorie  der  Euler'schen  Integrale  bedienen  werden. 

§.  13. 
Restbestimmung  der  Taylor'schen  Reihe. 

Behufs  einer  zweiten  Anwendung  der  partiellen  Integra- 
tion wollen  wir  jetzt  mit  ihrer  Hülfe  die  Reihen  Bernoulli's 
und  Taylor's  abzuleiten  versuchen.  Eine  derartige  Entwicklung 
derselben  dürfte  nämlich  vor  jeder  andern  den  Vorzug  be- 
sitzen, weil  sie  namentlich  den  grossen  Vortheil  bietet,  das 
Restglied  zunächst  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrales 
zu  liefern,  aus  dem  alsdann  mit  Leichtigkeit  die  bekannten 
Restformen  als  blosse  CoroUare  sich  ergeben*). 

Eine  stetige  Function  9?  (a)  habe  für  ein  vorher  bestimmtes 
Intervall  in  einer  gewissen  Ordnung  die  continuirlichen  Deri- 
virten  ^>\ol)^  9"(");  •  •  •  ^^f  ^^  unbestimmte  Integral  J(p\a)  da 


*)  Der  gewöhnlich  in  der  Theorie  der  Diiferentialgleichuugen  vor- 
kommende Beweis  des  Taylor'schen  Satzes  erfordert  bekanntlich  eben- 
falls  die  Anwendung  der  partiellen  Integration  und  liefert  folglich  gleich- 
falls das  Bestglied  in  der  Form  des  bestimmten  Integrales ;  doch  idt  der 
hier  gegebene  Beweis  bedeutend  einfacher. 

MiTSB,  bMtimmU  Integrale.  3 
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wollen  wir  die  theilweise  Integration  so  oft  als  möglich  an- 
wenden.   Dadurch  bekommen  wir  die  Gleichung 

ip\u)  da  =  a  <p'{a)  — —  <p"(«)  + ,  2"  39'"'(«)  —  fXa  4  ^*^"^  + 

n  1        /* 

•  •  •  +  ^  r («)  +  ;H  j  «"  9"+^«)  ^«. 

wo  in  dem  vorletzten  Gliede  das  obere  oder  untere  Zeichen 
zu  nehmen  ist,  je  nachdem  n  zu  den  ungeraden  oder  geraden 
Zahlen  gehört. 

Heisst  nun  (0,  h)  das  Intervall,  fiir  welches  9(«), 
(p\a) 9?"+'(a)  stetig  sind,  so  entspringt  die  lleihe 

«P(Ä)  =  «pC»)  +  f"p(/<)  -  /.',  9"W  +  f,  V'V')  - 

h 
•  •  •   +    f,  ^"(A)  +  nlj  «•9>-+'(«)  d«, 

0 

die,  falls  sie  ins  Unendliche  fortgesetzt  wenlen  darf,  Ber- 
noulli's  Namen  führt. 

Statt  der  obigen  kann  man  jedoch  leicht  eine  Reihe  bil- 
den, in  der  überall  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  das 
Pluszeichen  besitzen ,  man  setze  zu  dem  Behufe  nur  g  —  a 
statt  a,  wo  ^  constant  ist.  Dadurch  wird  jede  Function  der 
Differentialquotient  der  vorhergehenden,  diesen  mit  dem  Zeichen 
minus  genommen.    Indem   man   aber  auf  j^\g  —  a)  d  a  die 

partielle  Integration  anwendet,  ergiebt  sich 

jq>\g  —  a)da  =  a  g)'(jf/  —  «)  +  j"*^  q>"{g  —  «)  + 

n  1        /* 

•  •  •  +   TT  r  (i/    -  «)  +  „!  J   «"gj^'+H^  -  «)  da-, 

und  ist  hier  a  von  «  =  0  bis  «  =  h  zu  wählen,  d.  h.  sind 
q)(g  —  d)  und  ihre  Derivirten  von  ^  bis  ^  —  //  als  stetig  vor- 
auszusetzen, so  folgt  wegen 

A 

fq>{g  —  a)  da  =  (p{g)  —(p{g—h) 

0 

A 

<p{ff)=<p{ff-'f)+f"P'{ff-f')+-+''„t9'(.ff    h)+^J  «' <P'+' iff-a)  da. 

0 

Diese  Darstellungsweise  des  Taylor'sclien  Satzes  aber  ver- 
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wandelt  sich  unmittelbar  durch   die  Substitution  g  =  x  -{- 
in  die  übliche  Form 

(p{x  +  h)  =  (p{x)-{-  -  (fXx)  -f  1 '  2  9X^)  + 

h 

'•'  +  fi  r  W  +  „\  / «"  r+n^-*^  +  /^  ~ «)  ^«. 

Nicht  zu  übersehen  ist  indess  hierbei,  dass  die  genannte 
Substitution  die  Stetigkeit  der  Function  und  ihrer  DiflFerential- 
quotienten  von  o;  bis  x  -\-  h  verlangt.  Man  wäre  übrigens 
auf  diese  Darstellung  des  Theoremes  sofort  geführt,  wenn  man 

das  Integral  J(p\x  -\-  h  —  a)  da   der  theilweisen  Integration 

0 

würde  unterworfen  haben. 

Wie  in  der  Differentialrechnung  gezeigt  wird,  lässt  sich 
das  Restglied  in  den  beiden  Gestalten 

A_  ,,»+.  (^:c-\-h»)  und  ('     ^*;-  *  .     9"+'  {x  +  h  %■) 

vorstellen,  wenn  ^  eine  zwischen  0  und  1  liegende  Zahl  aus- 
drückt. Beide  Formen  nun  lassen  sich  hier  unmittelbar  er- 
zielen ,  wenn  man  sich  des  Maxiraum-Minimura-Satzes  bedient. 
Diesem  zufolge  hat  man  bekanntlich,  wenn  i^  immer  einen 
echten  Bruch  bezeichnet, 

h  h 

J(p{x)  f{x)  dx  =  (p  [a  +  {b  —  a)  %\  Jf(x)  dx, 


a 


und  sonach  wird  einerseits 


^-j  I  a'*(p'*+^{x-{'h  —  a)da  =  ^^(p"-^^[x-\-h—hd-]  ja''  da 
5  ü 

= / Jr..  r+'  [^ + A  ( 1  -  »)  ] = „''[^-^  <p'^'  {x + A  *) , 

andererseits  hingegen 

1    /•  1 

„,  /  a''(p''-^^(x  +  h  —  a)da  =  „',{h^y'(p"+^[x  +  h{\—^)]h 

y 


4  >    ♦ 


3 
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Und  die  bekannte  Relation 

(p(x  +  Ä)  —  9>(^)  =  Ä  9>'(^  +  Ä^) 
entspringt  ebenfalls  direct,  wenn  man  erwägt,  dass 

J(p\x  -{-  h  —  a)  da  =  (p(x  -}-  h)  —  (p{x) 
u 

und 

h 

f(p'(x  +  Ä  —  a)  a«  =  Ä  (p\x  +  Ä  ^) 

u 

ist.  Natürlich  lasst  sich  dieselbe  auch  durch  die  Annahme 
n  =  0  aus  den  obigen  Formeln  ableiten ,  wenn  man  nur  unter 
dem  Symbol  0!  die  Zahl!  versteht. 

Ausser  den  vorhin  erwähnten  Restformen  existirt  noch 
eine  allgemeinere,  von  Schlömilch  herrührende  Darstellungs- 
weise des  Restes*).    Auch  sie  kann  als  unmittelbare  Folge  des 

Integrales  — ,  I  a"  y'H-^  (a;  -|-  ^  —  a)  da,   angesehen   werden. 

0 

Denn  schreibt  man  dasselbe  in  der  Gestalt 

0 

wo  ilf\a)  =    '^^     eine  Function  bedeutet,  die  zwischen  0  und 

h  stetig  ist  und  für  jedes  zwischen  0  und  h  enthaltene  a  nie- 
mals den  Werth  0  erwirbt:  so  hat  man  die  Beziehung 
h  h 

d.  h. 

0 

Nimmt  man  nun  speciell  V'X«)  =  (l  +  ör)a*,  wo  a^O  ist, 
so  wird 


*)  Vergl.  Diuger.    Differential-  und  Integrairechnang.    2.  Aufl.  Stutt- 
gart 1862.    Bd.  2.    Seite  431  fl. 

Bertrand.    Trait^  de  calcul  diff.  et  de  cal.  int.  I.  Calcul  diff.    Paria 
1864,  page  285. 
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i>  (A)  —  •^^(0) 


•   •   •   • 


^'[(1  -9)h]—    (l  +  aX,!-»)' 

und  folglich 

(p(x  +  A)  =  9)(a;)  +  h(p'{x)  + 

+  S  rix)  +  |[ffV~^'  'P'^'  (^  +  *  ^)  *)• 

In  den  besondem  Fallen  a  =  0  und  a  =  n  erscheinen  wieder, 
wie  man  sieht,  die  von  Lagrange  und  Cauchy  gegebenen  Rest- 
formen. 

§.  14. 
Unformung  eines  bestimmten  Integrales  mittelst  Substitution. 

Ein  sehr  wesentliches  Hülfsmittel  zur  Erforschung  der 
Eigenschaften  bestimmter  Integrale  liefert  die  Einfuhrung  einer 
neuen  Yariabelen  an  Stelle  der  ursprünglichen.  Schon  aus 
der  Lehre  vom  unbestimmten  Litegral  ist  die  ausserordentliche 
Tragweite  dieser  Operation  bekannt.  Nicht  nur  zusammen- 
gesetztere Integralformen  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  aus  ein- 
facheren ,  auf  Elementarfunctionen  zurückftihrbaren  Integralen 
mittelst  der  Substitution  erzielen,  sondern  umgekehrt  können 
in  vielen  Fällen  verwickeltere  Integrale  nur  dadurch  ermittelt 
werden,  dass  man  diese  durch  Einführung  einer  neuen  Ver- 
änderlichen zuvor  auf  einfachere,  leicht  integrirbare  Formen 
reducirt.  Ja,  selbst  dann  behauptet  die  Substitutionsmethode 
ihren  Werth ,  wenn  die  Reduction  eines  vorgelegten  Integrales 
aof  Elementarfunctionen  überhaupt  zu  den  Unmöglichkeiten 
gehört.  Ganz  die  nämlichen  Vortheile  aber  bietet,  wie  wir 
sehen  werden,  die  Substitution  in  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale. 

Bezeichnet  (p(x)  eine  solche  stetige  Function  von  x,  deren 
Differentialquotient  einer  gegebenen  continuirlichen  Function 
/(x)  gleich  ist;  so  besteht  immer  die  Gleichung 

1.  ff{^)  ^^  =  9(^)  +  const. 


*)  Von  dieser  specielleren  Befitform  sagt  Bertrand,  dass  sie  von 
Schlömilch  nnd  Roch  gefunden  sei.  Die  genauem  Angaben  über  diesen 
Ponkt  und  mir  leider  selbst  nicht  bekannt. 
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Nun  sei  ^  =  ^(y),  wo  ^(y)  eine  stetige  Fiinctioii  von  y  aus- 
drückt j  alsdann  gilt  den  Regeln  der  Diöerentialreclinuug  zu- 
folge die  Beziehung 

dx  =  tlf  (y)  dy 

und  daher  ist 

Da  nun'  i^w  xJ^on»  -i^^rr^y.  qIj^q  andere  Ausdrucksweise 
der  Gleichung  1  vorstellt,  so  niuss  auch  mit  Notli wendigkeit 
aus  der  Beziehung    ^j,^-^^^  =/*[^(y)]  ^'(y)  die  andere  fliessen 

2.  fntil/)]  ^\y)  dy  =  9-[^(y)J  +  const. 

Bedeuten  aber  a  und  b  die  Grenzen,  zwischen  denen  q>{x) 
und  f(x)  stetig  bleiben ,  und  sind  ebenso  a  und  ß  der  Anfangs- 
und Endwerth  des  Intervalles,  innerhalb  dessen  die  Continui- 
tat  der  Functionen  von  y  des  Integrales  in  2  nicht  unter- 
brochen wird;  so  finden  unsem  frühern  Betrachtungen  gemäss 
die  Gleichungen  Statt: 

b 
Jf{x)  dx  =  ip{b)  —  ip{a) 

und 

fnt(v)\  M>'(v)  fiy  =  9[^(^)1  -  9[V'(«)1. 

a 

Daraus  aber  erhellt  unmittelbar,  dass  nothwendig 

ff{x)dx  =f/l^{y)\^\y)dy 

sein  muss,  weim  die  Grenzen  von  .r  mit  denen  von  y  durch 
die  Relationen 

a  =  ^(«),     b  =  ^(/3) 

verbunden  sind. 

Da  hiernach  die  Bestimmung  der  Grössen  a  und  ß  von 
der  Auflösung  einer  Gleichung  abhängig  gemacht  ist,  so  kann 
es  sich  sehr  wohl  ereignen,  dass  für  gewisse  Werthe  von  a 
und  ß  das  sich  ergebende  Integral  mehrdeutig  wird.  Solche 
Fälle  wird  mau  natürlich  zu  vermeiden  suchen.  In  welcher 
Weise  dies   aber  geschehen  kann,   ist  nur   aus  dem  gerade 
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Torliegendeu    Falle   zu    ersehen.     Wäre   z.    B.    das    Integral 
fe^'^x^dx  mittelst  der  Substitution  x  =  ky  umzuformen,  so 


würde  für  positive  a  und  b  y  die  Grenzwerthe  +  -r  und  +  — 

erwerben  können,  je  nachdem  man  den  Parameter  k  positiv 
oder  negativ  voraussetzte.  Bezeichnet  nun  aber  n  einen  ge- 
brochenen Eicponenten ,  dessen  Nenner  zu  den  geraden,  dessen 
Zähler  hingegen  zu  den  ungeraden  Zahlen  gehört;  so  sieht 
man  sofort,  dass  hier  nur,  um  das  Imaginäre  zu  vermeiden, 
die  neue  Veränderliche  als  positiv  in  Betracht  zu  ziehen  ist. 
Man  erhält  alsdann  die  völlig  eindeutige  Beziehung 

h 

jer-^xf"  dx  =  k'*^^  fe-^!/y"  dy. 

a         '  a 

~k 

Auch  folgende  Bemerkung  möge   schon   hier  eine  Stelle 

h 
finden.    Setzt  man  in  j  f{x)  dx 

u 

so  wird  für  o;  =  «  y  =  a  und  {iir  x  =  b  y  =  ß.  Führt  also 
die  angewendete  Substitution  keine  Mehrdeutigkeit  in  dem 
neuen  Integrale  herbei ,  so  kann  man  das  ursprüngliche  Inte- 
gral immer  in  ein  anderes  transformiren,  dessen  Grenzen  ganz 
nach  Willkür  festgesetzt  werden  können.  Es  lässt  sich  die 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  jedoch  zum  Theil  schon  aus 
den  früher  mitgetheilten  Sätzen 

h  b^-c  h  hr 

j^fix)  dx=  ff{x  —  c)  dx  und    //W  ^^=1   //(iV-^ 

erkennen,  die  ihrerseits  wieder  als  Beispiele  der  Umformung 
eines  Integrals  mittelst  der  Substitutionsmethode  dienen  können. 
Einer  andern  Eigeuthümlichkeit,  welche  bei  Einführung 
einer  neuen  Veränderlichen  auftreten  kann,  werden  wir  später 
gedenken. 


S-  15- 
ErklärnnK  eines  Doppelfntc^ralce.    Thoorpiii  vt 
TertxuBchongr  der  IntpgrtilloiisoriliiuiiK. 


I  der 


AiiB  der  Lehre  von  den  Reihen  ist  bekannt,  dass  die  Ent- 
SL'lii'idung  über  die  Convergeuz  oder  Divergenz  gewisser  Reihen 
nur  mitt^^lst  der  Kenntni;ss  der  Doppelreihen  gelingt.  Einem 
ganz  ähnlichen  Falle  begegnen  wir  in  der  Theorie  der  be- 
stimmten Integrale;  auch  hier  können  die  Werthe  vieler  ein- 
fachen Integrale  oft  nur  gefunden  werden,  indem  man  sich 
auf  die  Eigenschaft  sogenannter  bestimmter  Doppel  integrale 
mit  CO n stauten  Grenzen  stützt,  vermöge  deren  der  Werth  des 
Integrales  von  der  Ordnung  der  Integration  vijllig  unabhängig 
ist.  Ja,  man  darf  sogar  behaupten,  dass  dieser  von  Euler 
herrührende  Gedanken  einer  Benutzung  der  Doppelintegrale 
in  der  Theorie  der  bestimmten  einfachen  Integrale  zu  deu 
allerfnichtbarsten  gehört*);  denn  ausser  der  schon  oben  be- 
rührten Hülfe,  welche  die  Verwendung  der  Doppeliutegrale 
bietet,  lassen  sich  sehr  oft  mittelst  derselben  die  auch  auf 
aiiderm  Wege  ableitbaren  Eigenschaften  einfacher  Integrale, 
ja  manchmal  sogar  luit  überraschender  Leichtigkeit  entwickeln. 
Und  selbst  in  den  Fittlen  behält  das  Princip  seinen  grossen 
Werth,  in  denen  bloss  eine  Relation  zwischen .  bestimmtes 
Integralen  sich  erzielen  lässt. 

Besitzt  die  von  x  ^  a  bis  x  ^  h  conti niiirli che  Function 
f{x)  ausser  der  Veränderlichen  x  eine  Variabele  y,  die  aber 
in  Bezug  auf  .r  die  Rolle  eines  Parameters  spielt;  so  wird  das 

Integral  jf{x,  y)  dx  im  Allgemeinen  eme  von  tj  abhängige 

Grösse  ip{tj)  bezeichnen,  lat  nun  anderseits  ^iy)  in  Bezug 
ftuf  y  stetig  zwischen  den  endlichen  Grenzen  y  =^  g  und  y  ^h\ 
so  existirt  immer  das  Integral 

Einer  solchen  Grösse  aber  hat  man  deu  Namen  eines  be- 
stimmten Doppelintegralee  beigelegt. 


*)  Nori  Corament.  acad.  Pelrop.  tom,  XTI.    Siebe  Dirichlet:  nNal« 
r  le«  JDtiügTftle«  d^finies"  in  Crelles  JodiuiU  Bd.  4.  S.  94. 
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In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  femer  das  Doppel- 
integral 

h         k 

«  =  J^^  J  f{^jy)^y 

a  g 

bilden  9  wenn  die  Function  f{xj  y)  in  Bezug  auf  y  von  g  bis  h 

k 
und  das  Integral  ff{Xy  y)  dy  wieder  innerhalb  des  lutervalles 

von  o:  =  fl  bis  a;  =  ^  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  er- 
leidet. Nehmen  wir  nun  an^  dass  die  Grössen  a^h^g  und  h 
von  einander  uuabhängig,  also  völlig  constant  sind;  so  besteht 
der  wichtige  Lehrsatz 

JdxJf{Xj  y)  dy  =  fdy  f  f(x,  y)  dx. 

a  ff  y  a 

Denn  difierentiiren  wir  das  Integral  u  nach  h  ^  so  ergiebt  sich 

k 
1^  =  j'fip,  y)  dy. 

9 

Und  aus  der  Differentiation  von  v  nach  b  folgt 

h 

9  9 

Die  Derivirten  der  Functionen  u  und  v  sind  mithin  gleich, 
und  demnach  können  diese,  falls  überhaupt  ein  Unterschied 
zwischen  ihnen  Statt  finden  sollte,  nur  um  eine  Constante 
von  einander  abweichen.  Lässt  man  aber  b  dem  a  sich  ins 
Unendliche  nähern,  so  werden  u  und  v  beide  zu  Null,  und 
folglich  muss  die  etwaige  Constante  selbst  mit  Null  zusammen- 
fallen. 


§.  16. 

Bedeutung  eines  bestimmten  Integrales ,  wenn  die  Function 

endliche  Sprünge  macht. 

Unsere  bisherigen  Untersuchungen  stützen  sich  ohne  Aus- 
nahme auf  die  Voraussetzungen  der  Continuität  der  zu  inte- 
grirenden  l<\inctionen  und  der  Endlichkeit  der  Integrations- 
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greuzeu.  Erleidet  mithin  irgend  eine  dieser  Bedingungen  eine 
Modification ,  so  bleibt  es  vorläufig  noch  völlig  unentschieden ^ 
ob  jetzt  überhaupt  noch  von  einem  bestimmten  Integrale  die 
Rede  sein  kann.  In  der  Tliat  werden  wir  bald  sehen  ^  dass 
unter  Umständen  dem  bestimmten  Integrale  nur  die  Bedeutung 
eines  leeren  Zeichens  zugeschrieben  werden  muss.  Und  zwar 
können  Fälle  dieser  Art  eintreten,  wenn  eine  oder  beide  In- 
tegrationsgrenzen ohne  Aufhören  wachsen ;  oder  wenn  die  zu 
integrirende  Function  durch  das  Unendliche  geht.  Wird  aber  die 
Stetigkeit  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  nur  in  der 
Weise  unterbrochen,  dass  die  Function  bloss  endliche  Sprünge 
macht;  so  existirt  noch  immer  das  bestimmte  Integral,  wie  wir  so- 
fort erkennen  werden,  nachdem  wir  uns  das  Wesen  eines  solchen 
Falles  veranschaulicht  haben.  —  Erleidet  nämlich  die  Fimctioii 
f{x)  fiir  den  besondern  Werth  x  =  x^  eine  endliche  üiscon- 
tinuität;  so  heisst  dies  in  geometrischer  Fassung  offenbar  nichts 
anderes,  als  dass  der  Abscisse  x  =  x^  zwei  Ordinaten  ent- 
sprechen ,  von  denen  die  eine  der  Reihe  ....  f(x^  —  2  d), 
/■(j-,  —  <J),  f{x^  —  0),  die  andere  hingegen  der  Folge  f{x^  +0), 
/(.r,  -f  <J),  f{x^  -\-  28)  .  .  .  .  angehört,  wenn  8  eine  imendlich 
kleine  Grösse  ausdrückt.  Diese  beiden  Functionalwerthe  wird 
man  daher  mit  Dirichlet  am  zweckmässigsten  durch  die  Sym- 
l)olo  f{x^  — 0)  und  /*(.r,  +0)  von  einander  unterscheiden; 
selbst  den  Fall  der  Contiuuität  begreift  diese  Bezeicluiuugsweise 
in  sich,  indem  alsdann  f{x^  —  0)  und  f{x^  +  ^)  zusammen- 
fallen. Treten  nmi  für  die  Function  f(x)  innerhalb  des  end- 
lichen Intervalles  von  x  =  a  hi^  x  =  h  an  den  Stellen  x  =  c^ 
e,  f  ,  .  .  .  Unstetigkeit^Mi  der  genannten  Art  ein;  so  wird  offen- 
bar in  jedem  der  Theilintervalle  {(i,  r)]  (r,  <') ;  (^,  /")...  .  die 
Function  /*(.r)  vollkommen  stetig  verlaufen  und  folglich  die 
Existenz  der  Integrale 

ffx  d  Xf    //(•'*)  ^»^>    //W  ^-^j  •     • 

'$  c  c 

h 
nicht  zu  bezweifeln  sein.    Das  Integral  J  f(x)  dx  ist  sonach 


tt 


im  vorliegenden  Falle  mit  der  Summe  der  vorhin  genannten 
Integrale  gleichbedeutend.  Die  Wahrheit  dieser  Aussage 
leucht^'t  sogar  aus  der  blossen  Anschauung  der  nebenstehen- 
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den  Figur  ein,  iudeDi  hier  augenscheinlich  der  von  der  Curve 
MNOPißR,  der  Ab- 
scisse  A  B  und  den 
rechtwinkligen  Ordi- 
nalen AM  und  B  R 
eingeschlossene      Flä- 


ü 


Fig.  4. 
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chenraum  Jf(x)dx  die  \j- 
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8amme  der  Flächenräume  m,  v,  w  vorstellt. 


§•  17. 

Bef^riff  des  bestimniten  Iiite^ales  rtir  den  Fall  cinor  iiiieiMilichen 

Discontiuuität  der  Function. 

Wenn  innerhalb  des  lutervalles  von  x  =  a  bis  x  =  b  für 
einen  oder  mehrere  Werthe  von  x  oder  für  die  Grenzen  selbst 
die  Function  durch  das  Unendliche  geht;  so  kann,  wie  schon 
angedeutet,  allgemein  nicht  mehr  behauptet  werden ,  dass  das 

Integral  J  f(x)  dx  immer  einen  Sinn   besitzt.    Denn  soll  das 

Integral  nicht  ohne  Bedeutung  sein,  so  ist  die  Bedingung 
unerlässlich,  dass  der  Werth  desselben  eine  bestimmte  endliche 
Grosse  bezeichnet;  dies  aber  kann,  wie  sogleich  eiuleuchtet, 
keinesweges  aus  der  früher  gegebenen  Erklärung  des  bestimm- 
ten Integrales  gefolgert  werden ,  sofern  die  Function  /'{x) ,  sei 
es  an  den  Grenzen  oder  sei  es  zwischen  denselben ,  durch  das 
Unendliche   schreitet.    Es  ist    daher  zunächst  die  Frage  zu 

beantworten,   welchen  Sinn  man  in  einem  Falle   dieser  Art 

b 
dem  Zeichen  J  f(x)  dx  beizulegen  hat.    Nehmen  wir  zu  dem 

n 

Behufe  der  Kürze  halber  vorerst  an,  dass  f{x)  nur  für  x  =  c, 
wo  c  zwischen  a  und  b  liegt  und  b  ^  a  sein  soll*),  unend- 
lich gross  wird,  sonst  aber  stetig  verläuft;  so  wird  offenbar 
die  Function  f{x)  vona;=ö  bis  x=^c — s  und  von  .T=c-|-d 
bis  X  =  b  in  dem  früher  erörterten  Falle  sich  befinden  und 
daher  auch  die  Existenz  der  beiden  Integrale 


*)   Dieser  letztem  Aunahmc  werden   wir,   BOfcrn  das   Gcgenthcil 
nicht  besonders  bemerkt  wird,  immer  folgen. 
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1.  S  f{^)  ^^  und  J  f(x)  dx 

behauptet  werden  müssen.  Diese  beiden  Integrale  aber  kön- 
nen;  sofern  die  positiv  vorausgesetzten  Grössen  b  und  8  von 
Null  zuletzt  um  weniger  als  ein  beliebig  kleines  Quantum 
verschieden  sind,  ersichtlich  folgende  Eigenthümlichkeiten 
zeigen.  Entweder  nähern  sich  beide  Integrale  endlichen  Gren- 
zen, oder  sie  wachsen  ohne  Aufhören,  oder  endlich  beide  In- 
tegrale erwerben  unendlich  grosse  Werthe,  von  denen  der 
eine  auf  der  Seite  der  positiven  Grössen  liegt,  der  andere  hin- 
gegen das  Minuszeichen  führt*).    Nur  in  dem  ersterwähnten 

Falle  besitzt  das  Integral  ffxdx  einen  wirklichen  Sinn  und 

a 

wird  durch  die  Gleichung 

fr{x)  dx  =  lim  f7{x)  dx  -f  lim  ff^x)  dx 

definirt,  eine  Beziehung,  die  offenbar  in  der  Form 

ff{x)  dx  =  Um  [Jh^)  dx  +  ff(x)  dx] 

geschrieben  werden  kann,  weil  die  Grenzen  rechts  hier  wirk- 
liche Grenzen,  also  nicht  Hh  oo  sein  sollen. 

In  den  beiden  andern  Fällen  dagegen  ist  das  Integral 

f  f{x)  dx  ohne  eigentliche  Bedeutung,  und  man  nennt  hier 

dasselbe  unendlich,  wenn  beide  Integrale  1  in  demselben 
Sinne  unendlich  grosse  Werthe    annehmen.    Unbestimmt 

endlich  heisst  das  Integral  J f(x)  dx,  wenn  von  den  Inte- 

u 

gralen  1  das  eine  positiv,  das  andere  negativ  unendlich 
wird. 

Wie  in  dieser  Weise  der  Gedankengang  fortzusetzen  ist^ 
sofern  die  Function  f{x)  an  mehreren  zwischen  a  und  b  be- 
findlichen Punkten  durch  das  Unendliche  schreitet,  bedarf 
keiner  Erwähnung.  Auch  dies  erhellt  gewissermassen  von 
selbst,  dass  nur  der  eine  von  den  anschliessenden  Werthen 


*)  ^crgl.  die  Anmerkung  zu  §.  19. 
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c  —  f ,  oder  c  4*  ^  ui  Betracht  kommt  ^  wenn  c  mit  einer  der 
Grenzen  des  Integrales  f  f(x)  dx  zusammenfallt. 


§.  18. 

Hauptwerth  eines  bestimmten  Integrrales.    SingrulAre  bestimmte 

Integrale*). 

Setzt  man  die  Hülfsgrossen  b  und  S  einander  gleich  und 
addirt  hierauf  die  beiden  Integrale 

/— •  b 

f{x)  dx    und    j  f{x)  dx, 

so  wird   die  für  lim  f  =  0  erscheinende  Grenze  von  Cauchy 
der  Hauptwerth    des   Integrales  f fix)  dx  genannt;  jedoch 

a 

werden  wir  in  Uebereinstimmung  mit  Dirichlet  keinen  Ge- 
branch von  dieser  Definition  machen. 

Wichtiger  für  uns  sind  dagegen  die  sogenannten  singu- 
lären  bestimmten  Integrale^  obwohl  wir  uns  auch  ihrer 
nicht  in  der  Ausdehnung  bedienen  werden^  wie  dies  von  Cauchy 
geschehen.  Er  versteht  nämlich  unter  dieser  Benennung  über- 
haupt die  Grenzwerthe  solcher  Integrale^  deren  Integrations- 
grenzen nur  um  unendlich  kleine  Grossen  von  einem  Werthe  c 
abweichen,  für  welchen  die  Function  entweder  durch  das  Un- 
endliche geht,  oder  welcher  selbst  zu  den  unendlichen  Grössen 
gerechnet  wird.  Berücksichtigen  wir  hier  bloss  den  ersten 
Fall^  so  würden  wir  uns  die  singulären  bestimmten  Integrale 
etwa  unter  den  Formen 


Jf(x)dx,    jf(x)dx 


vorstellen  können,  in  denen  v  imd  /ü  beliebige  positive  Zahlen 
und  s  eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnen. 


*)  Yergl.  Cauchy.    Bäsum^  des  le9on8  donn^es  k  T^cole  royale  poly- 
techniqae,  8ur  le  calcul  infinitesimal.    A  Paris  1823.    Tome  I.    Pages  96 
et  97. 
loomal  de  T^cole  polyt.,  cah.  19,  p.  572. 


^ 
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§.  19. 

Von  den  llillfsmitteln  zur  Beurtheilung  der  Redeiitung  den 

// 
Integrales  ff{x)  dx. 

h 

Die  Entscheidung  über  die  Frage,  ob  das  Integral  Jfipc)  dx 

a 

nicht  ohne  Bedeutung  ist,  wenn  f(pc)  innerhalb  des  Inter- 
valles  (^,  V)  durch  das  Unendliche  geht,  kann  unter  Um- 
ständen mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein.  Solche 
Fälle  aber  k()nncn  augensclieinlich  nur  eintreten,  wenn  das 
Integral  j' f{pc)  dx  sich  nicht  angeben  lässt;  denn  gelingt  die 
unbestimmte  Integration,  so  braucht  man  offenbar  bloss  die 
bestimmten  Integrale  von  a  bis  c  —  e  und  von  c  '\'  d  h\^  b 
auf  bekannte  Weise  zu  bilden  und  hierauf  die  Grössen  e  und  d 
ins  Unendliche  abnehmen  zu  lassen,  um  die  Frage  nach  der 

Bedeutung  des  Integrales  j  fix)  dx  sofort  als  beantwortet  an- 


n 


zusehen.  Vorausgesetzt  wird  natürlich  hierbei,  dass  das  un- 
bestimmte Integral  zwischen  den  Grenzen  {a,  c  —  b)  und 
(r  -\-  d,  b)  zu  den  continuirlichen  Functionen  gehört. 


Dieser  Fall  würde  sich   z.  B.   bei  dem   Integrale    / 


d  X 


—  1 


darbieten*,  denn  hier  ist  wirklich,  solange  b  und  d  noch  nicht 
unendlich  klein  geworden  sind, 

fix  i*d  X         i_  1   i*d  X  i       • 


/d  X  i*d  X         I  I   /'<'  .*• 

-  1  +1  ^d 


Lässt  man   nun   aber  £  mid  d  der  Grenze  Null  sich  nähern. 


—  völlig  unbestimmt,   also  sinnlos^ 
und  nur  der  sogenannte  Hauptwerth  dossell)en,  das  heisst 

Hm  (jy  +J^)  =  Ihn  lg  (:)  =  0 
würde  eine  bestimmte  Grr)sse  vorstellen. 
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Kann  hingegen  das  Integral  J  f{x)  dx  nicht  unbestimmt 

a 

integrirt  werden,  so  hat  man  behufs  der  Untersuchung  des- 
selben nach  einem  andern  Hülfsmittel  sich  umzusehen.  Dies 
aber  wird  in  dem  Fundamentalprincipe  der  Infinitesimalrech- 
nung geboten,  vermöge  dessen  eine  veränderliche  Grösse  noth- 
wendig  einer  Grenze  sich  nähern  muss,  sofern  ihre  Verän- 
derung abgesehen  vom  Zeichen  zuletzt  nicht  mehr  ein  beliebig 
kleines  Quantum  6  zu  überschreiten  vermag.  Und  zwar  ge- 
staltet sich  die  Anwendung  dieses  Grundsatzes  hier  in  folgender 
Weise. 

Sei  wieder  c  der  zwischen  a  und  h  befindliche  Werth  von 
ar,  für  welchen  die  Function  f{x)  ins  Unendliche  wächst. 
Bleibt  nun  von  o:  =  c  -j-  £  bis  o;  =  &  die  Function  stetig  und 
gilt  dasselbe  noch  innerhalb  des  Intervalles  von  c  +  ^  his  h, 
wo  c  -\-  8  näher  an  c  liegen  soll,  als  c  -f-  ^5  so  wird  offenbar 

das  bestimmte  Integral  j  fix)  dx  die  Veränderung  ausdrücken, 

h 

welche  das  Integral  ff(x)  dx  durch  den  Uebergang  von  c  -{■  s 

«+• 
in  c  -\-  8  erleidet.    Sinkt  folglich  für  ohne  Aufhören  abneh- 

c-f-« 
mende  s  und  8  das   singulare   bestimmte  Integral  j  f{x)  d  x 

immer  unter  eine  beliebig  kleine  Grösse  hinab,  so  muss  noth- 

wendig  das  Integral  Jf{x)  dx  eine  Grenze  besitzen ,  also  das 

c-|-» 

Integral  ff{x)  dx  für  a:  =  c  nicht  ohne  Bedeutung  sein  *). 


*)  In  Betreff  dieser  Behauptung  diene  noch  folgende  Bemerkung: 
Bei  allen  bisherigen  Erörterungen  nämlich  ist  stillschweigend  voraus- 
gesetzt, dass  —  wie  gewöhnlich  —  die  Function  f{x)  immer  in  derselben 
Weise  unendlich  wird,  von  welcher  Seite  her  man  auch  dem  Unstetig- 
keitspnnkte  der  Function  f(x)  sich  nähern  mag.  Wird  dagegen  unter 
fix)  eine  solche  Function  von  x  verstanden,  welche  für  die  Folge 
....  f(c  —  2 «),  f{c  —  b),  f(c  —  0) ,  wo  lim  e  =  0 ,  im  Punkte  c=c  —  0 
unendlich  von  der  Ordnung  n  wird,  während  sie  beim  Durchschreiten 
der  Reihe  /(c  +  0),  /"(c  +  a),  /*(c  +  2«) an  der  Stelle  a:=f  ==c+0 

m  fach  unendlich  wird :  so  ist  zur  Entscheidimg  der  Frage ,  ob  das  Inte- 

b 
gral  ff{x)  dx  f^  X  ^  c  nicht  ohne  Bedeutung  bleibt,  offenbar  nunmehr 
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Das  geeigneteste  Mittel  aber^  über  das  Verhalten  des  ge- 
nannten singulären  Integrales  Kenntniss  zu  gewinnen  ^  wird 
in  der  Regel  durch  den  bekannten  Maximum-Minimum-Satz 
geboten. 

§.  20. 
Anwendungen.    Theoreme. 

Setzen  wir  behufs  einer  nähern  Erläuterung  des  Vorigen 
zunächst  den  Fall^  in  welchem  f{x)  einem  rationalen  irredu- 

cibelen Bruche  ^-^  gleich  ist,  dessen  Nenner  zwischen  a  und  b 

wenigstens  eine  reelle  Wurzel  a  besitzt.    Alsdann  muss  das 
h 

Integral    /  ^t\  ^  ^  nothwendig  sinnlos  sein.    Denn  schreibt 

a 

man  if{x)  in  der  Form  if{x)={x — a)  ^,(a:)  oder  (a:— a)'*^i(x), 
je  nachdem  a  eine  einfache  oder  rfache  Wurzel  von  ^(a;)«*0 
vorstellt;  so  ist 

^^dx^R  f^^,   oder  =  R  f^^- 

Der  Factor  R  aber  nähert  sich  mit  den  ins  Unendliche 
abnehmenden  Grossen  b  und  8  der  endlichen,  von  Null  ver- 


c— •  b 

die   Uutersucbung    der   beiden    Integrale  ff{x)  dx  und  ff{x)  dx   er- 

forderlich. 

Eine  Function  f(x)  aber  wird  in  einem  Punkte  x  ^=»  c  unendlich 
von  der  Ordnung  n  oder  fifach  unendlich  genannt,  wenn  das  Product 

(x  -  cf  fix) 

fOrxssc  weder  Null,  noch  unendlich  ist  Gehört  die  Function /^x) 
SU  den  einwerthigen ,  so  muss  n  eine  ganze  Zahl  ausdrflcken.  (Siehe 
Dur^ge,  Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  verftn- 
derlichen  Grösse  §.  29,  S.  111  —  112.) 

Auch  der  Fall  kann  eintreten,  dass  eine  Function  in  einem  Pmikte 
X  :»  r  gleichzeitig  endlich  und  unendlich  ist.    Ein  sehr  einfaches  Beispiel 

dieser  Art  liefert  die  Function  e',  die  für  positive  x  an  der  Stelle  x^^O 
unendlich  gross  wird ,  dagegen  iiir  negative  x  im  Punkte  x  »»  0  ver- 
schwindet. 
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schiedenen  Grösse  —-(  .     während    das     singulare    Integral 

Jf — —  oder    / — —  — ,    wie    es   doch   sein    müsste,    falls 

b 
ff{x)  dx  nicht  ohne  Bedeutung  sein  soll,  keinesweges  unter 

ein  beliebig  kleines  Quantum  hinabsinkt. 

Wird  femer  in  dem  Integrale  J  f{x)  dx  die  Function  f{x) 

0 

nur  für  o:  =  0  unendlich  und  zwar  dadurch,  dass  ein  in  ihr  ent- 
haltener Factor  a;^-*  für  x=0  über  jede  Grenze  hinaus  wächst, 
während  ihr  anderer  Factor  ^(x)  zwischen  0  und  h  immer 
continuirlich  bleibt;  so  wird  zunächst 


J  f(x)  dx  =  J  x^'-^  tp(x)  dx. 


Nun  ist,  weil  a:*~^  innerhalb  des  Intervalles  von  x  =  S  bis 
X  =  6  niemals  das  Zeichen  wechselt. 


/  xf^-i  ^(a:)  dx  =  B   I  x^-^  dx  =  B 


e'  -  d" 


also,  wenn  A  den  absolut  grössten  Werth  von  tl^{x)  zwischen 
0  nnd  b  ausdrückt. 


«*  -  d*    ^    .  /  -  d^ 


Der  Ausdruck  rechts  aber  kann,  wenn  k  einen  positiven  echten 
Brucb  bezeichnet,  wegen  der  ins  Unendliche  abnehmenden 
Grossen  s  und  8  schliesslich  nicht  mehr  ein  beliebig  kleines 

Quantum  überschreiten,  und  folglich  wird  das  Integral  Jf{x)dx 

nicht  sinnlos.  Dagegen  ist  dasselbe  unzweifelhaft  ohne  Be- 
deutung, wenn  k  zu  den  negativen  Zahlen  gehört  und  B  von 

Null  verschieden  ist.    Und  wäre  A  ==  0,  so  müsste  in  Folge 

•  b 

der  Beziehung     /   -  ^  «=  lg  -^  das  Integral    /  f{x)  dx  eben- 

falls  als  nichtssagend  betrachtet  werden  [/^(=)0]. 

Dem  soeben  erörterten  Falle  lässt  sich  noch  leicht  ein 

,,  bettimmte  Integrale.  4 
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allgemeineres  Theorem   zur  Seite   stellen.*)    Wird  nämlich 

die  Function  f{x)  nur  an  den  Integrationsgrenzen^  z.  B.  ftlr 

b 
die   obere  unendlich;  so  muss^  falls  das  Integral  Jf{x)dx 

a 

eine  wirkliche  Grösse  vorstellen  soll^  nothwendig  das  singu- 

läre  Integral  //'(a:)rfa;  mit  den  unendlich  klein  werdenden 

Grössen  b  und  d,  deren  Vorzeichen  mit  dem  von  h—a  über- 
einstimmt^ der  Null  sich  nähern.  Nun  sei  ohne  Rücksicht 
auf  das  Zeichen  von  irgend  einem  zwischen  a  und  b  ent- 
haltenen Werthe  :i;  =  a  an  das  Product  iIj{x)  =  {p — xY  f{x) 
oder  {x—hYf{x)y  wenn  h  <Ca,  wo  k  immer  positiv  sein  soll, 
beständig  kleiner,  als  eine  vorher  bestimmte  Grösse  A,  Als- 
dann wird  offenbar  numerisch  das  Integral 
*— •  h — • 


l 

l 


und  folglich  verliert  für  A-  <  1   das  Integral  Jf{x)dx  seine 

Bedeutung  nicht. 

Wäre  hingegen  das  obige  Product  ^  (x)  von  o;  =  a  an 
abgesehen  vom  Zeichen  fortwährend  grösser,  als  die  von  Null 
verschiedene  Zahl  Ay  wechselt  also  ^  {x)  zwischen  o;  *»  a 
und  x  =  h  niemals  das  Zeichen;  so  müsste,  weil  jetzt  abso- 
lut genommen 

*— •  *-« 

r  I  (    \  rfa?  ^  j  /*         fix 

J_/^'^u±{f^-^)]'     Jj±  (*  -  ^)f 

für  A:  ^  1  das  Integral/ f(x)  dx  nothwendig  sinnlos  werden. 

Ganz  dieselben  Schlüsse  lassen  sich  offenbar  in  Bezug 
auf  die  untere  Grenze  a  wiederholen,  doch  ist  dies  nicht 
einmal  von  Nöthen,  weil  immer  durch  Umkehrung  der  Gren- 
zen dieser  Fall  auf  den  vorhin  behandelten  zurückführbar  ist. 


*)  Vergleiche  Serret.  Cours  de  calcul  diff^rential  et  integral.  Tome  11. 

p.  too. 
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1 

Betrachten  wir  beispielsweise  das  Integral     /^     ^   -  ^ 


0 

=  =  arc  sin  x 


y = 

-j-  const.   nicht  sinnlos ^  sondern  mit  ^  gleichbedeutend  ist; 

so   folgt   auch   durch  Anwendung  des  soeben   raitgetheilten 
Theoremes  die  Endlichkeit  des  Integrales  ^  da  hier 

somit  A  =  l  und 

In  gleicher  Weise  kann  ferner  die  Untersuchung  des 
Int^rales  /  ^^  dx,  wo  n  zwischen  0  und  1  liegt,  ge- 
schehen; denn  hier  ist^  wenn  k  einen  zwischen  0  und  1  be- 
l^enen  Bruch  bezeichnet^  das  Product  0:''+*  lg  x  für  x  =  0 
ebenfalls  =  0^  und  folglich  lässt  sich  immer  eine  solche 
Grosse  a  bestimmen^  dass  von  o:  =  0  bis  o;  =  a  das  Product 
if{x)  =  af^  lg  X  kleiner,  als  eine  vorher  gegebene  Grösse 

A  sei.     Nun  ist  n  +  Ar  <  1  und  demnach  wird  das  Integral 
1 

J*lgx  dx 
— "ji —  einen  endlichen  Werth  besitzen.     Die  Angabe  der 


a:- 


0 

Grosse  A  ist  jedoch  nicht  einmal  erforderlich,  weil  offenbar 

der  Factor  B  in 

mit  abnehmendem  6  und  s  der  Null  sich  nahem  muss,  also 
endlich  bleibt. 

Von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  ist  schliesslich  der 
Satz,  dass  jedem  Integrale  eine  Bedeutung  zukommt, 
wenn  bloss  durch  Substitution  die  unendliche  Dis- 

4* 
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continuitüt  der  zu  integrirenden  Function  herbei- 
geführt wurde. 

h 
Ist   nämlich   das  Integral  f  f{x)  dx,   in   welchem  f{x) 


a 


von  X  =  a  bis  x  =  b  stetig  verläuft,  mittelst  der  Substi- 
tution  X  =  tl^  (y)  in  das   andere  f  f  [4*  {!/)]  ^' iu)  ^1/  umzu- 

a 

formen,  so  kann  es  sich  sehr  wohl  ereignen,  dass  der  Dif- 
ferentialquotient ^'  (y)  an  einer  oder  mehreren  Stellen  von 
f/  =  tt  bis  t/  =  ß  unendlich  wird,  also  eigentlich  nicht  exi- 
stirt.    Es  bleibt  mithin  vorläufig  die  Frage  noch  eine  offene, 

ob  das  Integral  ff[i>{y)\4>'{y)dy  nicht  sinnlos  ist.    Sei  dess- 

a 

halb  z.  B.  y  einer  dieser  besondern  zwischen  a  und  ß  befind- 
lichen Werthe   von  y,    und  der  ihm  entsprechende  fiir  das 

ursprüngliche  Integral  f  f{x)  dx  heisse  c.    Gehört  nun  i/  (y) 

von  a  bis  y  fortwährend  zu  den  continuirlichen  Functionen, 
so  muss,  wenn  der  y  entsprechende  Werth  in  x  c  genannt 
wird,  immer  die  Gleichung  gelten 

//(.r)rfa;=//-[v(y)]V''(y)rfy 

Lässt  man  aber  c  dem  c  ins  Unendliche  sich  nähern,  so  geht 
der  Voraussetzung  zufolge  das  Integral  J  f{x)  dx  in  die  end- 

a 

y 


liehe  Grösse  f  fix)  dx  über,  und  J fi^^iy)]  t\l/)^y  verwan- 

a  a 

delt  sich  in  yy[^(y)]^'(y)^y;  dieses  Integral  muss  sich  da- 


u 


her  gleichfalls  einer  Grenze  nähern,  d.  h.  es  muss  die  Be- 
ziehung Statt  finden: 

lim  fr{x)dx  =  lim  /r[tP{y)]  t'(f/)dy 

a  a 

Augenscheinlich  bleibt  dieser  Gedankengang  derselbe,  wenn 
y  mit  einer  der  Grenzen  a^  ß  zusammenfällt;  unser  Theorem 
ist  somit  als  allgemein  bewiesen  zu  betrachten. 
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§.  21. 
Unendliche  Intc^rationsgrrenzen. 

Unsere  frühere  Untersuchung  der  aus  unendlich   vielen 
Gliedern  bestehenden  Reihe 

{x^—a)f{a)  +  {x^  —  x^)f{x;)  + +  {b—Xn-i)f{pCn-i) 

hat  uns  gelehrt,  dass  dieselbe  bei  Voraussetzung  der  Stetig- 
keit von  f{x)  innerhalb  des  Intervalls  {a,  b)  durch  das  Häu- 
fen  der  Zwischenglieder  .r, ,  .Tj, x„^i   zuletzt   nicht 

mehr  um  die  beliebig  kleine  Grösse  ö  {b  —  a)  sich  zu  äiidcrn 
vermag,  wenn  b  und  a  zu  den  endlichen  Grössen  gehören. 
Wird  folglich  diese  letztere  Bedingung  nicht  mehr  befriedigt, 

so  bleibt  auch  die  Existenz  des  Integrales  J  f{x)  dx  völlig 


ungewiss,  d.  h.  mit  andern  Worten,  die  Schreibweise  y/(:c)  dx 


a 


drückt  vorläufig  nur  ein  blosses  Zeichen  aus.  Da  nun  aber 
die  Wahl  unendlicher  Integrationsgrenzen  ausserordentliche 
Vortheile  bietet,  und  da  anderseits  die  Lösung  vieler  Probleme 
geradezu  die  Einführung  derartiger  Integrationsintervalle 
verlangt;  so  ist  vor  allen  Dingen  die   genaue  Bestimmung 

des  Begriffes  nothwendig,  welchen  man  dem  Zeichen  ff  ix)  dx 


a 


in  den  angezeigten  Fällen  beizulegen  hat.  Offenbar  geschieht 
dies  auch  hier  wieder  in  der  natürlichsten  und  folgerichtig- 
sten Weise,  indem  man  unter  den  Symbolen 

J f{x)  dx,  j  fix)  dx  und  jf{x)  dx 

a  -4-00  — « 

die  Grenzwerthe  versteht,  welchen  das  vorerst  zwischen  den 

b 
endlichen  Grenzen  a  und  b  genommene  Integral  f  f{x)  dx 

sich  nähert,  wenn  entweder  die  obere,   oder  die  untere,  oder 

beide  der  Integrationsgrenzen  ins  Unendliche  wachsen.     Er- 

'    '' 
geben   sich    also   bei    diesem    Process   für  J f(x)  dx   keine 

a 

Grenzen,  d.  h,  erscheinen  dieselben  unter  der  Form  +  oo, 
oder  schwanken  sie  fortwährend  zwischen  "Ywei  festen  Wer- 
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theu;   so    kauu  selbstversiäudlieli    von  einer  Bedeutung  des 

lutegrales  j  f{x)  äx  nicht  mehr  die  Rede  sein. 

h 
Z.  B.   das  Integral  J  e^  dx  =  e^  —  1  ist  für  ^  =  +  <x> 

durchaus  sinnlos^  weil  hier  mit  unaufhörlich  wachsendem  b 
der  Ausdruck  ^  —  1  über  jede  Grenze  hinaus  zunimmt,    und 

ebenso  kann  keinem  der  Integrale  Jcosx  dx  und  Jsinx  dx 

eine  Bedeutung  zukommen^   weil  mit  unendlich   werdendem 

b  die  Functionen  sin  b  und  cos  h  fortwährend  zwischen  -|-  1 

und  —  1  schwanken. 

Was  die  Hülfsmittel   betrifft,    deren   man  sich  bei  der 

h 
Beantwortung  der  Frage,    ob   das  Integral  J fix)  dx  einen 

u 

Sinn  besitzt,  oder  nicht,  zu  bedienen  hat;  so  sind  es  wieder 
dieselben,  welche  wir  in  dem  Falle  einer  unendlichen  Dis- 
continuität  der  Function  f{x)  kennen  lernten.  Und  zwar  wird 
auch  hier,  weil  der  Uebergang  vom  unbestimmten  zum  be- 
stimmten Integrale  in  verhältnissmässig  nur  wenigen  Fällen 
anwendbar  ist,  die  Untersuchung  hauptsächlich  auf  die  Frage 
zurückgeführt,    ob    bei    fortwährendem  Wachsen    einer  oder 

beider  Integrationsgrenzen   die   dadurch  hervorgerufene  Ver- 

h 
änderung  des  Integrales  f  f{x)  dx  zuletzt  von  Null  um  we- 

niger  als  ein  beliebig  kleines  Quantum  sich  unterscheidet. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  dass  bloss  die  obere  Grenze 
by  die  wir  überdies  positiv  uns  denken  wollen,  ohne  Aufhören 

wächst;  so  muss,  wenn  J  f{x)  fix  einen  wirklichen  Sinn  be- 

•< 

sitzen  soll,  die  Differenz 

//•(x)  dx  —  ff  ix)  dx  =  ff  ix)  dx 

aap 

ohne  Hinsicht  auf  das  Zeichen  mit  wachsendem  p  und  q  unter 
jede  beliebig  kleine  Grösse  hinabsinken,  um  wie  viel  übrigens 
q  auch  grösser  sein  möge,  als  das  beliebig  grosse  p. 

Wie  hiernach   der  Gedankengang  sich  gestaltet,  wenn 
eine  der  Grenzen  nach  der  negativen  Seite  ins  Unendliche 
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wächst,  ist  selbstverstäudlich.  Eine  allgemeine  Methode  aber, 
die  vorstehende  Frage  zu  entscheiden,  giebt  es  nicht.  Ge- 
wohnlich führt  eine  zweckmässige  Benutzung  des  Maximum- 
Minimum-Satzes  am  leichtesten  zum  Ziele,  und  auch  das  fol- 
gende, dem  in  §.  20  bewiesenen  ganz  ähnliche  Theorem  lie- 
fert ein  wichtiges  Hülfsmittel.  Dasselbe  stellt  sich  jetzt  in 
der  nachstehenden  Form  dar. 

Sei  f{x)  eine  von  x  =  a  bis  o:  =  -f-  oo  continuirliche 
Function  von  x.  Lässt  sich  nun  zwischen  a  und  +  oo  eine 
solche  endliche  Zahl  a  bestimmen,  duss  für  alle  Werthe  von 
.r  >  a  das  Product  .r"  f{x)  abgesehen  vom  Zeichen  beständig 
kleiner  ist,   als  eine  gegebene  Zahl  ^;  so  nähert  sich  für 

n  >  1  das  Integral  J  f{x)  dx  mit  stets  wachsendem  b  einer 

a 

endlichen  Grösse.  Sinnlos  ist  dagegen  das  Integral,  wenn 
von  a:  =  a  an  der  absolute  Werth  von  x"  f{x)  niemals  klei- 
ner, als  die  vorher  bestimmte,  von  Null  verschiedene  absolute 
Zahl  A  wird  und  der  Exponent  n  ^  1  ist. 

a 

In  der  That  hat  man,  da  das  Integral  j  f{x)  dx  stets 

a 

ausser  Acht  gelassen  werden  kann,  für  den  ersten  Fall  ohne 
Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  die  Beziehung 

Jnx)  dx  <  aJ^  =  a^' 


.l-n   ...   ^l-„ 


a 


in   der    die  Grösse   rechts    mit   wachsendem   b    der  Grenze 


.1— « 


A  - sich  nähert. 

n— 1 

Ist  hingegen  absolut  genommen  x**  f{x)  von  o;  =  a  an 
fortwährend  grösser,  als  Ay  behält  also  f{x)  immer  dasselbe 
Zeichen  zwischen  x  =^  a  und  a;  =  oo ;  so  ist  auch  numerisch 

b  b 

Jf{x)dx>Aj^ 

a  a 

'^"^  /  "^  =  — !=;; —  ^^^^  =  ^8  ä '  J®  ^^^^- 

a 

dem  n  <  1,  oder  =  1  ist,  folglich  mit  wachsendem  b  über 
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jede  Grenze  hinaus  zunimmt 5  so  muss  noth wendig  ^/'(a;)  dx 

u 

sinnlos  sein. 

Ganz  dieselben  Seblüsse  gelten  übrigens^  wenn  b  nega- 
tiv unendlich  wird  und  wenn  statt  der  oberen  die  untere 
Grenze  ohne  Aufhören  wächst.  Man  braucht,  um  dieses  auf 
den  ersten  Blick  einzusehen  ^  nur  der  Gesetze 

ffi+cc)  dx  =  — f  fir-x)  dx  \mdf/'(x)  dx  =  — ff{x)  ^^ 

a  —  a  a  o 

sich  zu  erinnern. 

Schliesslich  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  auch  iu 
dem  jetzt  vorliegenden  Falle  Cauchy  unter  Umständen  von 

einem  Hauptwerthe  des  Integrales  y*/'(.r)  dx  spricht  und  ebenso 

singulare  bestimmte  Integrale  unterscheidet.     Schreibt  mau 

nämlich  das  Unendliche  in  einer  der  Gestalten  und  — , 

wo  /[t  und  V  willkürliche  positive  Constanten  bedeuten,  «  aber 
der  Null  sich  nähern  soll;  so  heisst  nach  Cauchy,  wenn  das 

QO 

Integral  j  f{x)  dx  unbestimmt  wird,  der  für  jx  =  1/  =  1  sich 

—  X 

1 

ergebende   Werth  dos  Integrales  Jf{x)  dx  der  Hauptwerth 

__  1 


« 


von  J  f{x)  dx.    Und  die  Formen 

— 00 

_  J  _L 

f/'(x)  dx  und  f  f{x)  dx 
•__  1  i 

würden  nach  Cauchy  den  Namen   der  singulären  Integrale 
erhalten. 

je  X 

Beweis  der  Endlichkeit  von  /  cos  (.f^)  dx  und  fe-''^  dx. 


Obwohl  wir  später  vielfach  Gelegenheit  haben  werden, 
das  oben  berührte  Grundprincip  der  Infinitesimalrechnung  bei 
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der  Frage  nach  der  Bedeutung  von  f  f{x)  dx  namentlich  für 

a 

den  Fall  nicht  endlicher  Integrationsgrenzen  in  Anwendung 
zu  bringen,  so  möge  doch  schon  jetzt  an  einem  Beispiele,  au 

dem  Integrale  J  cos  {x^)  dx  nämlich,  der  innezuhaltende  Ge- 
dankengang erläutert  werden. 

Schreiben  wir  zu  dem  Behufe  j  cos  (*r^)  dx  zunächst  in 
der  Form 


I   cos  [x^)  dx  =    I 


und  integriren  wir  hierauf  theil weise,  so  folgt 

•rf  sin  (.?•')    (Ix  sin  (y*)   sin  ip^)     i      1     /  sin  f.r*)    . 


Jtl  Bin  (.?•')    tJx  Bin  (y*)   Bin  ip^)     i      1     /  sm  f 
dx         'Ix              2q  "  2p~     "•      2  ^       x^ 

P  V 

Nun  bezeichnen  die  Sinus  echte  Brüche,  und  somit  kann, 
weil  numerisch  ?*!Lwi  höchstens  =  -—<--  und  ®?J'^-^  nie- 

mals  grosser,  als  ~    ist,  ~^~^-  —  —^P.l  absolut  genommen 

nicht  grösser  als  -    sein.     Ferner  ist  klar,  dass  innerhalb  des 

Intervalles  von  x  =  p  bis  x  =  q  die  Function    ,  niemals  das 


Zeichen  wechselt;  mithin  hat  man 

Das  Integral  ^  cos  (.r^)  flf .r  kann  daher  mit  wachsendem 
p  und  q  zuletzt  nicht  mehr  die  beliebig  kleine  Grösse  ^  über- 

schreiten,  und  folglich  muss  /cos  (^i;^)  dx  einen  Sinn  besitzen. 

Hieraus  aber  nun  schliessen  zu  wollen,  dass  auch  die  ur- 
sprüngliche Definitionsgleichung  des    bestimmten   Integrales 

immer  die  Endlichkeit  des  Integrales /cos  (.c^)  dx  zeigen  müsse, 


o 
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würde  eiu  grosser  Irrthum  sein.  Wählt  man  z.  B.  die  Zwi- 
schenglieder Xi,  ^2,  .  .  .  '  iu  arithmetischer  Reihe^  bildet  man 
also  den  Ausdruck 

d  [cos(O)  +  cos(*0  +  cos(4d^)  + ],  lim  *  =  0, 

so  müsste  man  jetzt  wegen  der  Unmöglichkeit,  die  Conver- 
geuz  desselben  nachweisen  zu  können,   geradezu  die  falsche 

Behauptung  aufstellen,  dass  das  Integral  /cos  (x^)  dx  sinn- 
los  sei. 


CO 


Die   Endlichkeit    des   Integrales  /  cos  {x^)  dx  lässt  sich 

ü 

übrigens  auch  dadurch  zeigen,  dass  man  dasselbe  zuvörderst 

oo 

in  die  Form  —    /  ^^^^   d  ß  umsetzt  und  zwischen  die  Gren- 

^  J    Vß 

0 

zen  (0,  oo)  Theiliutervalle 

(O'  I)'  (2  >  ¥) [(2'  +  1)  f  ,  (2'+3)  f] 


einschiebt.     Alsdann  nämlich  hat  man 


Tcos/J.  ^  =  ^    /'cos/J  rf/J  =  2yl/(-l)'+i^ 


(«r+D  f  («r+D  ^ 


der  Minimal werth  von  ß  aber  ist  (2  r  +  1)  ^  und  demnach 


iV  <    --, ^^   -     Da  nun  für  das  folgende  Intervall  M 

wieder  kleiner  als  — -^ .-=  ist  und   ausserdem  zwei  auf 

einander  folgende  Integrale  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
versehen  sind,  also  eine  unendliche,  aus  alternirenden  und 
der  Null  sich  nähernden  Gliedern  bestehende  Reihe  erscheint; 

so   muss   wegen    der  Convergenz   dieser   auch   das  Int^ral 

00 

J  cos  (.T^)  dx  einen  Sinn  besitzen.  —  Aus  später  folgenden 
Betrachtungen  wird  sich  ergeben,  dass 
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oc 


/   cos  {x^)  dx  =   J   j^_^_ 

0 

ist. 

Um   endlich  noch  eine  Anwendung  des  am  Schlüsse  im 
vorigen  Paragraphen    erwähnten  Theoremes  zu    geben,    be- 

trachten  wir  das  Integral  J e~^'^  dx.     Hier  ist,  wenn  w  >  1, 

für  X  =  0  und  x  =  <x>  das  Product  x"  c-'""  der  Null  gleich. 
Man  kann  daher  zwischen  0  und  oo  immer  eine  solche  Zahl 
«  bestimmen,  dass  o;"  e~  *'  beständig  kleiner  als  eine  gegebene 
A  bleibt,  und  sonach  muss  dem  genannten  Lehrsatze  zufolge 

( €-*''  dx  nicht  ohne  Bedeutung  sein.     Der  Werth  des  Inte- 

0 

grales  selbst  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  mit  -  i/^t 
identisch. 

§.  23. 
Umformung  einiger  allgemeinen  Integrale  mittelst  Substitution. 

Nachdem    wir   in   dem  Vorhergehenden    uns   Kenntniss 
darüber  erworben,   welchen  Begriff  man  mit  dem  Integrale 

f  f[x)  dx  zu  verbinden  hat,   sofern  die   ursprünglichen  Be- 

dingungen  der  Stetigkeit  von  f{x)  oder  der  Endlichkeit  von 
fl,  b  nicht  mehr  befriedigt  werden,  wollen  wir  jetzt  behufs 
näherer  Erläuterung  einer  früher  nicht  erwähnten  Eigen- 
thümlichkeit  der  Substitution  mittelst  derselben  einige  hierher 
gehörigen  allgemeinen  Integralformen  in  andere  umsetzen. 
Vorher  aber  ist  es  nöthig,  nochmals  einen  Blick  auf  die 
früher  gewonnene  Beziehung 

ff{x)  dx  =ff  l^  (y)]  ^'  (y)  dy, 

a  a 

die  wir  in  der  kürzern  Gestalt 


Jf{x)dx=f(p{y)  dtj 

X  a 


uns  vorstellen  werden,  zu  werfen.     Offenbar  bleibt  diese  Glei- 
chung solange  in  Kraft,  solange  dem   ursprünglichen  Inte- 
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grale  J f{x)  dx  eine  Bedeutung  zukommt;  nichtsdestoweniger 

a 

erfordert  die  Anwendung   derselben    gewisse  Vorsichtsmass- 
regeln, deren  Nichtbeachtung  zu  falschen  Schlüssen  verleiten 

b 
kann.     In    dem    ursprünglichen    Integrale  f fix)  dx  bewegt 


a 


sich  nämlich  die  Veränderliche  x  stets  in  demselben  Sinne, 

in  dem  entsprechenden  Integrale  J  (p  (y)  dy  dagegen  braucht 

dies  in  Bezug  auf  y  keinesweges  der  Fall  zu  sein.  Während 
z.  B.  X  von  X  =  a  bis  x  =  c  wächst,  kann  auch  y  von  y  =  a 
\)\s  y  =  y  wachsen,  dagegen  von  y  ==  y  bis  y  =  /3  abnehmen, 
wenn  x  den  Zwischenwerth  c  überschritten  hat  und  nun  bis 
b  zunimmt.     Die  Function  (p  (y)  verbindet  sich  daher  bei  der 

bekannten  Bildung  des  Integrales  j  (p  (y)  dy  in  den  beiden 

a 

Intervallen  («,  y)  und  (y,  ß)  mit  zwei  Differenzgruppen  von 
verschiedenem  Vorzeichen,  und  somit  hat  man  jetzt  die  obige 
Gleichung  in  der  Form 

//-(x)  dx  =  /(f  (y)  dy  +  ftp  (y)  dy 

a  a  Y 

anzuwenden.  Solche  Stellen  indess,  an  denen  ein  Wechsel 
in  der  Natur  der  Variabein  y  Statt  findet,  können  offenbar 
nur  dann  eintreten,  wenn  die  zu  bildende  Relation  o;  =  ^  (y) 
eigentlich  erst  durch  Auflösung  einer  andern  Gleichung 
j^  (^x,  y)  =  0  erzielt  werden  muss,  wenn  also  y,  als  Function 
von  X  dargestellt,  zu  den  Maxima  und  Minima  besitzenden 
Functionen  von  x  gehört.  Die  gleich  folgenden  Beispiele 
werden  uns  hierüber  genügenden  Aufschluss  verschaffen. 
I.     Sei  zunächst  das  Integral 

b  b 

n     dx      n dx  

j  fiT^~.y  #^i' 

0  ü 

wo  b  positiv  sein  soll,  mittelst  der  Substitution 

umzuformen.  Löst  man  die  vorstehende  Gleichung  nach  :x? 
auf,  so  bekommt  man  • 
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und  demnach 

Anderseits  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung  1 

(^'  -  i)  ^  =  -  v~^  ^'J> 

d.  g.  mit  Beachtung  der  Beziehung  2. 
und  somit  ist 


Es  fragt  sich  daher  bloss  noch,  welches  der  Zeichen  + 

j 
in  dem  neuen  Integrale  fq)  (tj)  dy  dem  Differential  (p  {y)  äy 

hier  beizulegen  ist,  oder  ob  hier  beide  Werthe  +     3.-    ^  _  -  — 

in  Betracht  kommen  können. 

Sei  zu  dem  Behufe  zunächst  &  <  1 ;  alsdann  mnss,  weil 

wegen  des  stets  positiven  x  der  Factor  2y~~^  uicht  negativ 
sein  kanU;  vermöge  der  Gleichung  2.  das  obere  Zeichen  in 
3.  gelten.  Und  sonach  findet,  weil  die  Variabele  y  von  0 
bis  1  wächst;  sofern  x  zwischen  denselben  Grenzen  sich  be- 
wegt, jetzt  die  Beziehung  Statt 

4.       r   ^_f    =   ^_  r i^ 

0  '^        ü 

wenn  ß  die  dem  Werthe  x  =  b  entsprechende  obere  Grenze 
des  neuen  Integrales  bedeutet. 

Ueberschreitet  hingegen  x  den  Werth  1,  so  nimmt  die 
Veränderliche  y  ab,  und  folglich  wird  nunmehr  für  &  >  1 
von  y  =  1  an  his  y  =  ß  der  Ausdruck  3.  mit  dem  Minus- 
zeichen zu  nehmen  sein.  Die  resultirende  Gleichung  heisst 
mithin  für  den  jetzigen  Fall 
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biß 


0 

oder  —  was  dasselbe  — 

5       /• j^_  ^  _i^     /^     dy 1^     /^     /fy      , 

0  0  0 

und  man  sieht  nun  augenblicklieb,  dass  die  beiden  wesentlich 
verschiedenen  Formeln  4.  und  5.  nur  für  ^  =  1 ,  also  auch 
^  =  1  zusammenfallen.  Die  weitere  Behandlung  des  Inte- 
grales endlich  würde  zeigen  ^  dass  es  in  die  Klasse  der  soge- 
nannten elliptischen  Integrale  gehört. 

n.    Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  das  Integral 

0 

in  welchem  wir  a  und  h  als  positive  Grossen  betrachten  und 
bei  dem  wir  natürlich  voraussetzen,  dass  es  nicht  sinnlos  ist. 
Schreiben  wir 

^^  +  —  =  y. 

so  wird  sowohl  für  x  =  0,  als  auch  f ür  a;  =  cx)  die  Ver- 
änderliche y  den  Grenzwerth  +  c»,  f ür  a;  =  1/  —  dagegen 

den  Minimalwerth  2Yäb  erwerben.  Während  also  das  positive 
X  von  0  bis  oo  wächst,  nimmt  die  Variabele  y  zunächst  von 

◦o  bis  2yab  ab,  um  hierauf  wieder  von  2]/ ah  an  mit  x  über 
jede  Grenze  hinaus  zu  wachsen.     Nun  ist 

^  =  ^  ±  Ä  vjr^*^b, 

also 
und 

V  ^/  '  ^^^    [2    —  2K^4flÄj     ö 

Mit  Beachtung   des   soeben   Gesagten    muss   daher   von 
x  =  0  bis  o:  =  1/  —  die  Relation 


—    63    — 

x  =  :f  —  ^  }/y^-Aab, 

dagegen  fttr  das  Intervall  von  x  =  j/—  bis  o:  =  +  ^^  ^^^ 
Beziehung 

x  =  f-  +  i-  yi/^^4ab 

2a     '     2a  ^  ^ 

gelten,  und  somit  findet  die  Gleichung  Statt:  . 


30 

OD 


+  i />M  ['  +  i#,7j  ""■> 


d.  h. 

/;(..  +  ±) ..  -  lfm  y0=,  ■ 

Dieselbe  gestattet  eine  weitere  Behandlung,  wenn  man 
y^  —  Aab  =  z^  setzt;  denn  dadurch  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

00  OD 

0  .  u 

Einen  speciellen  Fall  des  vorstehenden  Integrales  bilde 
das  von  Laplace  im  Calcul  des  probabilites  page  99  betrach- 
tete Integral 

oo 


•Ergänzt  man  hier  den  Exponenten  x^  +  j^  zu  einem  voU- 


4a:« 


standigen  Quadrate  (x  +  s"" )  >  ^^  ^^^8* 

CO  00 


Je     ^      ix'  dx  =  e^    I   e     ("^  +  «x)  cfo:; 


0  0 


unsere  Function  Hax  -j —  )  ist  also  im  vorliegenden  Falle 
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mit  der  Exponentialgrosse  e     v^  "^  2^/  gleichbedeutend.  Dar- 
aus aber  fiiesst  nun  sogleich  weiter,  dass 

00  OD  '30 

ist. 

Auch  das  Integral  J  (p  la^x*^  -j — ^^  j  dxj  wo  0  >0,  fe>0, 

lässt    sich    nach    der    obigen   Formel    reduciren.     Denn    da 
fl^rt'^-f-^  mit(a»r+  -j*  —  2 ab  gleichbedeutend    ist,    so 

braucht  man  g)      lax  -| j    —  2flr5     nur  mit  flax  -| — j 

und  folglich  fiYz^  -f-  4ö^]  mit  ^^[s^  +  2«^]  zu  indentificiren, 
um  sofort  die  Beziehung 


j»  j» 


Tg)  ^ö^a:^  +  ^^  dx  =  ^J^{x^  +  2ab)  dx 

zu  gewinnen. 

III.    Sei  jetzt  das  Integral 

//(flf  cos  .r  +  ^  8^^  ^^)  ^^ 

0 

umzuformen,  wo  wiederum  a  und  b  positive  Grössen  bezeich- 
nen sollen. 

Ersetzt  man  a  cos  o;  -|-  ^  sin  o:  durch  die  Veränderliche  y, 
so  wird  für  o:  ==  0  und  x  =>27t  die  Grösse  y  =  öt;  während 
folglich  X  von  0  bis  2^  wächst,  muss  y  innerhalb,  des  Inter- 
valles  von  y  =  a  bis  y  =  a  nothwendig  eine  verschiedene 
Natur  zeigen.    Schreibt  man  nun  a  cos  .r  -|-  ^  sin  x  in  der« 

Form  a  |  cos  x  -j sin  x\  ,  und  setzt  man   -  =  tang  a,  wo 

a  einen  Bogen  zwischen  0  und        bedeutet;    so  erhält  man 
y  =  a  (cos  X  +  tang  a  sin  .r)  =  -^  cos  («  —  x) , 

,  cos  a  //y ,  cos  a  dt/ 

'^  fl  sin  («  —  X)  ~  —  fai  _  y«  cosa«  ' 
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und  es   zeigt  sich  jetzt  sofort,    dass   für  a  —  .r  ==  0  y  den 
Maximalwerth  y  =  — ^  =  ^a^  +  V^^  dagegen  ixLX  a-\-7i=x 


den  kleinsten  Werth  y  =  —  ^a*  +  ^^  erwirbt.  Die  neue 
Veiunderliche  y  wächst  also  von  y  =  a  bis  y  ==  j/«^  +  h'^  und 

innerhalb  des  Intervalles  [ —  yd^  +  '^^^  ^];  wenn  x  von  0  bis  a 
und  von  n  -^  a\m27t  sich  bewegt;  sie  nimmt  hingegen  von 

y  =  ya^  +  ft^  bis  y  =  —  ^ö^  +  b-  ab,  sofern  a;  zwischen 
den  Grenzen  a  und  %  -\-  a  sich  befindet.  Mithin  muss,  weil 
für  die  zuerst  genannten  Intervalle  von  x  sin  {a  —  x)  positiv 

ist,  zwischen  den  Grenzen  y  =  a  und  y  =  ya^  -f~  ^^  sowie 
—  yä^  -|"  ^^  ^^^d  y  =^  ^^  ^i*»  +  ^7^-^^^—-'^ —  ,    hingegen  von 


y  =  ^flJ  -(-  ft»  bis  y  =  —  l/a«  +  *'^  mit  -  -"^i^J^  gleich- 


Ya*  —  y*  COS  a* 


bedeutend  sein.    Daher  die  Gleichung 

J  J   Vfi*  —  y*  C08  a*        JJrti'^  —  y*  cos  a' 

+    fr(y)-^^'JL  2    /V(y)    ^^ 

^  f^a*  —  y*  cos  a*  ^ f^«*  —  y*  cos  a* 

Dies  letztere  Integral  aber  lässt  sich  nochmals  umformen ; 
denn  bedenkt  man ,   dass  y  cos  a  =  :.}-!^- niemals  grösser 

als  a  werden  kann ,    so  darf  man  offenbar  y  cos  a  =  a  si]i  9 
setzen.    Dadurch  aber  entspringt  sogleich  die  neue  Beziehung 

ff{a  cos  X  +  ^  sin  x)  dx  =  2  j  f(H\n  q>  .  j/flr^  +  b'^)  d(p 

u  _  /t 

2 

IV.    Des  Interesses  wegen    möge  endlich  noch  die  nach- 
folgende Gleichung 


n 


J  /(sin  2x)  cos  x  dx  =  f/'{cos  y-)  cos  y  dy 
0  0 

eine  Stelle  hier  finden ,  obwohl  bei  ihrer  Herleitung  Betrach- 
tungen der  obigen  Art  nicht  erfordert  werden.    Zerlegt  man 

Mktxb,  bestimmte  Integrale.  5 
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uämlich  das  vorgelegte  Integral  in  zwei  andere  zwischen  den 
Grenzen  0  und  - ,   —  und  -  und  beachtet  dann  weiter,  dass 

vermittelst  der  Substitution  x  =^  —  x  das  Integral 


n  n 

t  4 


j  /"(sin  2x)  cos  x  dx   in  //{sin  2x)  sin  x  dx 


n  ü 

4 

Übergeht;  so  erhält  man  die  Gleichung 

S  4 


j  /*(sin  2x)  cos  x  dx  =y*/(sin  2x)  [cos  x  +  sin  .r]  <fa:' 


0  0 

4 


=  Jf{8iu  2x)  y\  +  sin  2;r  .  dx. 

0 

Nun  ist  sin  2a;  innerhalb  des  Intervalles  (0,  ^ )  fortwah- 
rend positiv ;  und  folglich  darf  man  siu  2  a;  =  cos  t/^  setzen. 
Indem  man  aber  die  hierauf  bezügliche  Rechnung  ausführt, 
gewinnt  man  die  oben  angezeigte  Relation. 

§.  24. 

Bemerkungen  zu  dem  Uebergang  vom  unbestimmten  zum 

bestimmten  Integral. 

üer  Uebergang  vom  unbestimmten  Integrale 

h 
J'/'{x)dx=(p(x)'{'  const  »um  bestimmten  y/'(a;)^a;=9(fe) — g>{a) 


u 


setzt  wesentlich  voraus ,  dass  die  Function  q>{x)  zu  den  ein- 
werthigen  und  continuirlichen  Functionen  innerhalb  des  Inter- 
valles {Oj  h)  gehört.  Wird  diese  Bedingung  nicht  beachtet^ 
so  kann  man  sehr  leicht  in  Irrthümer  verfallen.  Nehmen  wir 
beispielsweise  das  Integral 

IL  d  X 


j 


(X  -  XY  +  ft»  ' 

SO  lässt  sich  der  Werth  desselben  durch  die  Function 
—  arc  tg  — ^-r  +  const.  darstellen.  Die  Function  arc  tang  -^-^ 
aber  ist  vieldeutig;  um  sie  einwerthig  zu  machen ^  konnte  man 
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den  Bogen  etwa  zwischen  —  ^  und  +  "  voraussetzen.    Der 

Werth  des  zi/vischen  den  Grenzen  +00  genommenen  Integrales 
aber  wäre  alsdann ,  brauchte  man  die  Stetigkeit  der  Function 
arc  tg  nicht  zu  berücksichtigen,  =0,  während  er  in  Wahr- 
heit mit  +  %  zusammenfällt;  je  nachdem  nämlich  die  Con- 
stante  f(  positiv  oder  negativ  ist.  Dies  richtige  Resultat  nun 
findet  man,   wenn  man   eine  zwischen  —  cx)  und  -j-  cx)  con- 

tinairliche  einwerthige  Function  arc  tang  -^^    wählt,     eine 

Sc  A 

Bedingung,  der  offenbar  im  vorhergehenden  Falle  nicht  ent- 
sprochen  wurde.    Denn  da  für  o:  =  A      -  3  =  +  ^^  wird,  je 

nachdem  f(  positiv  oder  negativ  ist,  so  springt  z.  B.  bei  po- 
sitivem ft,  wenn  x  von  —  cx)  zu  +  00  in  stetiger  Weise  sich 

bewegt  und  der  Bogen  zwischen  —  ^  und  +  0  ^^^^  befindest, 

ifi  M 

dieser  für  a:  =  A  von  —  ^  zu  -|"  ^-    Setzt  man  dagegen  den 

Bogen  zwischen  0  und  n  voraus ,   so  kann  für  a:  =  A  nur  ^ 

der  entsprechende  Werth  von  arc  tang  -  -^  heissen,  und  folg- 
lieh  wird  jetzt 

ft  dx 


OD 


; — ^-Txs-, — •  =  —  arc  tang  -  •     ,  +  arc  tang — -  , 


d.  h.  das  Integral  ist  =  0  +  ^^  oder  =  —  ^r  -|-  0,  je  nach- 
dem fi  ^  0. 

Es  lässt  sich  indess  auch  dann  der  Uebergang  vom  un- 
bestimmten zum  bestimmten  Integrale  benutzen,  wenn  die 
einwerthige  Function  9  (.r)  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  nicht 
stetig  bleibt*).    Unter  der   als    selbstverständlich    geltenden 

Annahme,    dass  das  Integral  j  f{x)  dx  nicht  sinnlos  wird, 

bezeichne  daher  fp{x)  jetzt  eine  solche  Function  von  x^  die 
zwischen  a  und  h  an  den  Stellen  c,  (?,....  /r  eine  Unter- 
brediung  der  Stetigkeit  erleidet.    Schliessen  wir  diese  beson- 


•)  Man  sehe  bierüber  eine  schöne  Abhandbmg  von  Heine  im  Crollo'- 
Bdien  Journale.    Bd.  51. 
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dem  Stellen  zuvorderst  von  der  Betrachtung  aus,  d.  h.  zer- 
legen wir  das  ursprüngliche  Intervall  {a^  h)  in  die  Theilintervalle 
(a^c  —  e),  (c  -\-  B,  e  —  «)....,  wo  lim  «  ==  0;  so  bekommen 
wir  augenscheinlich  die  stets  richtige  Gleichung 

f~f{x)  dx  +j7(x)  dx  + +fncc)  dx 

=-q)[h)-'^(a)  +  q>{c—B)--q>(c+e)  +  (p(c—B)-q>{e+i)+ 

+  9(A  — 5)  — 9)(A'-}-«). 

Da  nun  mit  ins  Unendliche  abnehmendem  e  die  linke  Seite 
der  Voraussetzung  gemäss  in  das  bestimmte  Integral  ff(x)  dx 


*t 


übergeht,   so  muss  auch  die  folgende  Beziehung  Statt  haben 

1.   ff(x)dx=q>{p) — 9>(ö)+  1™  [9^(^~"0  —  9'(^+*)]  +  •••• 

+  lim  [(cp(k  —  b)  —  9> (^  +  «) ]. 

Nach  unserm  Dafürhalten  ist  diese  Gleichung  indess  nur 
streng  richtig  für  den  Fall  endlicher  Discontinuitäten  der 
Function  9>(a:);  geht  dagegen  q>{x)  durch  das  Unendliche,  so 
kann  die  vorstehende  Relation  bloss  den  sogenannten  Haupt- 

werth  des  Integrales  f  f{x)  dx  liefern.    Denn  wird  z.  B.  für 

X  =^  c  q>{x)  unendlich,  so  muss  auch  schon  in  der  Nähe  von 
c  €p{x)  unstetig,  also  für  mehrere  unmittelbar  aufeinander 
folgende  Punkte  die  Verbindung  zwischen /*(a:)  und  q>{x)  auf- 
gehoben werden,  wenn  f{x)  endlich  ist.  Daraus  folgt,  dass 
f ür  a:  =  c  f(x)  nicht  mehr  zu  den  endlichen  Grössen  gehören 
kann;  falls  q>{x)  +  const.  das  unbestimmte  Integral  ff{x)dx 
vorstellen  soll.  Für  den  Fall  einer  unendlichen  Stetigkeits- 
unterbrechung von  q>{x)  muss  daher  auch  f(x)  mit  q>{x)  au 
derselben  Stelle  unendlich  werden,  und  sonach  hat  man  z.  B. 
die  Gleichung  zu  bilden 

f(x)  dx  -j-  \\mjf(x)  dx  =  lim  tp(c  —  s)  —  q){it) 

-|-  (p{b)  —  lim  q>{c  +  ä). 

Diese  aber  ist  sinnlos,  wenn  mit  abnehmendem  b  und  d  fp{c — b) 
und  (p{C'\-8)  nicht  endlich  bleiben.     (Fig.  5.) 

Anders  verhält  es  sich  dagegen  mit  der  Gleichung  1., 
wenn  die  vorkommenden  Unstetigkeiten  von  q>  (.r)  endlich  sind, 
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wenu  also  in  geometrischer  F&suug  jeder  Abscisse  c^  c, k 

zwei   Ordinateu  fp(c  —  0)  und  9>(c  +  0),  .  .  .  .   entsprechen. 
In  diesem  Falle  besitzt  freilich  q)  {x)  i'Qr  die  Unstetigkeitspuukte 


Fig.  5. 


/ 


/ 


\ 


\ 


\ 


\ 


\ 


\ 


\ 


x<w 


«p^; 


in  Wahrheit  keinen  eigentlichen  Difl'erentialquotienten,  weil 
dieser  in  der  bekannten  Deiinitionsgleichung 

lim  ?^  +  f!l  -Z^S^  =  fu) 

h  c   ^   ' 

■ 

ganz  unabhängig  von  dem  Vorzeichen  des  Increnientes  h  sein 
musSy  was  hier  augenscheinlich  nicht  der  Fall  ist.  Doch  spricht 
man  noch  immer  —  wie  schon  früher  erwähnt  —  von  dem 
unbestimmten    Integrale   //*(.t')  dx  =^  (f  (.r)  -f-  const.^    und 
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folglich  lässt  sich  jetzt  die  ReTatiou  1.  einfacher  in   neben- 
stehender Weise  achreiben: 

2.    ff{x)  dx  =  q>(b)  —  q>{a)  +  q){c  —  0)  —  ^{c  +  0) 

+  ^(,,  _  0)  -  <p(^  +  0)  + +  <p(A-  -  0)  -  q>{k  +  0). 

Betrachten  wir  beispielsweise  wieder  den  obigen  arc  tang^ 
indem  wir  den  Bogen  zwischen  —  —  und  -j-  --   wählen;    so 

existiren  für  x  =  l  die  beiden  Werthe  —  -^  und  +  -^   und 
folglich  wird 


OO 


/  (^  _r)i57qr^=— arctgO+arctgO— arctg(+oo)+arctg(+oo) 

—    r 

Zur  Herleitung  eines  bestimmten  Integrales  aus  einem  un- 
bestimmten bieten  sich  demnach  jetzt  zwei  Wege  dar^  Ton 
denen  der  eine  auf  die  vorstehenden  Formeln  sich  stützt,  der 
andere  hingegen  darauf  hinausläuft,  wenn  möglich  eine  solche 
stetige  Function  ^x{x)  zu  suchen,  welche  denselben  CKfferen- 
tialcoefficienten  besitzt  wie  die  an  einzelnen  Stellen  unstetig 
werdende  Function  fp{x),  Macht  also  q>  {x)  nur  endliche 
Sprünge,  so  lässt  sich  geometrisch  genommen  dieses  letztere 
Ziel  leicht  dadurch  erreichen,  dass  man  von  den  einzelneu 
Zweigen  der  (p{x)  repräsentirenden  Curve  den  einen  festhält 
und  die  andern  mit  jenem  zu  einer  in  sich  zusammenhängen- 
den Linie  zusammenschiebt,  wobei  aber  die  einzelnen  Punkte 
der  zu  verschiebenden  Zweige  immer  auf  ihren  Ordinaten  fort- 
schreiten müssen.  Die  auf  diese  Weise  erzeugte  Curve  stellt 
alsdann  die  gesuchte  Function  tp^  {x)  vor.    Bei  dem  obigen 

arc  tang  verrücke  man  z.  B.  den  von  0  bis  —  -    verlaufenden 

Curveu/weig   so  auf, den    ihm  zugehörigen   Ordinaten,   dass 

mit  +  ^-  zusammenfällt.  Die  entstehende  krumme  Linie 

wird  dann  ersichtlich  von  den  Ordinaten  sr  und  0  begrenzt, 
und  folglich  ist  ihre  Differenz  je  nach  der  verschiedenen  Natur 
des  ft  +  ;r. 
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Ein  anderes  sehr  passendes  Beispiel  liefert  das  lutegral 


35 
4 

^*      sin  X 


y  DIU   *  .  . 

—  °'"*^    «  rfa;.    Integrirt  man  nämlich  zunächst  unbestimmt, 

so  findet  man,  dass 

/'  Bin  x  dx                ,             1        I  . 
-i  =  arctan&r +  coust. 
1  +  cos  a^                         o   cos  a:     ' 

ist.    Um  die  Vieldeutigkeit  der  Function  arc  taug  aufzuheben, 
wollen  wir  den  Bogen  zwischen  —  ^  und  -f-  v  voraussetzen. 

Bewegt  sich  nun  x  von  0  bis  -^,  so  wird  für  x  ==  ^^ 

bei  weiterem  Fortschreiten  des  x  hingegen  wird  die  Function 

arc  tcf zwischen  —  —  und  0  sich  befinden  müssen ,  und 

^^  CO8  X  2  ' 

folglieh  springt  f ür  o:  =  y  der  arc  tang  von  +  0   ^^  —  ^ 

über.    Unserer  obigen  Formel  gemäss  ist  daher 


/-■ - -■ 


/V'^^t.  =  arc  tang  -\ arc  ig  -L-+Hrctg 

l+cosa:*  .   ^         3jc  ^  cos  ü  '  ^ 


cos  —  CO 


<!-«) 


—  arc  taug  - 


n 

008  ' 


Ganz  dasselbe  Resultat  aber  erhält  man  sogleich,  wenn  man 
arc  tg  zwischen  0  und  jc  wählt;  denn  nun  bleibt  die  Function 
stetig,  und  sonach  wird 

Zn 

4 

n 


l    anx  (ix  . 


— —  =  —  1/2 

cos  — - 
4 


4 


sein.    Setzt  man  aber  für  den  Augenblick  arc  tg  ( —  j/2)  =  r, 

d.h.  — tgz= j/2=tang(3r — z),soergiebt  sichz=Ä—  arctgj/2, 
and  folglich  ist  wieder 
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3rt 

4 


/    8in  X  (fx  3  w  .  ,  /ö 

f  .    I         -i  =  -. iir^  xauff  K^' 

/  1  +  ^o*  a**         4  ^  ' 

0 

Um  endlich  auch  einmal  ein  Beispiel  für  die  Benutzung 
der  Gleichung  1.  bei  dem  Aufsuchen  des  sogenannten^  uns 
aber  völlig  gleichgültigen  Hauptwerthes  eines  bestimmten  In- 

tegrales    vorzuführen,    wollen    wir   das   Integral     /  -fZZ^f 

0 

0  <  a  <  ^  betrachten.    Das  unbestimmte  Integral    /    ^*_^  , 

ist  bekanntlich  mit  -  -  lg  ^-^-^-  4-  const.  gleichbedeutend,  wo- 

für  man  indess,  um   das  Imaginäre  zu  vermeiden,   die  Form 

lg  (^—-     ]   +  const.  wählen  wird.    Nun  wächst  für  x  =  /i 

4  m    ^   \a  —  xj      ' 

der  Logarithmus  über  jede  Grenze,  und  demnach  ist  das  In- 


b 


tegral    1    ,  _  ^  völlig  unbestimmt,  also  in  Wahrheit  sinnlos. 

0 

Sein  Hauptwerth  aber  ergiebt  sich  in  nebenstehender  Weise: 


II.  Abtheilung. 
Die  besondem  Fälle  bestimmter  Integrale. 

§.  25. 
Einleitende  Bemerkungen« 

In  den   vorhergehenden  Untersuchungen  haben  wir  vor- 
zugsweise die  Gesetze  zu  entwickeln  versucht,   welchen  das 

b 
Integral  J  f(x)  dx  gehorcht,  wenn  diese  oder  jene  Operationen 

an  demselben  vollzogen  werden.    Deuteten  wir  auch  schon  hier 
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und  da  einmal  gewisse  bemerkenswerthe  Eigenthümlichkeiteu 
an,  welche  durch  die  Wahl  besonderer  Intervalle  {a,  b),  z.  B. 
(0,  1),  (0,  o6)  ....  sieh  zeigen,  während  bei  Voraussetzung 
ganz  beliebiger  Integrationsgrenzen,  natürlich  immer  unter 
der  Bedingung,  dass  hier  wie  dort  das  Integral  noch  zulässig 
bleibt,  Resultate  von  grossem  Interesse  meistens  nicht  zu  er- 
langen sind;  so  hat  uns  doch  die  ausführliche  Betrachtung 
solclier  speciellen  Fälle  bis  jetzt  gänzlich  fern  gelegen.  Diese 
aber  bilden  hauptsächlich  den  Inhalt  der  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale.  Unsere  jetzige  Aufgabe  wird  demnach  auch 
darin  bestehen,  gestützt  auf  die  früher  gewonnenen  Lehren 
die  Äuswerthung  und  die  Erforschung  der  Eigenschaften  be- 
sonderer bestimmter  Integrale  zu  versuchen. 

Zu  den  wesentlichsten  Voi-theilen,  welche  mit  der  Wahl 
besonderer  Integrationsgrenzen  verknüpft  sind,  gehören  ohne 
Zweifel  die,  dass  dadurch  gewisse  Vereinfachungen  in  den 
Werthen  bestimmter  Integrale  sich  erzielen  lassen,  dass  oft 
die  Angabe  eines  Integrales  in  geschlossener  Form  gelingt, 
während  dies  bei  Voraussetzung  beliebiger  Grenzen  nicht  der 
Fall  ist  und  dass  endlich  auf  diese  Weise  Transscendenten 
erzeugt  werden  können,  die  in  den  verschiedensten  Unter- 
suchungen auftreten  und  oft  sogar  schon  um  ihrer  selbst  willen 

das  höchste  Interesse  beanspruchen. 

h 
Betrachten  wir  beispielsweise  das  Integral  Jx'^dXj  wo 

Qj  h  und  m  positiv  sein  sollen,   so  ist  dasselbe  bekanntlich 

= T-^ .    Das  bestimmte  Integral  behält  also  noch  den 

Charakter  des  unbestimmten  Integrales.  Setzen  wir  aber  a=0 
und  h  =\j  so  verwandelt  sich  die  Potenz  in  den  Quotienten 

■-.     ,   ein  für  die  Summation  gewisser  unendlicher  Reihen 

h 

z.  B.  nicht   unwichtiges  Resultat*).    Das  Integral  Je~'^  dx 

femer  lässt  eine  Darstellung  in  geschlossener  Form  nicht  zu, 
dagegen  ist  dasselbe  für  b=  -{-  oo  mit  —  Yn  gleichbedeu- 
tend.    Und  zu  der  Klasse  der  neuen,  durch  ausserordentliche 


•)  VergL  §.  115. 
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OO 


gehört  vorzugsweise  das  Integral  Je~^x"~^dx,  wo  «r  >  0. 


I.  Kapitel. 
litegratioB  rationaler  Brirke  zwiscken  itn  Greaien  —  co  uni  -{-  ^x>. 


Beweis  der  Formel    /'^.^-^  rf^r  =  tt  £  V  ±  5^-. 


—  ao 


Sehr  bald  nach  der  Entdeckung  der  Infinitesimalrechnung 
hatte  mau  erkannt,    dass  jeder  rationale  Bruch  ^^^  unbe- 

stimmt  sich  integriren  lässt;  aber  erst  Euler^  dem  Begründer 
der  Theorie  der  bestimmten  Integrale^  war  es  vorbehalten,  die 
schonen  Beziehungen  zu  entwickeln,  welche  aus  der  von 
—  cx>  bis  4-  (^  sich  erstreckenden  Integration  des  rationalen 

Bruches  ^^  hervorgehen.    Zwar  hat  Euler  seine  Forschung 

nicht  in  der  Allgemeinheit  geführt,  wie  wir  es  hier  nach 
Dirichlet  zu  thun  gedenken,  dessenungeachtet  aber  können 
wir  den  folgenden  Gedankengang  seinem  Wesen  nach  unbe- 
denklich Euler  zuschreiben. 

Wir  setzen  nun  hierbei  voraus,  dass  die  beiden  Polynome 
q)  (x)  und  f(x)  prim  unter  sich  sind  und  dass  keine  der  Wur- 
zeln von  f{x)   wiederholt  vorkommt.    Soll  unter  diesen  An- 


co 


nahmen  das  Integral    /  ^.- y  dx  nicht   sinnlos  sein,    so  ist 


—  » 


einer  schon  in  §.  20.  gemachten  Bemerkung  zufolge  die  Be- 
dingung unerlässlich,  dass  die  verschiedenen  Wurzeln  von 
/'{x)  zu  den  imaginären  Grössen  gehören  müssen.     Aber  diese 

Eigenschaft  des  Bruches  ^.  .    allein  würde  nicht  genügen; 

vielmehr  muss  nothweudig  der  Grad  des  Polynomes  q)(x) 
mindestens  um  zwei  Einheiten  niedriger  sein,   als  der  von 
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f{x),  Denu  schreiben  wir,  um  dies  einzusehen,  die  Polynome 
fp{x)  und  f{x)  zunächst  in  der  Gestalt 

und 

/(x)=x"   [a,+  |^  +  i^  +  ....J, 

so  bezeichnen  die  in  den  Klammern  befindlichen  Grössen 
Functionen  von  Xj  die  mit  ins  Unendliche  wachsendem  x  be- 
ziehungsweise den  Grenzen  b^  und  a^  sich  nähern.     Mithin 

können  wir  ^^  in  der  Form  x'^-"  t{x)  dargestellt  denken, 

wo  if{x)  eine  Function  von  x  ausdrückt,  die  für  a;  =  +  co 

den  Grenzwerth  —  erwirbt.     Wird  nun  x'*—"  tb(x)  von  einem 

beliebig  grossen  p  bis  zu  einem  beliebig  grossem  q  integrirt; 
so   wird   dem ,  bekannten   Maximum -Minimum -Satze  zufolge 

^r-^-  dx  nur  dann  der  Null  sich  nähern,  wenn  das  Integral 


/ 


j^^m-M  ^^  diese  Eigenschaft  besitzt.     Ein  Blick  aber  genügt, 

n 

um  zu  zeigen,  dass  dies  nur  geschehen  kann,  wenn  m  —  n  -{-  1 

negativ,  also  m  höchstens  ss  n-— 2  ist. 

Setzen   wir   daher   die   für   die  Existenz  des  Integrales 

30 

^— j^  äx  nothwendigen  Bedingungen  als  erfüllt  voraus,  und 


-   flO 


bedenken  wir  noch,  dass 


oder  abkürzend  geschrieben 

5P  W  ^^   '^  _^  __   '^  y(«)        1 

f\x)  ^^t    x  —  ce  y^i    /''(of)   '  x  —  a 

ist;  so  reducirt  sich  unsere  weitere  Betrachtung  zuvörderst 
auf  die  nähere  Untersuchung  eines  Partialbruches  ^j-{ .    __  . 

Sei  zu  dem  Behufe  a  =  A  +  f^^  wo  ^  auch  Null  sein 
kaun  und  fi  als  algebraische  Grösse  zu   behandeln  ist,   da 
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X  —  a   Oberhaupt   den  Vertreter   sümmtlicher  Factoren  vou 
/"{x)  bilden  soll.     Nun  ergiebt  sich  sofort,  dass 

/•         rfj  _     /•    {x  —  l)d£ ,     .     /♦         t  'i->-- 

J  x-X-^i~  J   W-i)*  +  f»*  "^     J    (^  -  i)'  +>» 

=   l  lg  [i-^  —  ^y  +  l^^  +  '  arc  tang  ^^  +  coust., 
also 

r  da: 

^  l   1«   |J-;15*4^;+  '[arctang"-;.^   +  arctaag^] 

ist.     Dabei  habeu  wir^    um  der  Stetigkeit  zu  geuügeu,  den 
Bogen  zwischen  —  ^   und  +  —  gewählt.    Diese  Gleichung 

aber  vereinfacht  sich;  wenn  die  positiven  Grössen  p  und  g 
über  jede  Grenze  hinaus  zunehmen.     Denn  da  einerseits 

.(«r_A)'  +  ^'  =  «»[l-^  +  ^+-^], 

(p  +  ly  +  ^«  =p^  [1  +  7^  +  ^^"J' 

also  der  Quotient  ,    "T  ,i  ,   ^,  in  der  kürzern  Form  \  -  sich 

schreiben  lässt^  wo  mit  wachsendem  p  und  fj  die  Grössen  y 
und  z  der  Einheit  sich  nähern;  so  darf  man  ersichtlich 

setzen,  wenn  man  mit  0^  eine  Grösse  bezeichnet,  die  fQr  un- 
endlich grosse  Werthe  von  fj  und  p  verschwindet. 

Und  da  andererseits 

lim  arc  taug  '^  ""      =  +  "     lim  arc  tang  --■-  =  +   ■! ; 

je  nachdem  p,  positiv  oder  negativ  ist,  folglich  in  ähnlicher 
Weise  wie  vorhin  hier  i    arc  tang  ^^^ [-  arc  tang  ^"^ 

mit  dem  kürzern  Ausdrucke  +  ä  i  -|-  <^2  identificirt  werden 
darf,  wenn  auch  unter  dem  imaginären  ö,  eine  Grösse  ver- 
standen wird,  die  beim  Uebergange  zum  Unendlichen  den 
Werth  Null  erwirbt;  so  erwächst  jetzt  die  Beziehung 
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A    1   -i-^  =  ^  lg   "^   +  Ani  +  A0y 
in  der  ^  =  0,  +  0^.     Hieraus  aber  fliesst  weiter,  dass 

/    /^^^  =  *^  J   £A  +  i7tZ±A  +  Z{Aö) 

ist,  eine  Relation,  die  im  Unendlichen  wegen  des  ersten  Glie- 
des rechts  scheinbar  einen  ganz  unbestimmten  Charakter  an- 
nimmt.    Erwägt  man  indess,  dass  w(x)  =   ^  ?,—,    ' 

höchstens  vom  Grade  n  —  2  ist,  also  rechts  der  Exponent 
n  —  1  von  X  nur  formell  erseheint;  so  muss  noth wendig 
27  A  mit  Null  zusammenfallen. 

Das  Resultat  aller  dieser  Betrachtungen  spricht  sich  da- 
her in  der  Gleichung  aus: 


00 


I. /^..-,,2[±?tS] 


—  00 


in  der  man  dem  Quotienten  ^-7-^  das  obere  oder  untere  Zei- 

f  (a) 

ehen   beizulegen  hat,   je  nachdem   yi  zu   deu   positiven  oder 
n^ativen  Zahlen  gehört.») 


§.  27. 
Anwendiing  auf  den  Fall  f{x)  =  x"  —  {a  -\-  b  i);  tp  x  =  x"* ~  \ 

Für  den  weitern  Forl^ng  unserer  Untersuchungen  wollen 
wir  statt  f{x)  ein  solches  Polynom  wählen,  dessen  Factoren 
in  sehr  einfacher  Weise  sich  darstellen  lassen.  Diese  Eigen- 
schaft aber  kommt  bekanntlich  den  binomischen  Ausdrücken 
f{x)  zu;  wir  setzen  demnach  /'{x)  =  a;"  —  (a  -\-  b  t),  wo 
a-\-  b  i  nur  für  ein  gerades  w  reell  werden  darf. 

Schreiben  wir  nun  a  +  bi  in  der  Form  q  e^'^  und  nennen 
wir  a  =  r  (cos  /  +  /  sin  /)  die  Wurzeln  der  Gleichung  f(x) 
=  0;  so  entspringen  aus  der  Beziehung 


*)  Vergl.  hiermit:  Cauchy.  Resumd  des  le^ons  doiiiK^es  ä,  Tecole  pol. 
y.  136.    Moigno.  Lefons  de  cal.  dift*.  et  de  cal.  int.  T.  IL,  p.  89. 
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r"  (cos  ni  4"  /  sin  ni)  =  q  (cos  0*  +  /  sin  0") 
bekanntlich  die  andern  Relationen 


so  dass  nunmehr 


I 


wird^  wo  s  irgend  n  auf  einander  folgenden  ganzen  Zahlen 
gleich  zu  setzen  ist.  Unter  dem  Bogen  ^  verstehen  wir  hier- 
bei den  kleinsten  Bogen  ^  dessen  Sinns  =  b  ist  und  dessen 
Cosinus  a  heisst;  wir  wählen  ihn  also  zwischen  0  und  2n. 
Da  aber  keine  reelle  Wurzel  a  erscheinen  darf ^  so  muss  für 
d'  die  Beziehung  gelten 

0  <  -^  <  2;r. 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  a  -{-  bi  nur  für  -ö*  ==  ä  zu 
einer  reellen  Grösse,  die  entsprechenden  Wurzeln  a  aber 
bleiben  imaginär,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  bedeutet.  Seizen 
wir  folglich  ein  solches  n  hier  voraus,  so  dürfen  wir  auch 
statt  d  jeden  zwischen  den  obigen  Grenzen  enthaltenen  Bo- 
gen zulassen. 

wie  femer  sogleich  erhellt,  verliert  die  Untersuchung  im 
Wesentlichen  nichts  an  Allgemeinheit,  wenn  wir  den  Modul  q 
gleich  der  Einheit  und  statt  q>{x)  die  Potenz  a:**-^  wählen. 
Nehmen  wir  alsdann  noch  für  s  die  n  auf  einander  folgenden 
Zahlen    0,  1,2 n — 1,   so   liegen   sämmtliche   Bogen 

—^  in  den  vier  ersten  Quadranten.  Nun  ist  aber  för 
Ä  =0,  J,  2 -  —  1  -    <  —  und  -—^^ '      <    «, 

''  2  n  n  n  ' 

mithin  f(  =  sin  — positiv;  dagegen  führt  fi  das  Minus- 

zeichen,   wenn  s    =  —  -}-  ^  =    - ,   .,-  +  1 n  —  l 

genommen  wird.  Und  beachten  wir  endlich,  dass  gegen- 
wärtii?  %~\  mit 


n  n    \  1  n 


79    - 


zusammenfallt;    so    ergiebt   sich    nunmehr  in   Folge  unseres 
obigen  Theoremes  die  Gleichung 


—  OD  " 

-.-1 


^-l 


n 
2 


0 

Bezeichnet  daher  m  eine  ungerade  Zahl,  so  wird  I  — e'^"' 
=  2  und  folglich 

e 


—  OD  () 


Nun  ist 


1  —  e 


sonach 


^  1—e    "  1— c    " 


/ 

—  00 


00 


X    —  e  «  2  -  «t 

1  — c    " 


In  Betreff  dieses  Resultates  ist  wohl   zu  beachten,   dass 
es  abgesehen  von  den  Beziehungen 

OT  <  y*  —  1, 


;} 


()  { -«''•  2 } 


wesentlich  durch  die  Wahl  von  d"  bedingt  ist     Denn  ver- 
mehrt oder  vermindert  man  d'  um  ein  Vielfaches  von  2ä, 

80  bleibt  das  Integral  zwar  unverändert,  die  Grösse  e 
dagegen  erwirbt  im  Allgemeinen  einen  andern  Werth.  Nimmt 

man  z.  B.  für  -^  den  Bogen   d-  +  2  k  n,  so  geht  e^"      ^ 

in  e  "  e   "         über  und  stimmt  folglich  nur  dann  mit  dem 


—    80    - 

k 

ursprünglichen  Ausdrucke  überein,   wenn  —  eine  ganze  Zahl 

vorstellt.     Für  ein  durch  n  nicht  theilbares  k  hätte  man  also 
die  Gleichung 


/ 


OD 

*n        ^N..  .  nt  .  n  —  1 


[dx    ^  ni  ^(  »  -  »)*'  ^2  -  *  « i    '^  ^_|_  Js  -  «t, 


-       -*.-    „^  ^  Z(±*  )■ 


X  C  äv 


Ein  bestimmtes  Integral  kann  mithin  je  nach  der  Wahl 
darin  befindlicher  Parameter  verschiedene  Werthe  selbst  dann 
annehmen,  wenn  mit  der  Aenderung  dieser  Parameter  eine 
Veranderung  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  auch 
nicht  verbunden  ist. 

Unsere  obige  Gleichung  gestattet  eine  weitere  Behand- 

lung,  wenn  wir  den  Quotienten  im    Zahler   und 

2  -  «t 
1— c   *• 


m 

—  ~  ni 


Nenner  mit  e     "       multipliciren   und    den   sich   ergebenden 
Factor  —  1  durch  e*'  ersetzen.     Denn  so  entspringt 


/ 


?.  -_, .        -      ("-0  (*-")'■ 


*x'^~^  dx  2n     e 


n         >i       —      „  -  ^ 


X   -^e  sin  -  w 

OD 


und  hier  wird  der  Bogen  ^  —  n  oflFenbar  zwischen  —  n 
und  +  Ä  sich  befinden.  Schreibt  man  folglieh  -^  _  ;r  =  -j^, , 
so  gewinnt  man  die  neue  Beziehung 


Sin  „  n 


-«  « 


in  der  also  das  jetzige  d^  die  Bedingung  —  ;r  <  -9"  <  +  « 

zu  erfüllen  hat.     Nun  bezeichnet ^,  eine  gerade  Func- 

tion  von  x]  bleibt  aber  /"(o;)  durch  Vertauschuug  von  x  mit 
—  X  unverändert,  so  muss  auch,  das  Integral  f  f(x)  dx  als 

u 

existirend  vorausgesetzt, 

//■(x)  d.i-  =  /V(x)  dx 
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und  daher 

/  f(x)  dx  =  2  Sf\x)  dx 
-b  if 

sein.     Mit  Benutzung  dieses  Satzes  erhalten  wir  demnach  die 
andere  Relation 

r 

x^   '^  dx  n    t 


.»•—1  j_  ^    .A«         / 


/...   ... 


a;-  +  e^'  n         •    '" 


Und  hieraus  fliesst  weiter,  wenn  wir  x  mit  o:, "  vertauschen, 


00       Ml  .  x»l 


(^-1)*. 


a:"         dx  e 


0  « 


*  "T  «  8in  —  ir 


Das  Integral  wird  hier,  obgleich  für  o:  =  0  der  Factor 


w 

— 1 


X  durch  das  Unendliche  schreitet,  nicht  sinnlos,  indem 
diese  ünstetigkeit  nur  eine  Folge  der  angewendeten  Substitu- 
tion ist. 

§.  28. 


CO 


eiltfgkeit  der  Gleiehnngr  /   ^^    ^1^  =  n  ^1_^  flir  jedes  echt 

J      x  +  e^'  2,man 

0 

gebrochene  a. 

m 

Die  vorhin  gefundene  Gleichung  bleibt  in  Kraft  für  jeden 
echten  rationellen  Bruch,  dessen  Zähler  eine  ungerade,  dessen 
Nenner  eine  gerade  Zahl  ausdrückt.  Mit  jedem  beliebigen 
Grade  der  Annäherung  aber  kann  man  irgend  einer  andern 
zwischen  0  und  1  befindlichen  Zahl  a  durch  eine  Reihe  von 
einschliessenden  Brüchen  der  obigen  Art  nahe  kommen. 
Bleiben  folglich  für  eine  Reihe  solcher  den  Bruch  a  ein- 
schliessenden und  bei  hinreichend  weit  fortgesetztem  Processe 
unendlich  wenig  von  einander  und  von  a  abweichenden  Quo- 
tienten —  die  beiden  Grössen 

n 

dx        -,        «'«-">*•• 


/x"-  •  dx 
_  x  +  ?' 


l.  /     ^—  und  7t 


Bin  n  n 

0 
MBrKB|  bettimmte  Integrale.  0 


—    «2    — 

fortwährend  zwischen  den   diesen  verschiedenen  BrQchen  — 

II 

entsprechenden  Ausdrücken : 


00 

2.  J  ^V-^  ^<J  « 

0  '  * 


-^.  und  Ä  - 

+  ^  sin  —  « 


9i  "^^  '•'       .   «        ; 


so  muss  nothwendig  einem  bekannten  Principe  zufolge  die 
Gleichung 


00 


/ 


a--U<c  e'— ^*' 


X  -\'  e 


=  IC 


Si  «man 


für  jeden  echten  von  0  und  1  verschiedenen  Bruch  a  Geltung 
besitzen. 

Offenbar  findet  diese  Frage  nach  der  in  der  eben  be- 
schriebenen Weise  zwischen  den  Grössen  1.  und  2.  vielleicht 
Statt  habenden  Beziehung  sofort  ihre  Beantwortung^  wenn 
sich  zeigen  lässt^  dass  für  ein  a  der  genannten  Art  das  Inte- 
gral und  der  Ausdruck  !_ stetige  Functionen   von   a 

sin  a  sr 

sind.  In  Betreff  dieser  letztem  Grösse  leuchtet  dies 
sofort  ein^  weil  ja  sin  a  n  niemals  mit  Null  zusammenfallen 
kann;  die  stetige  Aenderung  des  Integrales  mit  a  hingegen 
lasst  sich  nicht  ohne  eine  eingehendere  Erörterung  behaupten. 
Denn  ein  bestinmites  Integral  ändert  sich,  wenn  auch  in 
Bezug  auf  eine  Constante  die  zu  integrirende  Function  nie- 
mals unstetig  wird,  nicht  immer  in  continuirlicher  Weise  mit 
diesem  Parameter.  So  haben  wir  z.  B.  oben  gesehen^  dass 
das  Integral 

\L  dx 


s 

—  OD 


(x^xy+^,t  —  ±« 


ist^  je  nachdem  die  Constante  ^i  zu  den  positiven  oder  nega- 
tiven Zahlen  gehört,  welchen  von  Null  verschiedenen  Werth 
sie  sonst  auch  besitzen  möge.  Für  fi  ==  0  aber  ist  das  Inte- 
gral ebenfalls  der  Null  gleich;  lässt  man  also  ^i  continuir- 
lich  vom  Positiven  zum  Negativen  übergehen,  so  springt  bei 
fi  =  0  das  Integral  plötzlich  von  -{-  ;r  zu  Null  und  hierauf 
wiwler  von  Null  zu  —  n  über. 

Dem    bekaunt<;n  Kriterium   der  Stetigkeit   zufolge   nnn 


-    83 


00 


werden  wir  dieselbe  dem  Integrale     / ^  zuschreiben 

0 

müssen,  wenn  für  ein  von  a  nur  unendlich  wenig  verschie- 
denes b,  das  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Äugen  zu 
haben,  kleiner  als  a  voraussetzen,  die  Differenz 


00 


"'-^  dx    _     rj"--^  fix 
v+e^'  J      x  +  e^^ 


0 

ebenfalls  die  Null  zur  Grenze  besitzt.  Dies  aber  ist  wirklich 
der  Fall,  und  zwar  lässt  sich  die  Richtigkeit  dieser  Behaup- 
tung ohne  die  geringste  Schwierigkeit  mittelst  unseres  be- 
kannten Mittelwerthsatzes  darthun.  Doch  kann  die  Benu- 
tzung desselben  nicht  ohne  Weiteres  geschehen.  Denn  der 
hier  zu  integrirende  Factor  oif-^  —  a:*-i  =  o:*— i  (o;*-*  —  1) 
ist  negativ  für  ein  echt  gebrochenes  Xj  er  führt  hingegen 
das  Pluszeichen,  wenn  x  zwischen  den  Grenzen  1  und  oo 
sich  bewegt    Alsdann  aber  würde  ohne  fernere  Äenderung 

~^. —  dx  wegen  der  obern 

x-\-e 

Grenze  die  unbestimmte  Form  oo  —  cx>  erscheinen.  Um  die- 
selbe zu  beseitigen,  muss  mithin  eine  nochmalige  Umformung 
eintreten,    und  zwar  muss  hier  das  Integral  in  der  Gestalt 


J    i+fi: 


«— 8  b—2 

^       ~"^     -dx  der  Untersuchung  unterworfen  werden. 


Bedenkt  man  nun,  dass  wegen  —  n  <^  %  <i  -^  n  weder 
noch  ^.  jemals  unendlich   werden  können,    so 


darf  man  offenbar  in  beiden  Fällen  die  Quotienten  in  der 
Form  r  -f-  5  I  sich  vorstellen,  in  welcher  r  und  s  stets  end- 
liche Grossen  bezeichnen.  Heissen  folglich  q  und  0  die  be- 
ziehlich  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Werthe  von 
r  und  s  innerhalb  der  Intervalle  (0,  1)  und  (1,  oo)  befind- 
lichen Factoren  von  bekannter  Bedeutung;  so  ist  der  reelle 
Theil  von 
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1  1 

r^f/?^'^--^  ">•*  (»y^(.r->-.r*-»)d.T=p(-;  -I), 

0  ') 

der  imaginäre  Theil  hingegen  mit  ö  (  —  .  |  gleichbedeu- 
tend. Und  ebenso  ergeben  sich  für  die  entsprechenden  TheUe 
des  Integrales 


die  beiden  Beziehungen 

Nähert  sich  mithin  b  dem  a  ins  Unendliche,  so  weichen 
sämmtliche  Werthe  von  Null  um  weniger  als  jede  noch  so 
kleine  Grösse  ab.     Das  Integral 


oo 


x""^  dx 


^1 


ändert  sich  daher  in  stetiger  Weise  mit  dem  Parameter  a, 
und  folglich  besteht  für  jedes  von  0  und  1  verschiedene,  echt 
gebrochene  a  die  Gleichung 


/ 


ST"   =   7t    — i • 


Dieses  Integral  verdient ,  ganz  abgesehen  von  seiner 
Wichtigkeit  für  die  später  folgenden  Untersuchungen,  auch 
insofern  ein  grosses  Interesse,  weil  es  das  erste  Integral  ge- 
wesen ist,  das  immer  in  geschlossener  Form  sich  darstellen 
liess,  obwohl  für  das  unbestimmte  Integral  eine  solche  nur 
bei  Voraussetzung  eines  rationalen  a  möglich  ist. 

Den  bei  weitem  interessantesten  Fall,  welcher  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  entspringt,  erhält  man  für  ^=»0; 
man  bekommt  so  das  äusserst  wichtige  Integral 


oo 
-a  — 1 


/        1  +  a*  sin  a  n 

0 


dx  n  c\    ^        ^  t 
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§.  29. 


r^w-l  m-  1 
dx. 


—  00 


Bei  unsem  bisherigen  Betrachtungen  liesseu  wir  das  ur- 
sprüngliche d'  nicht  mit  der  Zahl  2yt  zusammenfallen;  wir 
schlössen  also  den  Fall  /*(a;)  =  x*  —  1  von  unserer  Unter- 
suchung aus.    Lässt  sich  aber  in   keiner  Weise  ein  Integral 


X 
—  OD 


%^  dx  bilden,  in  welchem  der  Nenner /*(cr)  durch  das  Bi- 


nom  a?  —  1,  in  dem  n  wieder  gerade  sein  soll,  vertreten  wird? 
Wir  müssen  diese  Frage  bejahend  beantworten.  Denn  setzt 
man  q){x)  ^=  x^~^  —  x*^'-^,  wo  m  und  w'  ungerade  Zahlen 
vorstellen^  so  leuchtet  auf  den  ersten  Blick  ein,  dass  jetzt  das 
Integral 


—  dx 

x"   —   l 


ZU  den  angebbaren  Grössen  gehören  wird.    Und  in  der  That 
folgt  sogleich  aus  der  Beziehung 


CO 


jwi'—"2[+m\ 


d.  i.  hier 


j 


—  « 


OD 

X  —   X 


(ix  =    -         >'  +  -     — T- 


a?"  -  1  «  -^     -  ««-^ 


—  00 

3«/ri 


wegen  a=^  e  '^     die  andere 


*  2  ""^         ,n 


/^-rr'"»-v[2"'-'"('— "* 


-00  « 


0 


(1  _  e>'"  ''«) 


n 


m  nt      .    ■ 

—    -  rtt  ~      rf 

c      «  e      " 

•2 1 Bin  „-7t  li  sin  ■    n 


-   m  — 
(I.  h. 


ro 


I dx  =  —  cotir  —  X  —  cotir  -  ä  . 

J  x"  -  1  n  L       ^    «  ^   «      J 

—  00 


Hieraus  aber  fliesst  weiter 


00 


u 

eine  Form;  die  durch  die  Substitution  f/**  =  x  und  nachherige 

Vertauschung  von  oder     -    -  mit  —  in   die  fol- 

gende  übergeht: 


00     m  '"        I 

MM  ' 


/  1  —  a;  *""»  ^    n 

0 


£/a;  =  TT  [cotg  -  Ä  —  cütg  —  ;r). 


Bedeuten  nun  a  und  b  von  0  und  1  verschiedene  echte  Brüche, 
so  bleiben  cotg  ax  und  cotg  bx  stetig.  Ausserdem  aber  ändert 
sich  das  Integral 


00 


MX  —   X  j 

0 


continuirlich  mit  a  und  b.    Denn  bildet  mau  z.  B.  das  Integral 


00  00 


«— l 


X 


in  welchem  a  dem  a  sich  ins  Unendliche  nahem  soll,  und 
zerlegt  das  Integral  in  drei  andere  zwischen  den  Grenzen  0 
und  y,  y  und  g,  ff  und  oo,  wo  y  <  l,  ff  aber  >  1;  so  folgt 
zunächst,  dass  einerseits 


%  D 

andererseits  hingegen 


/ 


/ 


«— 1         _«— 1  f-a-  1  hO-l 


X  —  X 


=   S ZLI fn  — 


!t_  dx  =  «-—=1-1—  (ff  —  y) 


y 


ist,  wenn  |  einen  Mittelwerth  zwischen  y  und  ff  vorstellt. 
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Zwischen  den  Grenzen  0  und  g  moss  sonach,  weil  der  Ge- 
dankengang in  Bezug  auf  h  ganz  ähnlich  sich  gestaltet,  unser 
Ini^ral  in  stetiger  Weise  von  a  und  h  abhängen. 

Indem  man  jetzt  weiter  bedenkt,  dass  innerhalb  des  In- 
tervalles  von  g  bis  oo  die  Differenz  a:*~*  —  a:*"*  niemals  das 

Zeichen  wechselt  und  dass  der  Factor  -i zwischen  g  und  oo 

X 

nie  unendlich  wird,  gewinnt  man  offenbar  die  Beziehung 


00  oo 


9  9 

Daraus  aber  folgt ,  wie  man  auch  hier  unmittelbar  behaupten 
darf,  die  Stetigkeit  des  ursprünglichen  Integrales  zwischen  g 
und  oo  in  Bezug  auf  a  und  h. 

Aus  allem  diesem  ergiebt  sich  daher  in  bekannter  Weise 
die  Allgemeingültigkeit  der  Gleichung 


OD 

/ 


— ___e/a:  =  Ä[cotgflr;r-  cotg^Ä],  o<ä<i. 


Setzt  man  in  derselben  h  ^=^\  —  a  voraus,  so  verwandelt 
sie  sich  in  die  folgende 


/ 


OD 

-  dx  =  2x  cotg  ax. 


1  — a? 


Hieraus  aber  schliesst  man. weiter,  wenn  mau  das  Integral 
in  zwei  andere  zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  1  und  oo  zer- 

1^  und   in   dem  zweiten  der  Theilintegrale  x  mit  -   ver- 
tauscht, dass 

1 

/•     «— 1  -n 
_. (ix^=  n  cotg  ax 
1          X 


^I 


0 

ist 
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II.  Kapitel. 
Theorie  der  Euler'sohen  Integprale. 

§.  30. 
Definition  des  Euler'schen  Integrales  erster  Gattnngr« 

Unsere  vorhergehenden  Entwicklungen  haben  xms  nament- 
lich die  Kenntniss  eines  Integrales  verschafiR;^  das^  wie  wir 
bald  sehen  werden ;  für  die  jetzt  folgenden  Untersuchungen 
von  wahrhaft  fundamentaler  Bedeutung  ist.  Wir  meinen  das 
Integral 


OD 

f' 

f) 


1  +0;     ' 


dessen  VVerth  für  0  <  a  <  1  bekanntlich  -. heisst.    Otfeu- 

Bin  an 

bar  wird  dasselbe  als  specieller  Fall  des  Integrales 


r\v"-'  da: 


(1  +  x) 

zu  betrachten  seiu^  wenn  diesem  ein  völlig  bestimmter  Sinu 
beigelegt  werden  kann.  Diese  nöthige  Vorfrage  aber  ist  hier 
ohne  Mühe  zu  beantworten.  Denn  augenblicklich  erhellt,  dass 
wegen  der  untern  Grenze  die  Gonstante  a  nothwendig  grosser, 
als  Null  sein  muss.  Und  bedenkt  man  nun,  dass  in  dem  Aus- 
druck 

der  Factor  ^  =  -> ;     für  ein  unendlich  werdendes  x  die 

('^-)'  .  : 

Einheit  zur  Grenze  hat;  so  kommt  auch  hier  die  Discussiou 
des  Integrales 

/   *-'":'_'' ^'  =    /  .ri-^-i  ;»  dx 

auf  die  Betrachtung  des  Integrales  f  x'*~^  ^  dx  zurück.  Inte- 
grirt  man  also  unserm  Fundamentalprincip  zufolge  von  einem 
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beliebig  grossen  p  bis  zu  einem  beliebig  grossem  q^  so  zeigt 
sich^  dass  mit  wachsendem  p  und  q  das  Integral 


p 


und  folglich  auch  Jx^^^-^  ^  dx  unter  jede  angebbare  Grenze 

p 
sinken  wird,  wenn  a  —  c  negativ,  somit  c  >  a  ist.    Schreiben 

wir  daher  c  =  «  +  ^,  so  haben  wir  die  Form 

0 

Nach  Legendre's  Vorgange  belegen  wir  ein  solches  Inte- 
gral mit  dem  Namen  des  ,^uler'schen  Integrales  erster  Gat- 
tung, erster  Ärt'^,  und  wir  werden  dasselbe  mit  Binetjdurch 
das  Symbol  B{a,b)  andeuten,  bemerken  aber  dabei,  dass  man 

sich  auch  der  Schreibweise  ( -  )  bedient. 


§.  Hl. 

Umformung  Ton  I({a,b)  mittelst  Substitution;  Beziehungen,  die 

daraus  erwaebseu.*) 

Setzt  man  in  dem  Integrale 


t> 


B{a,b)  =    f  ^-% 


statt  ::— 7--    die  Grösse  1  — y,  d.  h.  x  =  7-^,  so  bekommt 

man,   wenn  nach  vollzogener  Substitution  der  Integrations- 
buchstaben wieder  x  genannt  wird,  die  andere  Form 


*)  Man  vcrgl.  J.  Binet.  Memoire  siir  les  intdgralcs  df^finics  Eule- 
nennes,  et  aar  leor  application  ä.  la  throne  des  suites,  ainBi  qu'  a  T^va- 
loation  des  fonctions  des  grands  nombres  in:  Journal  do  Tdcole  poly< 
iedinique,  cah.  27. 
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B{ay  h)  =Jaf-^  (1  —  x)^^  dx.*) 


Uud  hieraus  folgt  augeublicklich  durch  Vertauchung  von  x 
mit  1  —  X 

B{a,b)  =Jx^-^{l-xy-'dx  ==/a^-^{l—xY-^dx  =  B(b,a). 

1 
Das  Integral  /  x'^^  (1  —  a:)*~*  dx  hängt  sonach  symme- 
trisch von  den  Parametern  a  und  b  ab^  obgleich  der  zu  in* 
tegrirende  Ausdruck  keinesweges  eine  symmetrische  Function 
von  ihnen  vorstellt. 

Weniger  einfach  würde  man  dieses  Fundamentaltheorem 

1 
erzielt  haben^  wenn  man  in  I  xf^'^  (1  —  xj^^  dx  die  Variabele 

X  =  ~--^-  gesetzt  hätte;  indess  bietet  diese  Substitution  noch 

den  andern^  hier  zu  berührenden  Vortheil,  dass  man  mittelst 
derselben  ohne  Mühe  die  Berechnung  der  Function  B(b,b) 

auf  die  des  Integrales  By-^}  ^)  zurückzuführen  vermag.  Denn 

man  hat 


—  1 
1  1 


CO 

J*    a'**~  *  fix 
. mittelst  der  einfacheren 

0 

Substitutiou  -— ,—    =^,  d.  b.  a? -= umgeformt,    so   h&tte   man 

1 
das*  Integral  /j?^~'  (l  —  xf~^  dx,  d.  i.  nach  Binet's  SchreibweiBe  B{b,a) 

0 

— ^£_^  müsste  hiemach  zunftchat  bei 

(1  +  xY ' 

Anwendung  der  Binet'schen  Bezeichnung  durch  Bib^a)  vorgestellt  wer- 
den. Der  Vergleich  beider  Substitutionsresultate  aber  zeigt  dann,  da« 
B{a,  b)  fmi  B(b,  a)  ist.  Uebrigens  Iftsst  sich  aus  B{b,a)  sofort  B(a,b) 
durch  Yertauschung  von  x  mit  1  —  x  erzielen. 
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0 

und  daher  ist  für  a  =  b 


1 

^(*,»)=^-./(i-yO*-'rfy- 

0 

Das  Integral   rechts   aber  nimmt  für  y*  =  u  die  Form 


2     I  (1  —  ti)*-^ti*       ^ti  an,  und  folglich  ergiebt  sich  der 


0 

von  Legendre  gefundene  Satz 


Hb,b)  =  ^,B(^l,by 


Eine  andere  interessante  Eigeuscliaft  der  Function  If(a,  b) 
gewinnt  man  durch  folgende  Betrachtung.    Äddirt  man  uäm- 


00  OD 


/x"-^  dx         r  x^-^  dx 
.    ,     x«+^  und    I    TTT — ^^^4:^, 


so 
0  0 


kommt 


+  a;*-')  dx 


0  u 


«+* 


"^  2  j    (1 + «)•+*" 

1 


Jedes  von  diesen  Integralen  aber  geht  in  das  andere  über, 
wenn  man  in  ihm  x  mit  —  vertauscht.  Und  demnach  ent- 
springt die  Gleichung 


OD 


i  0 

die   von   Euler   für   den   Fall   a -|- &  =  1    gefunden*),    von 
Legendre  aber  als  allgemeingültig  erkannt  wurde. 


0  1 


Vergl.  S.  29- 
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30 

/f — *  da- 
.    statt 
(1  +  x)^ 


X   ^**',  SO  folgt 


CO 


J     (1  +  «*")"+*  J     (e* +  «-")«+* 

—  X  -    « 

CO 

0 

Mithin  ergiebt  sich  für  /i  =  /  -|-  r,  ö  =  ^  —  r 

0 


§.  32. 

TbeoremO)  welche  aus  der  Aendemng  der  Jirgumente  a  und  h 

game  Zahlen  entspringen. 

Unterwerfen  wir  das  Integral 

der  theil weisen  Integration^  so  gewinnen  wir  den  Satz 

1.  B(a,b+V)=  J /?(«+!,/.). 

Andererseits  aber  ist 

f  af-^il  —  xy  dx  =  j iv^~'{l  -'j:^^~'dx  —  j x''{l  —  x)^^dx, 

0  U  0 

d.  h. 

/?(«,  fr  +  1)  =  ^(a,  ft)  -  2?(a  +  1,  b), 

und  daher  entspriugt  der  Gleichung  1.  zufolge  die  neue  Be- 
ziehung 

2.  B{a,b)  =  "-^l'  ß{a+l,b) 


a 


Üa  diese  Formel  fiir  jedes  positive  a  und  b  Geltung  be- 
sitzt^ so  kann  man  dieselbe  wiederholt  in  Anwendung  bringen. 
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Bezeichnet  mithin  n  eine  ganze  Zahl;  so  hat  man  das  schon 
seit  Stirling  bekannte  Theorem*) 

3.  B{a,  b)  — —-^^^-^-^^..^.^_^^  B{a+n,b). 

Indem  man  hierin  rr  =  1  setzt  und  bedenkt  ^  dass 

^(1,  ^)  =    /\r«^i  (1  —  xy-^  ^^  =  \y 

0 

gewinnt  man  noch  die  Beziehung 

B{h,  n  +  1)  —  ^::j_  j)  (^  _|_  2)— : ~{b  +  ^) ' 

also 

4.  //  ^«> ,  w j  =  ^7(^-qri)  (^-4. 2) .  .T.  (T+  fT-ij ' 

eine  Formel,  welche  von  Wallis  gefunden  ist.*) 

Vermöge  der  Gleichung  3.  kann  nicht  nur  die  Function 
^  (fl  +  n,  b)  auf  das  Integral  B  (a,  b)  zurückgeführt  werden, 
sondern  auch  für  B  {a  -j-  n,  b  -\-  h)  ist  dies  möglich ,  sofern 
h  gleichfalls  eine  ganze  Zahl  ausdrückt.  Denn  man  hat 
zonächst 

anderseits  aber  ist  ebenfalls  nach  3. 

mithin  schliesslich  durch  Verbindung  beider  Relationen 

5.  B{a  +  n,b  +  h) 

a{a+l)(a+i)..,.{a+n-l),b{b  +  l)(b+2)l,..{b+h-l)  ,         . 

Diese  Gleichung  aber  kann  wiederum  zur  Darstellung 
eines  Abhängigkeitsverhältnisses  der  Function  B  {a — n,  b — h) 
von  B  (a,  b)  dienen,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  a  —  n  und 
h^h  grosser,  als  Null  sind.     In  der  That  erhält  man  sofort 

B  {a  —  n,b  —  h) 

=  »  r«    h\  la-n+b-h){a  —  n  +  b^h+i) (a^n  +  b)...(n  +  b^  l) 

^"'  '^Ma  —  n)  (a  -  «  +  1) (a  _  1)  (6  -  h)  .  . .  {b  —  1) 

^  {a  +  b-l)(a  +  b-2) (a  +  b-h^n) ^  ,         . 

(a  -  1)  (a  ~  2) (a-n){b^l)(b  -  2)  . .  .  .  (6  -/i)  ^  '^''^  ^> 


*)  Vergl.  J.  Binei  Memoire  aur  lea  integrales  dtSfiiiies  Euldriennes  etc. 
in:  Journal  de  T^ole  polytechnique ,  cah.  27,  p.  138. 
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Ganz   ebenso   einfach   wird  endlich  aus  Gleichung  3. 
entspringen: 

6.    B{a  +  n'\'h,b  —  h) 

^  B  Ca   Ä^  g  -  (^  +  1) (a  +  n  +  A  —  1)  

^  y^f  ""j  (Ä».i)(Ä-2)....(6-Ä)(fl-H)(«+6+i) (fl+H^t— 1) 

wo  n  und  h  selbstverständlich  ganze  Zahlen  bezeichnen;  denn 
raan  hat  nach  und  nach: 

und 

§.33. 
Darstellnngr  Ton  B  (a«  h)  dnreli  ein  nnendliehes  Prodvet« 

Der  natürlichste  Weg^  welcher  sich  jetzt  zum  Zwecke 
weiterer  Untersuchungen  darbietet  ^  ist  offenbar  der,  nachzu- 
sehen, was  aus  der  Gleichung 

wird,  wenn  man  sich  das  n  wachsend  denkt.  So  würde  augen- 
scheinlich unsere  Function  B  (a,  b)  durch   ein  unendliches 

Product  dargestellt  werden,  falls  derErgänzung8factor.ff(a4-^7^) 

1 
=  /  (\  —  xf^^af'^'*'~^dx  mit  unaufhörlich  wachsendem  n 

der  Einheit  sich  näherte;  allein  eine  leichte  Untersuchung 
zeigt,  dass  in  dieser  Weise  eine  Vereinfachung  der  genannten 
Art  bei  B  (a,  b)  nicht  erzielt  wird. 

Beachtet  man  nämlich,  dass  x  zwischen  0  und  1  sich 
befindet,  so  muss  offenbar  die  Differenz 

B  {m,  b)  —  B  {m,  h)  =f\l—xf-^  sf"'-^  (1— af  — )  dx 

der  beiden  Integrale  B  {m\  b)  und  B  (tw,  b)  pasitiv  sein,  wenn 
m  >  tn.  Wuchst  also  das  eine  Argument  der  Function 
B  (a,  b),  so  nimmt  das  Integral  ab  und  folglich  muss  mit 
unendlich  wachsendem  u  das  Integral 
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B{a  +  n,  h)  =/^~^  (1— a;)«+'— *  dx 

die  Null  zur  Grenze  haben. 

Nun  folgt  aber  noch  aus  B  {m\  b)  >  B  (m,b),  dass 

B  (m,  b)  . 

B{m,b)  ^ 

SoUte  es  daher  nicht  möglich  sein ,  dass  für  unendlich  wer- 

dende  ni  und  m  der  Quotient  ß\^* ^\  von  1  um  weniger  als 

eine  noch  so  kleine  Grosse  verschieden  ist?  Wäre  dies  etwa 
der  Fall,  so  würde  offenbar  der  Quotient 

B  (g,  h)    ^  a{a  +  b) («*  -f  n  —  1)  (a  +  6  +  n  —  1)     B(a  +  n,  b) 

B  {fl\  b)  ilfl+  6)  . . . .  (a  +  n  —  1 )  («'+  A  +  n  -  1 )     Ä  («'  +  n.  6) 

augenblicklich  als  unendliches  Product  sich  darstellen  lassen. 
Ein  solches  Verhältniss  aber  findet  in  der  That  hier 
Statt.  Denn  lassen  wir  die  Grossen  m  und  m  so  wachsen, 
dass  stets  m'  -{-  h  >  m  i&iy  wo  A  eine  constante  ganze  Zahl 
ausdrückt;  so  hat  man 

B  {m  +  h,  b)        - 

B{m,b)        ^    ^' 

Pur  B  (m'y  b)  aber  gilt  jetzt  die  Gleichung 

^(^y^)^     ^ :^-:^irx:^ —  ^yp^  +  '^^  ^h 

und  hieraus  entspringt,  da  h  constant  bleiben  soll, 

B{jd  '\-h,b)  =  <iB{m,b\ 

wo  <y  ersichtlich  einen  der  Einheit  sich  nähernden  echten 
Bruch  bezeichnet.  Mit  Benutzung  dieser  Relation  aber  geht 
aus  der  Ungleichheit 

B  {m  +  h,  b)        . 

B{m,b) 

unmittelbar  die  andere  hervor 

B  (m\  b)         i_ 

B(m,b)    ^    ö  ' 

and  somit  hat  man  die  Beziehung 

J.  B  (m\  b)  . 

a    ^   B(m,b)    -^      ' 

Daher  ist  schliesslich 

""*  B  (»I,  b)  ^' 
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MiÜiiu  besteht  wirklich  die  Gleichung 

ma.b)   _a\aJ^b){a+l){a  +  b  +  i){a+2){a  +  h-\-2) .     .  ^ 

B  («  ,  b)         a(a+b){a  +  1)  («'  +  />  + 1)  (fl  +  2)(a'+6  +  2) . .". . .       "^ ' 

Indem    man    aber    hierin    a  =  1   setzt,    entspringt   wegen 

^^  ^^  b      a{b+i)     («  +  1)  (Ä  +  2) 

Weil  aber  vorstehende  Gleichung  für  jedes  positive  a  und  b 
Geltung  besitzt,  so  darf  man  auch  statt  a  a  •-\'  \  schreiben. 
Wird  diese  Substitution  vollzogen,  so  kommt 

n(nJ^^    h\—^       l{a  +  h  +  \)       2(^7  +  6  +  2) 
Ißy^a-t  h^)  —  y  •  (^a+m+'i)  '  («  +  2)  (A  +  2)  •  • 

und  hieraus  fliesst  in  Folge  der  Relation  B  {a,  b) = ^j-B  {a  + 1,  b) 
sogleich  wieder  die  schon  von  Euler  gekannte  Gleichung 

i?/^äN_«  +  *         Un+b+\)  2(a  +  b  +  2) 

^  ^  '  ^^  ab         (a  +  1 )  {b  +  1)       (fl  +  2)  (6  +  2) 

Elegant  lässt  dieselbe  sich  darstellen,  sofern  man  das  Pro- 
ductenzeichen  in  Anwendung  bringt-,  man  erhält  so 

"^ '  '        «*  I  i  («  +  »)(*  + «) 


•  •  •  ■  > 


§.  34. 
Definition  der  Gammafbnctlon. 

Schon  die  nächstfolgende  Untersuchung  wird  lehren,  in 
welch'  innigem  Zusammenhang  das  Euler'sche  Integral  der 
ersten  Art  mit  dem  der  zweiten  Gattung,  der  sogenannten 
Gamma function  steht.     Man  begreift  hierunter  nach  Le- 

gendre  ein  Integral  von   der  Form  f  e-*  x"^^  dx  und  be- 

0 

zeichnet  dasselbe  mit  dem  genannten  Forscher  gewohnlich 
durch  das  Symbol  r{ä). 

Wie  aus  den  Elementen  bekannt  ist,  lässt  ein  solches 
Integral  unbestimmt  nur  für  ein  ganzes  a  sich  integriren. 
Soll  für  irgend  ein  a  dasselbe  zwischen  den  Grenzen  0  und  cx> 
genommen  werden,  so  ist  offenbar  vorher  zu  entscheiden,  ob 
ein   derartiges  Beginnen  nicht    auf  Ungereimtheiten    führt. 
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Diese   Frage  beantwortet  sich  für  die  obere  Grenze  sofort, 

wenn  man  nur  erwagt,  uass  wegen  e^  =  \  -\-  -  -\-   *      4- 

die  Grösse  e~'  kleiner  ist,  als  eine  Constante,  dividirt  durch 
jede  noch  so  hohe  Potenz  von  x\  es  wird  folglich  für  die 
obere  Grenze  das  Integral  nicht  sinnlos.  Dagegen  muss 
wegen  der  Grenze  Null  die  Constante  n  wesentlich  positiv 
sein ,  weil  —  wie  unmittelbar  einleuchtet  —  für  a  <  0  das 
Integral  einen  unendlich  grossen  Werth  darbieten  würde. 

Leicht  würde  es  nun  sein,  schon  jetzt  einige  Eigenschaften 
dieser  äusserst  wichtigen  Gammafunction  abzuleiten;  wir  be- 
schranken uns  jedoch  vorläufig  auf  die  Bemerkung,  dass  man 

nach  Gauss  das  Integral  f  e~^  ^^.«  -i  ^f^  zweckmässiger  durch 

0 

11  {it — 1)  bezeichnet,  dass  aber  diese  Bezeichnungsweise  nicht 
eine  so  grosse  Verbreitung  als  die  Legendre'sche  gefunden  hat. 


§.  35. 


—b 


Darstellnng  von   B  {a-\-n,  b)  durch  m    "  r(/>)  für  ein   anendlich 

^08808  n. 

In    §.  33    erwähnten    wir,    dass    der  ErgUnzungsfactor 
B  {a  -^  Hy  b)  der  Gleichung 

für  ein  ins  Unendliche  wachsendes  n  der  Null  sich  nähert. 
JNur  dies  ist  nicht  klar  geworden,  wie  die  Annäherung  an 
Null  geschieht.  Um  hierüber  jetzt  Aufschluss  zu  erlangen, 
setzen  wir  der  Kürze  halber  a  -]-  n  —  1  =  m  und  substituiren 
in  dem  Integrale 

/?  (ö  4-  w,  b)  =/.!•*->  (l--.r)"'  dx 

0 

statt  X  die  Grosse  -^,     Dadurch  gewinnen  wir  die  Form 

m 

B{a  +  n,b)^  m    *  /*r*    ^  (l  —  ^^  j    dz. 

0 

Wäre  nun  hierin  z  von  m  unabhängig,  so  würde   für  ein  un- 

Mktxb,  bettimmte  Integrale.  7 
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endlich  grosses  m  der  Ausdruck  |  1 ^J    offenbar  mit  e~' 

gleichbedeutend  und  sonach 

^(/i-l;:  w,z^)  =  w-''  r(h) 

sein.  Obwohl  nun  von  einer  derartigen  Substitution  unmittel- 
bar nicht  die  Rede  sein  kann,  so  lässt  sich  doch  fragen, 
welche  Bedingungen   erfüllt  sein  müssen ,   wenn  für  ein  mit 

m  veränderliches  z  die  Potenz  ( 1  —  --  j     der  Exponential- 

grösse  c~'  gleichgesetzt  werden  soll. 

Diese  Frage  wollen  wir  in  dem  folgenden  Paragraphen 
zu  beantworten  versuchen. 

§•  36. 
Bedingrnngr,  unter  welcher  lim  (i— ^)"*  =  c~-  gesetzt  werden  darf. 

Bekanntlich  lässt  sich  jede  zweitheilige  Grosse  1  —  tf, 
in  der  u  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet^  durch  einen 
Ausdruck  von  folgender  Form  darstellen: 


V        m'       m' 


•    •     •    • 


Nennen  wir  nun  der  Kürze  halber  die  Summe 


II*        ,       M*        I       tl* 


so  ist  offenbar 
U>%  und  <^(l  +  „  +  „*  +  „3+....)  =  ^'  .-L_; 

Daraus  folgt,  dass  für  «  <       die  Grösse  U  zwischen  u'  and 

sich  befindet  und  demnach  =  9^  li^  gesetzt  werden  kann, 

wenn  0*  einen  zwischen  —  und  1  liegenden  Factor  ausdrückt. 

Ist  mithin  —  =  w  <  ^ ,  d.  h.  ist  r  <  ^,  so  dürfen  wir 
stets  die  Gleichung  bilden 

(>-:)■—-<• 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  sofort.^  d<iss  wie  beim  coustanten  z 
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lim  (1 —  *  j      =  ^-=  Statt  finden  wird,   wenn  nur  das  hier 

veränderliche  z  langsamer  als  ym   wächst,   also  lim  —  ==  0 

wird.     Dagegen  nähert  sich  der  Factor  e~^-,^   einer  von  der 
Einheit  verschiedenen  Grenze,   sofern  hm  *    =  cx)  ist,   oder 

wenn  —  einen  endlichen  Werth,  was  z.  B.  für  z  =  -  Vm  —  3 

eintritt,    erwirbt.     In    allen    Fällen    aber   ist  (l—  '  V    nie 
grosser,  als  e~'  ^  selbst  wenn  z  bis  m  geht. 

§.  37. 
Untersnclinng  des  Integrales  fz^~^  (i  —  J,)'/- 


Die  vorhergehende  Betrachtung  liefert  uns  augenblicklich 
das  Mittel,  eine  genaue  Kenntniss  des  früher  gewonnenen 

Integrales    /z*~m1  —  — j    dz  uns  zu  erwerben.     Dabeiist 

indess  der  Umstand  nicht  zu  übersehen,  dass  nicht  für  das 
ganze  Intervall  von  0  bis  m  unsere  Annahme  -  <  ^  befrie- 

digt  wird  und  sonach  auch  nicht  unmittelbar  |1 j =^-=^-^^ 

gesetzt  werden  kann.  Zerlegt  man  aber  das  Integral  in  eines 
von  0  bis  p  und  in  ein  anderes  zwischen  den  Grenzen  p  und 
m  und  setzt  zugleich  voraus,  dass  die  zwischen  0  und  m  bc- 

findliche  Zahl  p  stets  die  Bedingung  lim  -    ==  0  erfüllt;  so 

darf  man  offenbar 

C 2^-iU  —  jX  dz  mit    i\'^-^  e-^-~»\ndz 

0  0  ^ 

identificiren,  während  man  für  das  Integral  von  p  bis  m  so- 
gleich die  Beziehung 

f» 

e-'  z^-^  dz 


,f^'-i'-vX'^<f 


....     KK)    _ 

gewinut.     lind  ucniit  man  uun  M  den  zwischen  dem  Maxi- 
mum  und  Minimum  von  e-^„.  inncrlialb  des  lutervalles  von 


s» 


0  bis/?  befindlichen  Fjxctor,  welcher  der  Gleichunfr^lim  e~**^i,  =  1 
zufolge  mit  w<ichsendem  p  und  m  gleichfalls  der  Einheit  sich 
nahern  wird;  so  ist  in  aller  Strenge 


IM 


ü 

ZU  setzen,  wo  mit  wachsendem  p  a  die  Null  zur  Grenze  hat. 
Für  das  zweite  Integrfil  hingegen  hat  man  augenschein- 


lich die  Gleichung 


M 


lim    r  z''  ^f]  -  '-Y   (tz=(). 


V 

tH 


Da  nun  B  {a  -{-  n ,  b)  =  m^^    j  c*    *  (\  —  —  j  r/r  gefunden 

0 

wurde;  so  wird  jetzt  in  völliger  Strenge  di<;  Beziehung  be- 
stehen 

B(a  +  n,b)  =  m-^  r{h)  (1  +  a). 

§.  38. 
Darstellung  der  (jummaftanctioii  durch  ein  nnendllches  Produet« 

Setzen  wir  nunmehr  in  der  Gleichung 

^^"rn  a.(a  +  l)(a+2) (a  +  n-1)       ^        1  W,W— OO 

a  =  l,  so  entspringt 

n^)  =  ,,.(,,  4_  1) (,; + „)^  '^  =  «>• 

Beachtet  man  aber,  djiss  im  Unendlichen  m  ^=  a  -\-  n  —  1 
und  n  das  Verhaltniss  der  Gleichheit  besitzen*),  so  kann 
man  auch  schreiben 

*)  ITnt^T  dit^er  Aufidrucksweiao  verstehen  wir  die  Beziehung 

lim  "  +  «-»_   1. 

n 
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Diese  Gleichung^  welche  also  r(b)  durch  eine  unendliche 
Factorenfolge  darzustellen  lehrt,  bildet  eine  der  schönsten 
und  frühesten  Entdeckungen  Euler  s.  In  einem  an  Goldbach 
gerichteten  Schreiben  vom  13.  October  1729*)  theilt  er 
nämlich  ohne  irgend  eine  weitere  Auseinandersetzung  den 
ins  Unendliche  verlaufenden  Ausdruck 

ji-6^2*       2^~*.3*       3^""*.  4* 


i  +  b  2  +  A  S  +  fj 

als  Losung  einer  Interpolatiousaufgabe  mit,  und  in  diesem 
Sinne  wurde  dies  Product  auch  von  Euler  zuerst  im  2.  Bande, 
Elap.  17  seiner  Differentialrechnung  bekannt  gemacht.  Dass 
jenes  unendliche  Product  aber  nur  eine  veränderte  Form  des 
obigen  ausdrückt,  ist  leicht  iu  sehen;  denn,  da  in  der  Un- 
endlichkeit n*  mit  {n  +  1)''  vertauscht  werden  darf,  so  erhält 

man  sogleich,  wenn  (/i+  1)*  =  (|j    [jj   Qj V  ^  7 

gedchrieben  wird. 


|1  —  b      ab     q1 — b      nb      q1- 

A*+l)=H-+f-^:Ff--ä 


«=CX>. 


Auch  Gauss  ist  in  seinen  berühmten  Untersuchungen 
über  die  hypergeometrische  Reihe  auf  die  Gleichung  1  ge- 
fuhrt worden  und  hat  sie  zur  Definition  der  Gammafunctionen 
benutzt,  ein  Verfahren,  das  ohne  Zweifel  bei  der  Betrachtung 
der  Gammafunctionen  an  sich  vor  jeder  anddrn  Erklärung 
derselben  den  Vorzug  verdient.  Denn  sie-  bietet  vor  allem 
den  Vortheil,  dass  für  negative  gebrochene  Argumente  die 
Function  Gamma  nun  nicht  aufhört,  eine  bestimmte  endliche 
Grosse  zu  sein.  Es  lässt  sich  nämlich  sogleich  zeigen,  dass 
Gleichung  1  für  b  —  1  noch  Geltung  besitzen  nmss,  sofern 
sie  nur  für  irgend  ein  Argument  b  nicht  ohne  Bedeutung  ist. 

In  der  That,  aus  1  ergiebt  sich  sofort 

^  W  —  y  •  (^  +  1)  (A  +  2) (6  +  „  -  1)  •  ^T+T'  "  ~  ^• 

Da  nun  im  Unendlichen  zwischen  n  und  n  -\-  b  zuletzt  das 
Verhältniss  der  Gleichheit  besteht,  so  hat  man  auch 


•)  Correspondance  matbdmatique  et  iihysique  de  quelques  celebrcB 

g^m^tres  du  XVIIl^*'*  sidcle  etc.   par  P.  H.  Fuss.    Tome  I.,   page  ;J. 
St.  Pctersbourg  1843. 
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1  1       *>       M  •    n 

d.  h. 

1.    r{b)  =  {b—[)  r(/>— 1). 

Obeu  aber  wurde  gezeigt,  dass  unter  Voraussetzung  eiues 
positiven  b  für  ein  ohne  Aufhören  wachsendes  n  die  Glei- 
chung 1.  wirklich  zum  Vorschein  kommt,  mithin  muss  nuu 

vermöge  der  Beziehung  r(b  —  l)  =  i_f  auch  r{b  —  1)  noch 

dann  eine  bestimmte  Grösse  ausdrücken,  wenn  b  einen  posi- 
tiven echten  Bruch  bedeutet.  Daraus  aber  fliesst  immer  mit 
Berücksichtigung  der  Relation  J.  sogleich  weiter,  dass  über- 
haupt für  ein  gebrochenes  negatives  Argument  die  Function 
r{b)  nicht  ohne  Bedeutung  ist,  sofern  ihre  Definition  durch 
die  Gleichung 

« 

gegeben  wird. 

Bezeichnet  hingegen  b  eine  negative  ganze  Zahl  oder 
die  Null,  so  muss  in  Uebereinstimmung  mit  unserer  ursprüng- 
lichen Erklärung  der  Gammafunction  als  bestimmtes  Integral 
auch  hier  r(b)  eine  unendliche  Grösse  vorstellen. 


§.  39. 

Fandamentaltheoreme  über  Gammafanetionen ,  gestfitzt  anf 

Gleichung  1. 

* 

1.     Vorhin  haben  wir  mittelst  der  Definitiousgleichung  1. 
in  höchst  einfacher  Weise  das  Theorem 

1.  a  r{a)  =  r{a  +  1) 

entwickelt.  Ausser  diesem  bestehen  aber  noch  zwei  andere 
Fundamentaleigcnschaften  der  Gammafunction,  die  wir  jetzt 
erörtern  wollen. 

2.  Bedenken   wir  zunächst,   dass  dem  Vorhergehenden 
zufolge  für  r{a)  die  Gleichung  Statt  findet 

^    ^  a        (//  -f-  1)  (rt  +  2) [a  -\'  n)  ^       '         '" 
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wo  e^  mit  wachsendem  n  verschwindet;  so  wird  offenbar 

wo  ebenfalls  wieder  lim  €\  =  0. 

Multiplicirt  mau   nun    beide  Gleichungen   mit  einander^ 
80  kommt 

na)  r(l  -  a) 

™  ^— a»)(2«-a»)  .:::(««-«»)  ■  n+l-a  ^1+«»^  11  +  «»; 

^ (H-  O  (1  + «;)  _I_ 

.('-S)(--l)  ■■:..(-::)  '+■:" 

Diese  Beziehung  aber  vereinfacht  sich  für  n  =  oo\  denn 
in  diesem  Falle  wird 

lim  (l  +  e„)  (l  +  ^'.)  •    -1_«  =  ^ 

l+  — 

n 

und«  (i— Tt )  (^~2«) (  ^~~«  )    S®1^*   "^^*    Benutzung 

der  bekannten  Formel 


•-^-(-S)(-.A)(-Ä) 


in  den    Ausdruck  —  sin    öä  über.*)     Für    beliebige    reelle 

Werthe  von  a  gilt  daher  die  zweite  Eigenschaft  der  Gamma- 
function 

n.  r(a)  rn  -«)  =  -^ — 

Zwar  ist  dieselbe  für  ein  ganzes  a  und  «  =  0  ohne  eigent- 
liche Bedeutung,  weil  ihre  beiden  Seiten  auf  das  Unendlich- 
grosse führen,  indess  kann  man  der  Analogie  zufolge  auch 
für  diesen  Fall  die  Gleichung  IL  als  richtig  ansehen,  nur 
muss  man  sich  hüten,  bei  der  Form  co  =  oo  an  eine  wirk- 
liche Gleichheit  zu  denken. 


*)  Vergl.  §.  83,  5. 
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3.     Bezeichneu  r  und  m  ganze  positive  Zahleu,  so  ist 


tH 


(1+««) 


Wl/    ,     »  \ 1.2.3 n  .  n 

^  ^^  "*^"f+:)(«+:+')-----("+"+^-') 

r 

1.2.3 n  .  m  m  /<     t^      v 

Daraus  folgt,  wenu  r  =  0,  1, m  —  1  gesetzt  wird 

uiid  sänimtliche  Gleichungen  mit  einander  multiplieirt  werden, 

rw/'(«+i)/>+i) r{'+'^) 

m4-l 
mn J— 

(1.2.3 nY"  .ni^"  ,  n    ^_  ,.     i     A  \. 

ma'{ma-\-\) (ma-^-mn  —  l)    ^       '       *-'' 

d^    bedeutet   hierbei    selbstverständlich    wieder    eine  Grosse, 
welche  mit  wachsendem  n  der  Grenze  Null  sich  nähert. 

Nehmen  wir  nun  andererseits  ;7ia  als  Argument  der  l\uic- 
tion  Gamma  und  schreiben  wir  mn  statt  des  beliebigen  n, 
so  erhalten  wir  die  Beziehung 

r\ma)=---  ^-ji"^         (rnn)'--'^  (1 +(»0,  um  (j/  =  0. 

Diese  Gleichung    aber    mit    der   vorhergehenden    verbunden 
zeigt  sofort,  dass 

r<->/K) ri^-") 

m-'^  r(mn) 


n    « 


sein  wird.     Es  fragt   sich  daher  bloss  noch,   welchen  Werth 
wir  dem  Ausdrucke 


(1  .2.3 »)'"     ^  .,       1 

i  .  2  .  3 m  H  m—l 


n     - 


für  ein    unendliches  n   beizulegen   haben.     Denn  dass  diese 
Grösse  mit  wachsendem  n  einer   Grenze  9(w)   sich    nähern 

muss,  sofern  wenigstens  keines  der  Argumente  a^  a  •\ —  , . . . 
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mit  Null  oder  einer  negativen  ganzen  Zahl  zusammenfallt, 
leuchtet  unmittelbar  ein. 

Der  einfachste  Weg,  diese  Grenze  (p{ni)  zu  entdecken, 

aber  besteht  in  Folccendem.     Setzt  man  nämlich  a  =       und 

beachtet,  <lass  Jr(l)  ersichtlich  =  1;  so  hat  man  zunächst 

r(i)r(i) r(^)-^- 

Uud  schreibt  man  mit  Gauss  die  Gleichung  nochmals,  indem 
man  die  Ordnung  der  Gammafunctionen  umkehrt;  so  bekommt 
man  aus  dieser  neuen  und  der  vorhergehenden  Gleichung 
die  andere 

r{h)i\-  i)r(  j)  n-  f  )•  ■  •  -nr-^wi^ 


=[^]' 


Mit  Benutzung  des  Theoremes  IL  aber  heisst  dies 

.««—1 


n  n 

•  •  •  • 


.     «         .     2 «  .      m — 1  .    «     .    2  «  .     m — 1  • 

Bin  —      am  —  sin  ^        sin  —  sm  — Bin '"f 

mm  m  mm  m 


-[^j 


Nun  ist  bekanntlich 

»•-1 


I  I  sm  —  =      --,  *) 


*)  Sei  a:*«  —  1  =  0,  80  wird  der  Ausdruck 

X  =  COS h  1  sm  —  =  e  "• 

m       '  m 

• 

die  at  Wurzeln  der  vorgelegten  binomischen  Gleichung  liefern ,  wenn  für 
s  irgend  m  auf  einander  folgende  ganze  Zahlen  gewählt  werden.  Setzen 
wir  demnach  «==0,  l>2,...7n  —  1,  und  beachten  wir,  dass  die  Wurzel' 
X  =  1  fiir  «  =>  0  erscheint;  so  stellt  offenbar  für  ä  =  1,  2,  ...  m  —  1 

< 

<r  *•      die  Wurzeln  der  Gleichung 


vor,  d.  h. 


:e"*    —    I 

X  =  ~      - -"    =   0 

X   —    1 
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uud  demnach 

i  m  L     '«    J    ' 


^m — 1 


am       sin  — sin it 

m  m  ta 

also,  da  g>{ni)  uur  positiv  sein  kann, 

m— 1         1 

rp{m)  =  (2n)  ^    m\ 
Weil  nun  allgemein 

7V/^(«+,;) /^(«+'"^)=<p('«)«-~/^('««), 

so  hat  man  jetzt  das  wichtige ,   von  Gauss  zuerst  entdeckte 
Theorem 

"«•rwi>+i) r(«+--^) 

=  (2;r)  '    iw  '  i    (»»fl).*) 


Wird  hierin  x=l  gesetzt,  so  folgt  nun  wegen  X=i-\-a:-\-x^-\ f-j:"*   * 

die  Beziehung 

m 


-770--') 


oder 

»1—1  .  »1—1 

m 


1  —  COS ism      -)=|  12  sin—  sin icos— 

m  m   /      JL  J  m\_       m  ai  J 


1  «^ 


=  (—  20—1  JT  sin  ^  .  e« '. 

1 
Aber 

n""'  '£'     ^, (1+2+3+.... +«,-1)   /  •  »        ^\— '   /    \— • 
c- =t»'"  =^^cos-+/sm-J       =i,+  7        » 


daher 

m-l 


77 


sn  m 

sm  —  = 


j  w         2*""  1 


*)  Disquisitioned  gcnerales  circa  seriem  infinitam  1  +  — '-  x  +  etc. 
Nr.  26,  formula  57,  (Gauss  Werke.    Bd.  3.) 


4.  Bei  der  Bestimmimg  des  Greuzausdruckes  9  (m)  haben 
wir  mifc  Gauss  und  Legendre*)  auf  die  in  II.  ausgedrückte 
Fundamentaleigenschaft  der  Gammafuuction  uns  berufen.  Eine 
derartige  Benutzung  ist  indess  keinesweges  erforderlich,  wie 
wir  nun  nach  Serret's  Vorgange  zu  zeigen  versuchen  wollen**). 

Setzt  mau  der  Kürze  halber 

t(n)  = jt^Tl > 


n-+i 


SO  lässt  sich  die  Greuzgleichung 


,  .      ,.    (1.2.3  —  «r  w*""-^* 

^  ^    ^  1  .  2  .  3  .  .  .  .  mn       *»— * 


n 


augenscheinlich  in  folgender  Form  darstellen: 

fpfm)  =  j/mhm  ^^  =  A^  j/'m. 

Weil  aber  die  ganze  Zahl  n  nur  unendlich  gross  werden 
8olly  sonst  aber  willkürlich  ist,  so  müssen  offenbar  auch  fol- 
gende Gleichungen  bestehen 

^^  — um  ^(2ii»»)  ' 

A    ---  =  lim  f-^g^J--  ■  lim  '^^'^^'"'- 


= lim  rt^K'OP]'" .  Km  ö^(^ 

U(2n)  J     •  "™   tff{2nm) 

Nun  ist  für  »i  =  2 

4  =  lim  f^^-^'  =  Um  f^-^^^^' 

mithin  wird 

Am  =  i^j*»-^  und  9  (w)  =  ^j**""^  /^' 
Die  Grosse  A^  aber  bestimmt  sich  vermöge  der  von  Wallis 
gegebenen  Formel 


r         2.2.4.4.6.6  ....  2ii  — 2.2«  -2.2w  .  

1.3.3.6.6.7  ....2n— 3.2m  — i.2n  — 1  '  "  ~  ^'' 


denn 


*)  Legendre.  Traitd  des  fonctions  clliptiques  et  des  integrales  £u- 
l^riennet.  Tome  IL 

•*)  Coon  de  calcul  diffdrenticl  et  integral,  Tome  II.,  page  190  etc. 
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|.      2.4.6....  2n     2.4.6  ....  2n— 2.2n    2 

""  2X6  ....2n  '      iTsTö". . .  2n  —  1      J 

, .       ^ /272 T4T4 .  6^  6  ....  2  n  —  2 . 2  «LrZ^T?J*  ~^-^_i"=7/4    *  =1/^ 

"~  """r   1.3.3.5.6.7  ....2n-1.2n—l  '      n  f         2       '^        ' 

imd  sonach  folgt  wie  oben 

m — 1 

Nicht  ohne  Intecesse  ist  ü))rigei]s  noch  die  Bemerkung,  dass 
mit  Benutzung  des  Theoremes  IL  und  der  Formel 

71«)/^(« + i)  •  •  •  •  7  X« + ^)=«.— 7l«.«)-9.(«) 

die  Grösse  //-   sich  sofort  bestimmt;    denn  für  ä  =  -r   und 
m  =  2  ergeben  sich  nun  die  Beziehungen 

/Xo = ^«  -d  m  =  ^^- 


§.  40. 

Zusammeuhang  der  Eulcr'schen  Integrale  erster  und  zweiter 

Gattung. 

Die  Euler'sche  Gleichung 

lässt  sich  mit  Anwendung  des  Productenzeichens  77  kurz  in 
folgender  Form  schreiben 

n 

1.         r(i)=i«*.[7^:^,«=oc. 


1 


Offenbar  darf  bei  einer  solchen  Darstellungsweise  die  obere 
Greuze  n  nicht  unmittelbar  durch  das  Zeichen  cx>  angedeutet^ 


oo 


also  nicht  r{b)  =      ^^^llhl.      geschrieben    werden,    weil 


+ 
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00 


soDst  das  ganze  Product  eine  mit    /  I     *      unendlich    klein 

1 
werdende  Grosse  ausdrücken  würde. 

Bildet  man  nun  die  beiden  ähnlichen  Formeln 

1 

und 

n 
1 

QDd  nimmt  man  in  sänmitlichen  Relationen  dasselbe  /r,  so 
lassen  sich  diese  drei  Gleichungen  durch  Multiplication  und 
Division  zu  der  Beziehung 

r(fl  +  b)  ab     ±1   {a  +  s)  (h  +  *) 


verbinden,  in  welcher  1  und  oo  sofort  als  Grenzen  genannt 
werden  dürfen,  weil  der  Ergänzungsfactor  w''+*  verschwun- 
den ist. 

Nun  fanden  wir  früher,  dass  bei  Voraussetzung  positiver 
Argumente 


OD 


1 

8ind  also  in  den  Formeln  1.  bis  4.  die  Grossen  a  und  b  positiv, 
80  besteht  auch  die  von  Euler  entdeckte  Gleichung 

Es  lässt  sich  also  jedes  Euler'sche  Integral  der  ersten  Gat- 
^g  durch  drei  Gammafunctionen  ausdrücken;  die  weitere 
Entwicklung  jener  Integrale  ist  daher  unmittelbar  durch  die 
nähere  Erforschung  dieser  gegeben. 


§.41. 
Bemerknng  zu  den  vorstehenden  Betrachtungen. 

Die  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  geflogenen  Unter- 
suchungen gehören  nicht  mehr   in  das  Gebiet  der  Integral- 


rechnuQg.  Dn  wir  nun  al>«r  tlie  FuncttoDon  B  und  F  als  be- 
atiromte  Integrale  <lefinirt#n,  so  liegt  iina  offonbnr  iiocli  die  Ver- 
pfliclitung  ob,  die  vorhergehenden  Theoreme  bloss  mit  den  von 
der  Integral rechuuDg  dat^eLoteuen  Ufllfsinitteln  zu  beweisen. 
Dies  soll  daher  den  Gegenatiuiil  unserer  nächsten  Betrach- 
tungen bilden.  Freilich  wird  dabei  n^n  der  Umstand  ein- 
tretet], daFia  die  eämmtlichen  Eigenschaften  der  Gammafunc- 
tionen  bloss  noch  unter  Voraussetzung  positiver  Argiuneute 
zulässig  sind;  denn  nur  unter  dieser  Äitiiahme  kann,  wie  wir 
gezeigt,  den  Euler'acheu  Integralen  eine  wirkliche  Uedcutung 
zugeschrieben  werden.  Zwar  lassen  dieselben  auch  dann  noch 
als  bestimmte  Grossen  sich  auffassen,  wenn  die  Argument« 
solche  complexen  Werthe  erhalten,  deren  reelle  Theile  zu  den 
positiven  Grössen  gehören,  indessen  werden  wir  diesen  Fall 
einer  nähern  Betrachtung  nicht  unterziehen,  sondern  verweiseu 
hierüber  auf  Enueper's  Inaugnral-Dissertation:  „lieber  die 
FViuction  n  mit  complexeni  Argument.    GÖttingen  1856." 

§.42. 

ümformanK  der  GHmDiafniivtioii  durch  Snbstitulioii.    Zweiter 

Ilewels  dpR  FnndampiitalLheoreiiiet)  r(ii  -f-  i)  =  «r(<^. 

Üas  Euler'sclie  Integral  der  /.weiten  Gattung 

1.  riß)  =  /V':r— '  dx 

wird  sehr  häutig  in  der  Fonn 

TM  =  /(,,')-... 

dargestellt.  Man  gewinnt  dieselbe  sogleich,  indem  man  t^' 
mit  ar. ,  also  x  mit  1  vertauscht*)  und  schliesslich  dieGren- 
zen  des  Integrales  umkehrt. 

Eine  andere  sehr  einfache,  aber  ungemein  wichtige  Formel 


•)  SUtt  dieser  Ausdrucksweine  werden 
weniger  geuauen  „c~''  mit  x,  oder  e~^= 
ja  wegen  der  völligen  (ileichgiiltigkeit  in 
tioosbuchstabeos  etc.  tliim  dürfeu. 


vir  uDs  bitweilen  der  freilidi 
■j:  u.a.w."  Iiedienon,  wa*  wir 
der  Benenming  des  Inb-gm- 
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ergiebt  sich  durch  die  Substitution  x  =  kx^y  wo  k  eine  Con- 

stante  ausdrückt.  Soll  unter  dieser  Annahme  das  resultirende 
Integral  immer  eine  völlig  bestimmte  Grösse  vorstellen,  so 
muss  augenscheinlich  die  Constante  k  wesentlich  positiv  sein. 
Indem  wir  daher  diesen  Fall  voraussetzen,  erhalten  wir  die 
Gleichung 


CO 


2.  fe-i^af-Ulx  =  ^^"}', 

0 

der  wir  auch  die  Gestalt 

0 

geben  können,  wenn  wir  e~'  =  x,  schreiben. 

Wird  das  Integral  der  Gleichung  1.  jetzt  der  theilweisen 

oo 

Integration  unterworfen,  so  ergiebt  sich,  weil  y      ^    M^  ^^ 

0 

die  Beziehung 

L  r{a+\)  =  a  r{a). 

Und  vertauscht  man  in  ihr  das  beliebige  Argument  a  mit 
a  -{-  n  —  1,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ausdrückt;  so  folgt  aus  der 
wiederholten  Anwendung  der  Gleichung  I.  die  neue  Relation 

3.  r(ö  +  «)  =  (a  +  n  —  1)  (a  +  n  —  2)  ....  a  r{a), 
d.  h.  mit  Benutzung  der  symbolischen  Schreibweise  Krampfs*) 

3^       r(fl  +  n)  =  (ö  +  n  —  l)"l-i  r{a)  =  a^\^r(a). 

Diese  Formel  ist  offenbar  desshalb  und  daher  namentlich 
für  die  Berechnung  von  Tafeln  sehr  wichtig,  weil  sie  jede 
Gammafunction,  deren  Argument  einen  unechten  Bruch 
vorstellt,  auf  ein  Integral  zurückzuführen  lehrt,  in  dem  der 
Parameter   ö  <  1   ist.    So  wird   beispielsweise  die  Function 

y    ("2  j  auf  y    ( YJ  reducirt,  indem 


•)  C.  Kramp.    Blumen»  d'arithm^tiqnc  universelle.    Cologne   1808. 
Page  348. 


um- 
setzt   man    a  =  \ ,    so  gehört   streng   genommen    das   In- 
tegral 

nicht  mehr  zu  den  Euler'schen  Integralen,  indessen  behält 
man  der  Analogie  zufolge  auch  hier  die  Benennung  bei  und 
hat  so  die  Gleichung 

r(i)  =  1. 

Mit  Benutzung  dieses  Werthes  aber  folgt  jetzt  aus  3  die 
Beziehung 

r(w  +  1)  =  1  .  2  .  3 ti  =  n\=  I«li. 

Nach  Gauss  würde  diese  Gleichung  sich  so  darstellen 

n{n)  =  1  .  2  .  3  .  .  .  .  w, 

und  hieraus  allein  dürfte  schon  der  Vorzug  der  Gauss  sehen 
Bezeichnungsweise  vor  der  Legendre'schen  einleuchten. 

Bemerkt  mag  endlich  noch  werden,  dass  die  letztere  Be- 
ziehung auch  verschiedenen  andern  Grossen,  wie  z.  B. 

cos  (2  7C  ;i)  n{n)y    (cos  it  w)**  Iln  .  .  ., 

zukommt*);  zur  Unterscheidung  der  Gamma  von  andern  Func- 
tionen konnte  also  diese  Relation  nicht  benutzt  werden. 

§.43. 
Beweis  der  Formel  B{n,  h)  =  „,     .t!  ""<*  <*«»  Theoreme«  II. 

r(«  +  b) 

r{n)  r(l  —  fl)  =  -^  - ,  0  <  «  <  1.    Diriehlefsehe  Fomel. 

Bei  der  Darstellung  der  Principien,  welche  bei  der  Unter» 
suchung  bestimmter  Integrale  zu  befolgen  sind ,  deuteten  wir 
die  Wichtigkeit  des  Theoremes  von  der  Vertauschung  der  Inte- 
grationsordnung bei  Doppelintegralen  mit  constanten  Grenzen 
an.    Der  jetzt  folgende  Beweis  des  Euler'schen  Satzes 

wird  uns  nun  zum  ersten  Male  diese  ausserordentliche  Frucht- 
barkeit des  genannten  Theoremes  in  der  Theorie  der  bestimmten 

*)  Gansri.    Disq.  circ.  seriein  etc.   Nr.  21.   Werke.  Bd.  3.  Seite  146. 
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Int^rale  zur  Anschauung  bringen.    Ersetzen  wir  nämlich  in 
der  Yorhin  bewiesenen  Formel 


00 


0 

den  Parameter  A  durch  die  positive  Grösse  1  +  y  und  a  durch 
fl  +  Ä ,  wo  a  und  b  ebenfalls  das  Zeichen  plus  fuhren ,  so  ent- 
steht zunächst  die  Beziehung 


x> 


(1  +  y)"^        ^(«  +  *)  J 

0 

Wird  dieselbe  aber  mit  y*~^  dy  multiplicirt  und  darauf  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  c»  integrirt,  so  entspringt  die 
Gleichung 


OD  40  OO 


0  0  *i> 

d.  h. 


CC  00 


Bia,  b)  =  f^J^i^  j'y''-'  dy    /"«-(i+y)-  .^+*-i  ^x. 


0  0 


Daraus    folgt    nun    durch   Umkehrung    der   Integrationsord- 
nirng*) 

00  00 

^^°'  *)  =  Ti^b)  J  ^''  •*="'^"'  '^^J  '^'  ^'  ^V' 

0  U 

uifd  dies  giebt  mit  abermaliger  Benutzung  der  Formel  2.  §.  42. 


00 


0 


/  6^-'  .r«-^  dx 


Auf  den  ersten  Blick  scheint  dieser  Satz  nur  für  die  Re- 
duction  eines  zusammengesetzteren  Integrales  auf  einfachere 
Functionen  von  Bedeutung  zu  sein,  gleichwohl  ist  dies  nicht 


*)  Man  vergl.  hierbei  die  Anmerkung  zu  §.  101. 

Metjcs,  beatimrate  Integrale. 
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der  Fall.    Denn   setzt  mau  a  -|-  />  =  1,  also  ft  =  1  —  «,  so 
wird  das  Integral  . 

QO 

dx 


/?/       1  \  Cx'-^  da 


imsern  frühem  ßetrachtungen  zufolge  mit  -.     -  ffleiehbedeu- 

®  ,  °  8in  «»  ® 

tend.     Und  daher  entspringt  nun  die  Gleichung 

II.         r{a)  r(\  —a)  =  ^r^^,  0<a<  1*), 

aus  welcher  wieder  für  ö  =       die  andere  fliesst 


(riy 


=  «> 

(1.  h.,  weil  die  Functiou  T  wesentlich  positiv  ist, 

Verbindet  man  dies  mit  der  Formel  3.  des  vorigen  Para- 
graphen, so  leuchtet  sofort  die  Wahrheit  der  Behauptung  ein, 
dass  mit  der  Kenntniss  der  Gammafunctionen,  deren  Argument 

eine  zwischen  0  und   ^^   befindliche  Zahl  bezeichnet,   die  Be- 
stimmung aller  übrigen  Gamma  gegeben  ist. 
Das  Theorem 

stellt  sich  als  specieller  Fall  einer  von  Dirichlet**)  gegebeneu 
Relation  zwischen  zwei  Transscendenten  derselben  Form  dar. 
Mulfiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung 


u 

durch  er'^'  z^-^  f1  r,  wo  k  und  h  wie  c  und  z  zu  den  positiven  Grössen 


*)  Einen  andern  auf  die  Koihencntwicklune  von    ;  eich  stüiEeii- 

den  sehr  einfachen  Beweis  dieses  Theorcmcs  hat  Hoppe  in  Grunert*8 
Archiv  Thl.  41,  S.  00  —  67  gegeben. 

'**)  Dirichlet.  Sur  Ics  integrales  Euldriennes.  Grelle.  Journal  Bd.  15. 


.  —     115    — 

gehören,  und  integrirt  alsdann  zwischen  den  Grenzen  0  und  ex> ; 
so  entspringt  die  Beziehung 


ao  oo 


/  e-*^^  z*-i  dz    I   e-<-+=)y  y"-»  dy  =  r{a)    1    "^  -*^^— /* , 

0  0  .  ü 

deren  linker  Seite  man  durch  Umkehrung  der  Integrations- 
ordnung augenblicklich  die  Gestalt 

0 

geben  kann.    Man  hat  daher  die  Gleichung 


U  0 


00 


e-"-^  z"-'  dz 


deren  blosser  Anblick  zeigt,  dass  sie  für  c  =  0,   h  =  a  -]^  U 
und  A-  =  1  in  das  Euler  sehe  Theorem  übergeht. 

§.  44. 


oc 


Das  Integral  fe  ''^  d  x;  Folgerungen. 

0 

Schreibt  man  in  der  Gleichung  J[   l-  )=  ]/jt  statt  jf    L  j 
das  entsprechende  Integral;  so  erhält  man 


00 
0 


Dieseslntegral  aber  nimmt  eine  elegantere  Gestalt  an,  wenn 
man  x  mit  a:,^  vertauscht;  denn  nun  wird  —  natürlich  unter 
Voraussetzung  eines  positiven  a-,  — 


00 


/•^-^/'-■'''-^-V'. 


Ü  U 

also 

00 


/  r-''  dx  =  ]^  j/tt 


8 
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und,  weil  e-'""  eine  gerade  Function  ausdrückt, 


CO 


1  ß--^'  dx  =  f^. 


—  X 


Wegen  der  Wichtigkeit,  welclie  diesem  Integrale  in  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und  in  der  mathematischen  Physik 
zukommt,  wollen  wir  dasselbe  ganz  unabhängig  Yon  dem 
Vorhergehenden  entwickeln  und  zugleich  einige  nahe  liegenden 
Folgerungen  nicht  unberücksichtigt  lassen. 
Setzen  wir  für  den  Augenblick 


oo 


z  =    I  e-"^  dx, 

so   folgt  durch  die  Substitution  x  =  ay,  wo  a  eine  positive 
Constante  ausdrückt, 


00 


-  =  «    /  t'-«'y' 


dy. 


Hieraus  aber  entspringt  durch  Multiplication  mit  er^  da  und 
Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  die  neue  Beziehung 


oo 


r2  =    /  at'-"«*  da    1  6'-«'^'  dy  =  f  dy  f  ^<i+y*^«'a  da. 

Ü  %  0  0 

Nun  ist 

/  e-<i+y>^  ada  =  —  -—\    ,,  ^-(i+yW  +  const., 

J  2(1  +y«) 

also 


j 


X. 

1 


er-^^+y")^'  ada  —,,.,., 

2(1  +.V*)' 


und  folglich  wird  jetzt 


■MJ 

-^  =  ^     i^yy^     =  "   und    -  =  ^  l/jr 


0 

Substituirt  man  in  dem  Integrale 


OD 


j/;r  =    I  e  "^  dx 


« 


austatt  X  die  Grösse  x  Ya^   wo   a   wie   vorhin  eine  positive 
Constante  vorstellt,  so  ergiebt  sich  die  Formel 


y^  =    /  «-«*'  dx. 


—  » 


Uud  indem  man  diese  n-mal  nach  «  differentiirt,  erhält  mau 
die  Beziehung 


—   00 


folglich  wird  f ür  «  =  1 


-a» 


o;««  e/o:  =  //jT    - 


-1.8.5 (2«  — 1) 


00 

J   *  '  2» 

—  00 


Aus  dem  Integral  f  e^"^  dx  entspringt  ferner,  wenn  a  irgend 


—  « 


eine  reeUe  Constante  bezeichnet,   durch  Vertauschung  von  x 
mit  X  '\-  a 


00 


/ 

—  00 


er^:^^a  dx  =  ^tc  C^. 


Und  hieraus  folgen  leicht  die  beiden  Integrale 


und 


—  OD 


CO 

iax    I    ^— lax 


e-^t — ±1 dx  =  j/a  c"" 


fe-f^'!!^—  dx  =  ^e^,ß>0. 


—  OD 


Noch  andere  Folgerungen  ergeben  sich,  wenn  man  in 

so  » 

y  e^*'  dx  =  "/tc  mittelst  der  Substitutionen  x  =  a  j/ä  -\ — -pz 

—  OD  2  y  a 

x^=a  ya  —  — ,  in  denen  a  und  h  positiv  sein  sollen,  eine  neue 
Veranderliche  a  einfährt.  So  nämlich  gewinnt  man  die  Formeln  *) 

*)  Caachy.  M^oire  sur  Tintägration  des  äquations  Unfaires  aux 
diff^reuces  partieUeB  et  ä  coefBcients  constans.  Journal  de  Täcole  polj- 
t^chiiiqne  TomeXIL,  cab.  19,  pg.  517  etc.  —  Auch  vergl.  Serret:  Coutf 
de  cal.  diff.  et  integral  Tome  II.   Paris  1S68. 
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/•g-(«a'+^)  ^„  _  j/^e-*  ^*)  , 


—  00 


—  30 

aus  dereu  ersteu  beiden  man  durch  /^-malige  Ditterentiaiion 
nach  b  die  Gleichungen  erzielt: 

+  "_-(«-i)-.(»-2)i(^^)-;  +  etc]. 


—    X 


—  00 

H 


*)  Durch  die  Substitution  x=^  uV  a  —     —  gewinnt  man  snnächiit 
die  Gleichung 


—     X 

X  oo 


—    X  —    30 


Jedes  der  Integrale 

<X>  X 

2/;7^«'"«''  fe-('"''-^Üda  und  2^7^^=^^«*  /VG^'+ä^ 

aber  geht  in  da»  andere  über,  wenn  man  a  mit  1/ vertaascht; 

F     a   a 

die  beiden  Integrale  mid  folglich  auch  die  von  —  oo  bis  -|-  oo  genom- 
menen Integrale  sind  daher  einander  gleich. 
Vergl.  auch  §.  23,  II. 
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Dass  übrigens  dies  letztere  Integral  für  a  =  0  nicht  sinn- 
los wird,  ergiebt  sich  sogleich,  weil  es  durch  die  Substitution 

a  =   -y  —  aus  dem  Integrale    1  «^«-s  ^    n  ^  da  hervor- 

geht. 

§.  45. 
Stetigkeit  der  Gammiifuiictioii.    Dcrivirte  you  r(//). 

Bei  den  bislang  gepflogenen  Untersuchungen  ist  die  Frage 
nach  der  Stetigkeit  der  Gammafunction  niemals  berührt  wor- 
den. Diese  Frage  aber  ist  für  die  jetzt  folgenden  Betrachtungen 
wesentlich.  Es  liegt  uns  nämlich,  um  nur  dies  Eine  zu  er- 
wähnen, die  Verpflichtung  noch  ob,  die  Richtigkeit  des  Gauss - 
sehen  Fundamen taltheoremes  über  die  Gammafuuctionen  eben- 
falls bloss  mit  den  Hülfsmitteln  der  Integralrechnung  darzuthun. 
In  der  elegantesten  Weise  aber  wird  uns  dies  nach  Dirichlet's 
Vorgange  gelingen,  wenn  wie  zuvor  die  Derivirte  von  log  r{a) 
durch  ein   bestimmtes  Integral  ausdrücken.     Weil  nun  aber 

_i?^ — ^  =     1^  sein  wird,   so  muss  natürlich  vor  allem  die 

da  J^W  ' 

Gewissheit  vorliegen ,  dass  r{a)  in  der  That  der  Differentiation 
unterzogen  werden  kann.  Und  hierzu  wird  bekanntlich  die 
Continuität  der  Function  r{d)  als  eine  der  ersten  und  wesent- 
lichsten Bedingungen  erfordert. 

Soll  aber  Fiii)  eine  stetige  Function  von  a  ausdrücken, 
so  muss  für  ein  ins  Unendliche  abnehmendes  h  die  Differenz 
r{a  +  Ä)  —  r{a)  der  Null  als  ihrer  Grenze  sich  nähern.    Da 

nun  r{a  +  Ä)  —  F(a)  mit  dem  Integrale  \ er^ oif^^ {p(^  —  V)dx 

gleichbedeutend  ist,  so  brauchen  wir  bloss  nachzusehen,  ob 
dieses  Integral  mit  abnehmendem  h  wirklicli  ein  beliebig  kleines 
Quantum  nicht  mehr  zu  überschreiten  vermag. 

Wie  man  sieht,  erfordert  die  Beantwortung  dieser  Frage 
wegen  der  Differenz  x^  —  1  eine  Zerlegung  des  Integrales  in 
zwei  andere  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  und  1  und  cx>. 
Von  diesen  Integralen  aber  bedarf  das  erstere  nur  der  Strenge 
halbef  einiger  Worte.  Denn  da  nach  dem  bekannten  Maximum- 
Minimum-Satze 
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fe~'  xf""^  {x^  —  \)  dx  =  R  j  [x^^-^  —  o;«-^]  dx 

ist;  wo  R  stets  endlich  bleibt;  so  erhellt  auf  den  ersten  Blick , 
dass  mit  abnehmendem  h  das  Integral  zuletzt  unter  jeden  be- 
liebig kleinen  Werth  sinken  wird. 

Und  was  das  zweite  Integral  Jer'  x^^^  {x^  —  1)  dx  be- 

I 

trifft,  so  ist  auch  hier  bloss  in  Betreff  der  obem  Grenze  die 
Entscheidung  nicht  so  unmittelbar  einleuchtend.  Denn  schreibt 
man  wieder 


00  OD 


Jer^  a:«-i  {x^  —  l)dx  =  Rf{x^'  —  1)  dx, 

so  wird  nun  für  .r  =  cx)  das  Integral  in  einer  unbestimmteu 
Form  sich  darstellen.  Integrirt  man  jedoch  von  einem  beliebig 
grossen  p  bis  zu  einem  beliebig  grossem  g,  so  hat  man 

/e?-*  o;"-»  (x^  —\)dx  =  R  f{x^  —  1)  dx 


p 


Und  dieser  Unterschied  wird,  weil  R  wegen  e-'  niemals  über 
jede  Grenze  hinaus  wachsen  kann,  mit  fortwährend  abneh- 
mendem //  eine  ebenfalls  unendlich  klein  werdende  Grosse 
ausdrücken. 

Aus  allem  diesem  aber  folgt,  dass  in  der  That  r{a)  zu 
den  stetigen  Functionen  gehört. 

Die  Derivirte  r{a)  =  lim  ^-^^  +  j^_nf[)    selbst    findet 

sich  sogleich  durch  Differentiation  nach  a  unter  dem  Zeichen  f. 
Man  erhält  so 

r\a)  =-fe-^  x'-i  1  {x)  dx. 

'o 

Umgekehrt  hätte  man  übrigens,  die  Stetigkeit  der  Function 
riß)  zunächst  als  Statt  findend  vorausgesetzt,  aus  der  End- 
lichkeit  dieses  Integrales  auf  die  Continuität  jener  zurück- 

schliessen  können.    Dass  aber  J  e~^  x""-^  lg  {x)  dx  eine  stets 

u 

endliche  Grösse  sein  musd,  ist  leicht  zu  zeigen.  Schreibt  man 
nämlich  r\a)  in  folgender  Form 
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r'(ö)  =  f  ^"^^-^  ^^ 

0 

uud  bedenkt;  dass  furo; =00  -  in  Null  übergeht ;  .somussoffeubar 

/  Ix  / 

mit  wachsendem  p  und  ^  zuletzt  unter  jeden  angebbaren  Wertli 
sinken,  und  demnach  wird  das  r\a)  darstellende  Integral  für 
die  obere  Grenze  nicht  sinnlos. 

In  Betreff  der  untern  Grenze  dagegen  schreibe  man ,  um 
alle  Falle  zu  umfassen ; 

!'  •  •' 

/  e-'  a:-- 1  lg  x  dx  =  B  j  x^^  \xdx  =  B  T^^  -"^  —  ^^1 , 
«  •      t  ff 

wo  lim  B  =  lim  «  =  0  und  lim  B  =  1  ist,  und  bedenke,  dass 

.r*  lg  o;  = ^^ — -  für  o;  =  0  den  Werth  Null  erwirbt. 

X    * 

Auf  ganz  gleiche  Weise  endlich  wird  man  sich  über- 
aseugen,  dass  auch  r"{a)  =  /^"*  x**-^  (lg  x^  dx  nicht  ohne 
Bedeutung  ist. 


§.  46. 
Minininm  der  Function  r(a)« 

Die  stetige  Function  r{a)  erhält  für  0  =  1  und  a  =  2 
den  Werth  1,  sie  muss  daher  zwischen  diesen  Grenzen  ent- 
weder ein  Maximum,  oder  ein  Minimum  besitzen,  und  folglich 
muss  ihre  erste  Derivirte,  weil  sie  niemals  unendlich  wird, 
innerhalb  dieses  Intervalles  wenigstens  einmal  mit  Null  zu- 

sanunenfallen.   Giebt  man  nun  dem  Integrale  f  er^  x^~^  1  xdx 

0 
die  Gestalt 

und  berücksichtigt  gleichzeitig  die  f ür  Ä  >  0  Statt  findenden 
Beziehungen 
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^+/,_i  ^  ^_i^    .r  >  1 

und 

^n+A-i  ^  ^-1^    0  <  o;  <  1, 

so  muss  vou  diesen  beiden  stets  positiven  Integralen  das  erstere 
immer  wachsen ,  das  zweite  hingegen  beständig  abnehmen, 
wenn  dem  Argumente  a  grössere  Werthe  beigelegt  werden. 
Daraus  aber  folgt,  dass  nur  für  einen  Werth  von  a  diese 
Differenz  in  Null  übergehen  kann;  die  Function  r(a)  hat  also 
auch  nur  ein  Maximum,  oder  Minimum.  Ein  Grösstes  aber 
kann  sie  nicht  besitzen,  weil  die  zweite  Abgeleitete  von  F^ä) 
wesentlich  positiv  ist.  Diesseit  und  jenseit  ihres  augenschein- 
lich durch  einen  echten  Bruch  vorgestellten  Minimalwerthes 
aber  wächst  die  Function  Gamma  fortwährend,  und  ihr  Dif- 
ferentialquotient ist  auf  der  einen  Seite  dieses  Kleinsten  be- 
standig positiv,  auf  der  andern  Seite  dagegen  immer  negativ. 

§.  47. 
Darstellung  von  — ^ — —  durch  ein  bestimmtes  Integral*    An- 

(t  a 

Wendung  auf  die  Oleichnng 

d\gB{a,b)  _  1  1^  r(a)  r(b) 

Cb        ~  db  ^  r(a-f  by 
Wenn  man  den  Ausdruck 

b 

niif  r{h)  im  Zähler  und  Nenner  multiplicirt,  so  lässt  sich 
augenblicklich  die  Gleichung  bilden 

.,        r{a  +  b)  nb)  -  na)  r(b)   _   r(a  +  b)   rp,..  ^,       .V  , 

Daraus    aber   Üiesst,    wenn  statt  der  Functionen  r{b)  und 
B(a,  b)  die  entsprechenden  Integrale 
1  1 

/  0^  ^^^  dx    und     j  x^-^  (1  —  x)^^  dx 
substituirt  werden,  die  andere  Form 
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Und  diese  giebt^  falls  h  ins  Unendliche  abnimmt;   die  neue 
Beziehung 

1 


dx, 


1. 


da  f  .      / 1  \  1—0? 


dx*). 


d.  h. 

1 

So  unverfänglich  dieser  GedankcDgang  auf  den  ersten  Blick 
auch  erscheinen  mag;  so  ist  er  doch  bei  näherer  Betrachtung 
nicht  frei  von  Zweifeln.  Denn  für  x  =  \  und  ^  =  0  werden 
die  beiden  Integrale 

1  1^ 

lg  —  j       dx    und      /  x''-^  (1  —  xy-^  dx 

unendlich;  folglich  bedarf  zunächst  die  Frage  einer  Entschei- 
dung; ob  ihr  Unterschied;  d.  h.  hier  ob  die  Differenz 


/(' 


{^  iV 


-  x"-^  (1  —  o;)*-^ 

mit  abnehmendem  h  auch  wirklich  in  eine  bestimmte  Grösse 
übergeht.  Dies  nun  ist  in  der  That  der  Fall ,  und  zwar  über- 
zeugt man  sich  hiervon  sogleich;  wenn  man  statt  des  Werthes 
a;  =  1  zuvörderst  die  ihm  beliebig  nahe  liegende  Grösse  1  —  e 
sehreibt  und  den  hierdurcli  entstehenden  Ausdruck 

[—   lg   (1    —    £)^l    -  '(1    —    £)«-!    £''-!] 

nach  der  Binomialformel  sich  entwickelt  denkt.  Alsdann  be- 
ginnt die  so  erzeugte  Reihe  mit  einer  positiven  Potenz  von  b 
und  wird  mithin  für  h  =  0  nicht  unendlich;  wie  nahe  auch  e 
der  Null  liegen  mag.   Daraus  aber  fliesst  weiter;  dass  für  a;=  1 

und  &  =  0  der  Unterschied  ( lg      )       —  x*'-^  (1  —  x)^^  zu 

den  endlichen  Grössen  gehören  muss. 

Bezeichnet  ferner  a  einen  echten    positiven  Bruch,    so 


*)  Diese  Formel  rührt  von  Gauss   her,  a.  a.  0.    Nr.  35.    Werke. 
Bd.  3.    S.  169. 
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wird  filr  o;  =  0  die  Function  ? unendlich ;  eine  Schwierig- 

1 — X 

1 
keit  erwächst  indess  hieraus  nicht;  weil  das  Integral   /  ^^     dx 

0 

für  die  untere  Grenze  nicht  sinnlos  wird. 

Hätte  man  endlich  statt  des  Integrales  ^a:*-^  (1 — xy*  *  dx 

das  ihm  gleiche  f  xf*~^  (1  —  xY^^  dx  gewählt,  so  würden  die 

beiden  Integrale 

1  1 

dx 


ffrr''-^ 


0  0 

an  verschiedenen  Stellen  unendlich  geworden  sein,  und  folg- 
lich hätte  man  ein  ganz  unbrauchbares  Resultat  erzielt. 

Aus  dem  Gesagten  schliesst  man  nun  sogleich,  dass  bei 
Voraussetzung  der  Integrationsgrenzen  0  und  cx)  in  Gleichung 
1."  für  B  (a,  b)  dasjenige  Integral  zu  wählen  ist,  welches  mit 
r{b)  für  denselben  Werth  von  x,  also  hier  an  der  untern 
Grenze  0  unendlich  wird.  Augenscheinlich  ist  dies  das  Integral 


"^'■"^-/B 


00 

dx 


) 
o' 


luid  demnach  wird  jetzt 


,.  d  lg  Ha) 

^.  — ^ 


rif)=  rr,-. L_]i^.*) 

J  L  (i+^)"J  ^ 

Die  Abgeleitete  von  lg  r(a)  können  wir  übrigens  ohne 
Hülfe  des  Integrales  der  ersten  Art  finden.  Schreiben  wir 
nämlich  mit  Dirichlet  in  der  bekannten  Formel 


00 

r{a) 


m^fe-s.^a-. 


-^dx 


0 

rt  =  1,  und  integriren  wir  die  so  erzielte,  auch  unmittelbar 


*;  Voa  Dirichlet  herrührend.    Crelle  Journal.    Bd.  16, 


—    125    — 

einleuchtende  Gleichung  in  Bezug  auf  s  zwischen  den  Gren- 
zen 1  und  s]  so  kommt 

lg  s  =:f[r-'  —  ^-'*]  — ^ . 

Und  wird  diese  Beziehung  durch  e~^  s"~^  ds  multiplicirt 
und  hierauf  von  5  =  0  bis  s  =  oo  integrirt ,  so  folgt 

Je-'  s"-i  \gs  ds  =^  Je-'  s^-^  dsfle"''—'  e-'""]    ^ 
^  5  0  ^' 


oo  Od  X 


=  C^  r<r-^    Ce-'  .s-'-i  ds  —  /'^-(»H-*)'  s'*-^  ds\, 


So  0 

In  andern  Zeichen  aber  heisst  dies 


00 


rw_r(»)/^[.~--i^], 


ü 


wodurch  also  Gleichung  2  von  neuem  bewiesen  ist.  Aus  ihr 
entspringt  durch  Vertauschung  von  -_j_  -  mit  x  die  andere 
Formel 

'■    ^^-j'[^'"'--].-fe-). 


i-i- 


in  der  also  die  Grösse den  Logarithmus  in  dem  Integrale 

der  Gleichung  1  vertritt. 

Man  kann  jedoch   von  dem  Integrale  der  Gleichung  2. 
zu  dem  in  1.  ermittelten  gelangen,  indem  man  dieExponen- 

tialgrosse  e~'  =  y  setzt  und  _^-  wie  vorhin  mit  y  ver- 
tauscht. Und  von  der  Zulässigkeit  einer  derartigen  Operation 
im  vorliegenden  Falle  überzeugt  man  sich,  abgesehen  von 
dem  Obigen,  auch  leicht  in  folgender  Weise.  Da  nämlich 
die  Function 

^'  L        ri+^rJ 

von  «  =  0  bis  a;  =  oo  niemals  unendlich  wird,  so  braucht 


•)  Dirichlet  a.  a.  0.    Sur  les  int.  Eul. 
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man  nur  zu  beachten,    dass  der  Unterschied  zwischen  den 
beiden  Integralen 


00 


0  « 


dx 


X 


für  ein  der  Null  sich  näherndes  positives  b  unter  jeden  an- 
<jfebbaren  Werth  sinken  wird.  Nun  nimmt  aber  das  letzte 
Integral  durch  die  angedeuteten  Substitutionen  die  Form 


. —  • 


ü  y         1 

an,  und  diese  lässt  sich  wieder  mittelst  Addition  und  Sub- 
traction  des  Integrales 

1 


j 


. — • 


äy 

y 


in  folgender  Weise  darstellen 


"  ?/  ^-«       y 


Augenscheinlich  a])er  ist,  weil  -  -      innerhalb  des  Inter- 

y 
valles  von  e~*   bis    -,-    zu  den  wachsenden  Functionen  ge- 

hort^  das  zweite  Integral  kleiner,  als  die  mit  s  zu  gleicher 
Zeit  unendlich  klein  werdende  Grösse 


{i+B        "-'    •)  Iga+f)- 


1 


Das  Integral 


1 

X 


^^ — l 

X 

l—x 


dx  unterscheidet  sich  da- 
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OD 

her   von    dem    Intecnrale    i     g~* ^    —    zuletzt 

^     J  L        (i+^rJ  ^ 


OD 

g-* ^    —    zuletzt    um 

J    L  (i+^rJ    ^ 

0 

weniger,  als  jede  angebbare  Grösse,  und  folglich  muss,   weil 

für  a:  =  1  die  Function  —  -z ,  —  einen  endlichen  Werth 

lg '         '-" 

besitzt,  für  «  =  0  die  Derivirte  von  lg  r{a)  dem  Integrale 


/ 


0 


lg.l  l-o: 


gleich  sein. 

Die  Gleichung  3.  bietet  endlich  noch  das  Mittel,  in  sehr 
einfacher  Weise  die  von  Euler  auf  anderm  Wege  gefundene 
Relation 

1  ^1 

j  (l-x)-«  a:*-«  lg(l)  dx=^B  (a,  b)  J V"'  ^  dx 

0  O 

ZU  erhärten. 

Denn  differentiirt  man  die  Gleichung 

0 

logarithmisch  nach  ^,  so  kommt 

0  L  Je/ 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  3.  aber  lässt  sich 

r(Ä)        r(a+b) 

1 

durch  das  bestimmte  Integral  —    /  rc*-^  -"^-  dx  darstellen, 
^^  folgUch  wird 

^  ü  ü 

•j  Dirichlet  a.  a.  0. 
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§.48. 

Beweis  des  Gaiiss'scheii  Fundamentalsatzes. 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  1.  des  vorigen  P 
graphen  das  Argument  a  nach  und  nach  mit 


«;«+   „;«  + 


»7 

n 


«  + 


n-1 


WO  n  eine  {iositive^  von  a  unabhängige  ganze  Zahl  bedei 
und   addirt  die  gewonnenen  Resultate;    so   entsteht  die 


Ziehung 


i'4r«/'(«+n r("+"r)] 


0  **- 


«— 1 


X 


i-x"-^ 


dx, 


d.  h.,  wenn  in  das  Integral  statt  x"  eine  neue  Variabe 
eingeführt  wird, 


r/a;. 


Andererseits  aber  ergiebt  sieh  aus  def  Gleichung  1.  §• 
für  das  Argument  fia  die  Relation 

1 


1 

;««)  ^    /*  r   1     __  g"^^ 

0  ** 


(/a;, 


also  durch  Multiplication  mit  n 

1 


2. 


0  *^ 


^X. 


Und  zieht  man  diese  Gleichung  von  der  unter  1.  dargestel 
ab;  so  hat  mau  die  Beziehung 
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(? 


r<"r{<) r(«+r) 


'^-  gl  '8  r{na) 


1 

/x"-^  —  X 
; ^-^7 


O  X 


in  der  offenbar  die  rechte  Seite  eioe  numerische  Constante 
r  ausdrückt. 

Aus  3.  aber  fliesst  weiter  durch  Integration  nach  a 

,D->r{<) yi"+"r^) 

U - —     \    ...  /  \  -1-  =  r«  -4-  Ä- 

^  r{na)  »    *' 

WO  5  die  Constante  der  Integration  bezeichnet.  Geht  mau 
folglich  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  ge- 
winnt man  die  Gleichung 

^n-^ri-^i) ri'*-,')    ^ 

r(na)  /'•'/> 

wenn  der  Kürze  halber  e'==p  und  e^  =  q  geschrieben  ^-ird, 

Um  nun  von  diesen  Grössen  p  und  q  zunächst  die  erste 

w  bestimmen,  wird  man  bedenken,  dass  Gleichung  4.  für  jedes 

«  nnd  demnach  auch  für  a  =  a  4-       in  Kraft  bleibt.     Mit 

Benutzung  dieser  Substitution  aber  erhält  man 

r{na~+\')  "  ~^        ''' 

Mithin  entspringt  durch  Division  von  4.  in  5.  und  mit  Rück- 
sicht auf  das  erste  Fundamentaltheorem 

1 

^^       =  p   , 
ih. 

und  sonach  schreibt  Gleichung  4.  sich  jetzt  so: 

r{n  a) 

Die  Constante  q  aber  wird  nun  sofort  gefunden,   wenn 

^'■'n,  bMiinunte  Integrale.  9 
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man  wie  früher  a  =      setzt;  die  erzeugte  Reihe  uochmals  in 

umgekehrter  Folge  schreibt  und  beide  Gleichungen  durch 
Multiplication  mit  einander  verbindet.  Denn  so  folgt  wieder 
im  Hinblick  auf  die  Gleichungen 

r(ft)  r(l-ft)  =  £-^^,0  <  ft  <  1  und  JJsm'-f  =  ^.-:i 
die  Relation 


d.  h.,  weil  q  wesentlich  positiv  ist, 


«— 1 


Wird  somit  dieser  Werth  in  Gleichung  4*.  substituirt,  so  be- 
steht nunmehr  die  Beziehung 

/>)/>+;) r("+^') 

=  y   (na)  .u    ""     =*  (2ä)  '  . 

Dirichlet  gebührt  das  Verdienst,  diese  schöne  Formel 
zuerst  mit  den  Hülfsmitteln  der  Integralrechnimg  bewiesen 
zu  haben,  und  zwar  stützt  er  bei  seinen  ersten,  im  15.  Bande 
des  Crelle'schen  Journals  mitgetheilten  Betrachtungen  den 
Beweis  auf  Gleichung  3.  §.  47.  Nach  Dirichlet  haben  dann 
noch  andere  Schriftsteller  ebenfalls  nur  auf  Integralrechnung 
beruhende  Beweise  des  Gauss  sehen  Theoremes  geliefert.  Von 
diesen  werden  wir  namentlich  den  Liouville'schen  Gedanken* 
gang,  der  die  Behandlung  vielfacher  Integrale  voraussetzt, 
bei  ihrer  Untersuchung  wiederzugeben  versuchen.  Ausser- 
dem aber  werden  wir  in  dem  Nachfolgenden  einen  Theil  der 
Betrachtungen  mittheilen,  welche  einem  von  Stern  in  seinen 
„B.eitragen  zur  Theorie  der  Euler'schen  Integrale"*)  ver- 
öffentlichten Beweise  der  obigen  Formel  I.  zu  Gnmde  liegen. 


*)  Abgedruckt  aus  den  Göitiiiger  Studien,  Vandenlioeck  und  Kap- 
rocht;  1S47. 
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§.  49. 
Dantelluig  von  lg  r{a)  durch  bestimmte  Integrale. 

Wenn  man  in  der  von  Gauss  gefundenen  Gleichung 
1.  «ilü«   _/'.:» 


«..£<.!  _  JV 


1 


1— aJ 


statt  lg        z  schreibt,  so  nimmt  sie  die  Form  au 


1«. 


Ü 


Hieraus  aber  entspringt  durch  Integration  nach  a  zwischen 
Jen  Grenzen  1  und  a  die  von  Liouville,  jedoch  nur  für  ein 
ganzes  a  gegebene  Relation 


CO 


2. 


lg  r(6-)  =  /*  ^^-  [(«-i)e-^  -  L-i^p].**) 

0 


Eine  andere  ^  freilich  nicht  so  elegante  Gestalt  kann  man 
dieser  Gleichung  geben,  sofern  man  2:  =  lg  (1  +  *^)  setzt; 
^urch  nämlich  wird 

Ü 

•)  GauBs  a.  a.  0.  Nr.  37,  Werke  Bd.  3,  Seite  160. 
•*)  Integrirt  man  die  obige  Gl.  1  sofort  nach  a  von  «  =»  1  bis  a  =  w, 
w  nimmt  die  Liouville'sche  Formel  2.  diese  Gestalt  an: 

"  ^^    X 

Vergl.  Lipschitz  in  CreUe*B  Journal,  Bd.  56,  Seite  14. 

Liouville.    Journal,  t.  IV.,  p.  318. 

liouville  leitet  die  Gleichung  2.  aus  der  Formel 


QO 


,—az 


***»  indem  erz  =  l,2,3,  ...»a?  setzt  und  die  einzehien  Resultate 
»ddirt 


—     132    — 

In  nicht  so  einfacher  Weise  aber  würde  diese  Form  gefunden 
sein;  wenn  man  das  Dirichlet'sche  Integral 


digria)  _ 

c 

0 


» 


j  L        (1+^rJ 


in  Bezug   auf  a   zwischen   den  Grenzen    1  und  a  intcgrirt 
hätte.    Denn  so  wäre  zunächst  die  Beziehung 


(I 

zum  Vorschein  gekommen.  Und  um  nun  von  hieraus  zu  der 
Formel  3.  gelangen  zu  können,  müsste  man  mit  der  vor- 
stehenden Gleichung  die  folgende 

(,-1)  lg  r(2,  -f[-'-~'^--  -  L-^^q  ä,  -  0 

durch  Subtraction  verbinden. 

Wie  man  übrigens  sofort  sieht,  liessen  sich  ohne  grosse 
Mühe  noch  andere  hierher  gehörigen  Darstellungsweisen  für 
lg  r{a)  aufzeigen.  Indess  beschränken  wir  uns  auf  eine 
Form,  von  der  wir  in  dem  Nachfolgenden  Gebrauch  macheu 
werden.    Schreiben  wir  zu  dem  Behufe  Gleichung  2.  wie  folgt: 

.gr(.)-/V[.-.(-.)-,.-L,i:-'-^v--!]. 


0 

und  setzen  wir  der  Kürze  halber 

z  1 


=  1  -  : -  +  ä; 


so  können  wir  lg  r(a)  die  Gestalt  4.  geben : 


CO 


4.  lgr(a)=J  --  [e—(ö-l)- --_--+        ^        —     -2 J 


0 

•  dz 


+J 


R  g-(«-i)* 


d.  h.,   wenn  wir  das  erste   Integral  kurz   G„-ij    das  zweite 
dagegen  Ua-i  nennen, 

4".  lg  r(ii)  =  6\._i  +  //«_!. 
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Ueber  die  Darstellung  von  lg  r(a)  durch  Beihen. 

§.  50. 
Theorem  Cauehy'8. 

Die  Function  lg  r(a)  und  ihre  Derivirte  lassen  sich  mit 
ziemlicher  Leichtigkeit  durch  verschiedene  couvergirendc 
Reihen  darstellen.  Obwohl  es  nicht  in  unserer  Absicht  liegt^ 
diese  fQr  die  numerische  Berechnung  der  Gammafunction 
äusserst  wichtigen  Entwicklungen  einer  eingehendem  Be- 
leuchtung zu  imterziehen,  wollen  wir  doch  einige  der  hier 
nothigen  Betrachtungen  wenigstens  anführen^  und  zwar  wollen 
wir  uns  zunächst  mit  der  Entwicklung  eines  Theoremes  be- 
fassen^  das  füglich  zu  einer  der  Grundlagen  für  die  jetzt  in 
Frage  kommenden  Erörterungen  gemacht  werden  kann. 

Die  Gleichung  1.  des  vorhergehenden  Paragraphen  ist 
augenscheinlich  mit  der  folgenden  äquivalent 


oo 


d\gr(a)  ^     Cäz_  |-^_,  _ 
da 


und  diese  lässt  sich;  wenn  man  a  mit  a  -{-  \  vertauscht  und 
=  1  —  -|-  +  Ä  setzt;  auch  so  ausdrücken: 


■j----~v-"^'+.j'-^'-j 


In  andern  Zeichen  aber  heisst  dies 


30 


und  daher  wird 

2.  lg  r(l+ö)  =  const.  +  a  (lg  a— 1)  +  |  lg  « 

Ü  *" 


*)  Siehe  Liouville:  Journal  de  math.,  t.  IV.,  p.  320. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  4.  §.  49.  ergiebt  sich  folg- 
lich^ dass 

3.  G„  =:  const.  +  ^  Gg  ö — 1)  +  2  lg  a 

sein  wird^  eine  Relation  ^  durch  deren  Hülfe  wir  mit  Stern 
in   sehr   einfacher   Weise   die    Constante   ermitteln   können, 

wenn   wir   den    besondern  Fall  a=^  ^  m  Betracht  ziehen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  nämlich  wird  einerseits 

^^J^=const.+  .;  lg  V  +llgl_  J  =const.+  lgi— *-, 

andererseits  hingegen  ist 

'if7Xi)-'«a)+'«y'G)-»"'"+"'G)- 

Daher  die  Gleichung 

i  lg  «  +  lg  (5)  =  const.  +  lg  (.;)  -  ^  +  //  (1)  , 
tl.  b. 

^-  ''^  (2)  =  ¥  [^«?  ä'  +  1]  -  coust. 

Nun  ist 

n 

sonach 

"(0-/>-"*"[;ii-i+;]- 

0 
und  diese  Gleichung  läjsst  sich  nach  einigen  Keductionen  iu 
der  folgenden  Gestalt  schreiben 

Denn  beachtet  man^  dass 

,A--^-L.',-:+i]=^^--L-.b-i+'-^]. 

«'11,   e-'         t-'         e-' 
c    — 1        f  — 1         e    — 1  ***  *  ** 
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ist 5  so  kann  man^|-j  in  nebenstehender  Form  darstellen: 


1 


Von  diesen  Integralen  aber  verwandelt  sich  das  erste  in  das 
zweite,  wenn  man  z  mit  2  z  vertauscht,  und  folglich  ist  ^  (  «  ) 
mit  dem  dritten  Integrale  gleichgeltend. 
Integrirt  man  jetzt  die  Gleichung 


lg*=y  '    ',/-'- dz 
nach  5  zwischen  deu  Grenzen  -^  und  1,  so  folgt 


-iz 


.„2_l_y-^[.-._|e-.  +  C-.^], 


d.  b. 


•  -4-1 


jo-w-/f[^-v"-fl-»a) 

Vermöge  der  in  4.  ausgedrückten  Beziehung  ist  daher 

^lg^+i-const.  =  >-llg2, 

d.  g. 

const.=  -  lg(2;r). 
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Und  demuach  besteht  nun  das  von  Cauchy  gegebeue  Theorem 

X) 

I.Igr(l+a)=|lg2«fl+a(lga-l)+ ^[^,1-- ;  +  l]'-\-äz.*) 

§.  51. 

Beweis  eines  Uttlfssatzes«    Bemerkmigeii  über  die  Benotziui; 

unendlicher  Reihen« 

Die  Gleichung  I.  zeigt  sieh  in  einer  andern  Gestalt,  wenn 
man  statt  der  Function    ^       die  ihr  gleichgeltende  unend- 


/■=« 


liehe  Reihe       —  ..  +  2    /,  -r-r-r-i-     substituirt.      Bevor 

wir  iudess  die  hieraus  entspringende  Form  des  obigen  Inte- 
grales selbst  vorführen,  wird  es  zweckmässig  sein,  zunächst 
von  der  Richtigkeit  der  so  eben  angedeuteten  Beziehung  uns 
zu  überzeugen  und  zugleich  einige  Bemerkungen  über  den 
Gebrauch  der  unendlichen  Reihen  in  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  einzuschalten. 

In  Betreff  der  ersten  Frage   nun   erwähnen  wir,    dass 

man  durch  Zerlegung  des  Bruches  -^  in  Partialbrüche 
mit  trinomen  Nennern  zuvörderst  die  Gleichung 


«t-l         y  C08   ''^  —i 
1    ^T  n 


/-_,         »y»-l  +  «\Z    j^._2y-r 


COB-        -1-1 

n 


wird   erzielen.      Diese   aber   lässt   sich   mit   Beachtung  der 
Beziehungen 

,J  cos  ^-l=-  i[y-^_2yC08'|  +  l]  +  i[y^-  l],C0s'^=l-28il.'7 


sogleich  in  folgender  Weise  ausdrücken: 

1      ^  1    j     _  «-1    I  _i   Vr  __       y»-! 

,/^"_l  n  f/^—\  2n      •    2n    >^    '  /.    -.V 

und  hieraus  tliesst  weiter,  dass 

*)  Vergleiche  Limbourg.  Theorie  de  la  fonctiou  (iamma,  Gand  IW^ 
Cauchy.  Exerc.  d'aual,  t.  II.,  page  38G.    Taris  1811. 
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X* 


^     «-1  4  07  +  — 

*        2n     '    2  >^     . 


,  X*        2     '    2n 


x^ 


1 


a:«  +  4  r«  «« 


Bin       ^                    (  sin 
—  ..  .       -|-4r«a?. 


\^  2n 


y  \  2n     y 


i 


Bin  — 
2n 


ist.    Lassi  man  nun  n  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen^  so 

geht  bekanntlich  (i+^l      in  e*  und  der  Ausdruck  rechts 
in  die  unendliche  convergirende  Reihe 

"i  ""  2  +  ^  -^   i*  +  4  r«'w« 

Über,  und  demnach  ist 

-1     =  II  _   ^  4-  2  'V     -  _'.*-■-.-  *^ 
ij*— 1         a:  2     '         .^   a;«  +  4  r«  «*•  ^ 

Die  Aufgabe  endlich^  bestimmt«  Integrale  in  convergente 
Beihen  umzusetzen,  ist  dem  Principe  nach  sehr  leicht.  Man 
iiat  dabei  nur  zu  beachten,  dass  die  zu  iutegrirende  Function 
oder  —  bei  einer  Zerlegung  derselben  in  zwei  Factoren  — 
der  eine  Factor  iunerhalb  der  gegebenen  Grenzen  in  eine 
convergente  Reihe  sich  muss  entwickeln  lassen.  Stellen  als- 
dann die  Grenzen  des  Integrales  zunächst  endliche  Grössen 
Tor,  und  bleibt  der  andere  Factor  endlich,  so  ist  auch  jedes- 
mal die  durch  Integration  erzielte  Reihe  convergent  und  hat 
das  vorgelegte  Integral  zur  Summe.     In  der  That,  sei 

1.  9  (^)  =  Wl   +  «^2  +  ^3  +   •  •   •  +  ^^"  + 

die  für  alle  Werthe  von  x  innerhalb  des  endlichen  Intervalles 
(fl,  b)  convergirende  Reihe,  in  welche  der  Factor  (p{x)  der 
Function  i^ix)  =  (p(x) /'{x)  unter  dem  Integralzeichen  sich 
entwickeln  lässt.    Das  Restglied  dieser  Reihe,  also  die  Summe 


*)  Diese  Formel  findet  sich  schon,  wenn  auch  in  anderer  Schreib- 
weise, bei  Euler.    Introductio  in  analyain  inf.  §.  18:). 
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M/,+1  +  w„42  +  '«  'w/*.  wollen  wir  mit  r„  bezeichnen  5  alsdann 
können  wir  der  Gleichung  1.  die  Gestalt 

2.  q)(x)  =  w,  +  t/^  +  W3  +  .  .  .  +  w«  +  r« 

geben.     Wird  aber  Gl.  2.  mit  /"(.r)  dx  multiplicirt  und  darauf 

zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  b  integrirt,  so  folgt 

b  h  b 

♦^.    f  (p{x)  f(x)  dx  =^J  u^  f{x)  dx  -^  fu^  fix)  ^o:  4"  •  •  • 

ti  a  a 

h  h 

+  fu„  f(x)  dX'\-Jr„  fix)  dx. 

a  a 

Nun  kann  dem  Begriffe  einer  convergenten  Reihe  zufolge 
keine  der  Grössen  w,,  u,^,  ,  ,  , ,  tin  von  x  =  a  his  x  =  h  jemiJs 
unendlich  werden,  und  r„  muss  mit  wachsendem  n  der  Null 
sich  nähern.  Bleibt  folglich  fix)  innerhalb  des  Intervalles 
(rt,  b)  fortwährend  stetig  oder  doch  wenigstens  endlich,  so 
müssen  offenbar  die  Grössen  t/j  /(o:),  u^fix)^  . . . ,  u^fix),  r^f{x) 
und  demnach  auch  ihr  algebraisch  grösster  und  kleinster  Werth 
von  o:  =  ^  bis  o:  =  ^  immer  endlich  sein.  Nennen  wir.  also 
m^y  m^f  .  .  ,  ,  m„,  q„  die  zwischen  dem  Maximum  und  Mini- 
mum beziehlich  von  ?/,  fix),  xi.^  f{x),  ....  innerhalb  der 
Grenzen  a  und  b  liegenden  Factoren  von  bekannter  Bedeu- 
tung, so  entspringt  aus  3.  die  neue  Gleichung 

b 
4.fi;  ix)  dx=m^  (^—0)  +^2  (* — ^)  +  —  +  ^«  (^"~ö)  +  9-  (P — o). 

Daraus  aber  folgt  weiter,  weil  wegen  lim  r„  /*(a;)™0 
auch  Qn  mit  wachsendem  n  der  Null  sich  nähert,  dass  fUr 
ein  unendlich  werdendes  ti  die  aus  4.  entspringende  Reihe  zu 
den    convergirenden  gehören  muss.     Und   gleichzeitig   geht 

flO 

hieraus  hervor,  dass,  wenn  tpix)  =  £  Un  wirklich  für  alle 

1 

Werthe  von  x  =  a  his  x  =  b  eine  convergente  Reihe  vor- 
stellt und  fix)  endlich  bleibt  innerhalb  dieses  Intervalles, 
auch  die  Gleichung 

b  h  cn  to         b 

J  (fix)  fix)  dx  =Jf{x)  dx  2J  u„  =  2;  f  Un  fix)  dx 

.     a  a  IIa 

gilt. 

QO 

Geht  die  Reihe  9  (.r)  =  £  Un  für  einen  der  Grenzwerthe 

i 

a,  b,  z.  B.  f ür  »c  =  ^  in  eine  divergirende  über,  so  wird  man 
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zunächst  dieseu  Werth   von  der  Betrachiuiig    ausschliesseu; 
also  von  o;  =  «  bis  o:  =  &  —  €  integriren,  so  dass  die  Reihe 

CO 

9(x)  =  27  tiji  fiir  alle  Werthe  von  a:  =  ö  bis  a:  =  ^  —  e  con- 
Tergirt.    Alsdann  ist  offenbar  dem  Obigen  zufolge 

/  9  W  /^(^)  dx  =  £  J  Un  f{x)  dx. 

Bleibt  nun    für   ein    der  Null    sich    näherndes  e  die  Reihe 

•  > 

^j^nf{x)  dx  convergent,  so  muss  auch 
1« 

h—t  »      h — e 

lim  f  ^{x)  f(x)  dx  =  lim  2J  fti„  f{x)  dx, 

a  l  a 

(Lh. 

b  ao         b 

f  <p  (x)  f{x)  dx  =  2J  f  u„  f{x)  dx 

a  1  a 

sein. 

Werden  die  vorhin  gemachten  Annahmen  der  Endlich- 
keit von  üy  h  und  f{x)  nicht  mehr  erfüllt,  so  kann  sehr  wohl 
der  Fall  eintreten,  dass  die  Integration  auf  eine  völUg  un- 
In&achbare  Reihe  führt.  Doch  darf  man  behaupten,  dass  fiir 
den  Fall  einer  unendlichen  Discontinuität  von  f{x)  zwischen 
^  und  b   die   aus  1.    durch  Integration    erzielte   neue  Reihe 

iDWner  convergirt,  wenn  a  und  b  endlich  bleiben,  J fix)  dx 

a 

nicht  sinnlos  wird  und  f{pc)  innerhalb  des  Intervalles  (ö,  b) 
niemals  das  Zeichen  wechselt*).  Denn  in  diesem  Falle  würde 
die  Reihe  4.  so  aussehen : 

/*  *  * 

i?{^  dx  =  m,  //"(x)  dx  +  m^j  f(x)  6/.r  + . . .  +  QhJ  f{x)  dx, 

^0  die  Grossen  w, ,  m^,  ...,(>«  in  Bezug  auf  Wj,  Wj,  ...  die 
l^dcannte    Bedeutung    besitzen,    und    folglich    muss    wegen 

^9>^ff{x)dx  =  0 


J  if  (x)  dx  =  2J  fun  fix)  dx 
sein. 


00         .ft 

1  a 


*)  Wenn  f(x)  an  einzelnen  Stellen  das  Zeichen  ändert,  so  hat  man 
.^^'Senecheinlich  eine  Zerlegung  des  Integrales  vorzunehmen  und  den 
^^n  Gedankengang  zu  wiederholen. 
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P^asst  mau  silmmtliclie  Einzelfälle  zusammen,  so  ergiebt 
sich  der  Satz,  dass  die  Benutzung  unendlicher  Reihen 
in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  immer 
gestattet  ist,  Tvenn  nur  die  durch  Integration  er- 
zielte Reihe  convergirt. 

Jjässt  die  Function  q){x)  nicht  für  den  ganzen  Umfang 
des  Intervalles  (ö,  b)  auf  dieselbe  Weise  in  eine  convergirende 
Reihe  sich  entwickeln,  so  hat  man  natürlich  eine  ZerfTillung 
des  Intervalles  in  Theilintervalle  und  für  jedes  derselben  die 
Entwicklung  von  q)(x)  in  eine  convergente  Reihe  vorzu- 
nehmen.    Soll  z.  B.  das  früher  gefundene  Integral 

oo 

-_  =  -.  -     ,  0  <  a  <  1 

ü 

durch  eine  unendliche  Reihe   ausgedrückt  werden,   so  würde 
hier  eine  Zerlegung  des  Integrales  in  die  beiden  folgenden 

1  00 

J  -T+T^V   r+x 

U  1 

eintreten  mtlssen.    In  dem  erstem  wäre  -j—  nach  steigen- 

den,  in  dem  zweiten  Integrale  hingegen  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  X  zu  entwickeln.     Man  erhielte  folglich  wegen 


00  -  « 


,{— 2'^-i)'-^%t^<innd^.;:^==2'(_iy-^,.x>i: 


0  0 

00 


J     l+x'~^^    ^y  a  +  's'J     i+x    ~^^      ^)'fl-,_l' 

ü  Ol  0 


also 


00 

^  ccsec  ««  =  2  (-1)'  ih  +  ?^]' 


0 

X 


Wollte   man  dagegen   das  Integral    1   E?qrp  da:  =  ^.  tf— **, 

u 

c  >  0,  A-  >  ()*)  in  der  Weise  behandeln,   dass  man  cos  c  x 

*]  Dieses  vou  Laplace  gefundene  Integral  werden  wir  8]>äter  ent- 
wickeln. 
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durch  die  stets  convergirende  Reibe  cos  c x  =  ^  ( — X)'  -^l 

0 

ersetzte,  so  folgte  durch  Integration  ein  sinnloses  Resultat. 


§.52. 
Umformung  der  Cauchj'scheii  Gleiehoug« 

Ersetzen  wir  jetzt  in  dem  Integrale 


j  Lii  -  i  +  y]  ^  ^"^ 


0 

den  in  der  Klammer  befindlichen  Ausdruck  durch  die  unend- 


QO 


liehe  Reihe  2  ^^  ^  ,  "^  ,  , ,  so  erhalten  wir  die  Beziehun«]^ 


dx 


'  +  4r»7r»" 

u  1  1  u 

Nun   folgt   aber   sogleich    durch    Vertauschung   von    «;    mit 
2  r  7C  Xy  dass 


(ix 
1+  ;i7«   ~  ' 


0  ü 

und  daher  wird 

übergehen.  Vorläufig  machen  wir  natürlich  den  obigen  Be- 
merkungen gemäss  hierbei  immer  die  stillschweigende  Voraus- 
setzung, dass  die  erzeugte  Reihe  auch  wirklich  den  conver- 
girenden  zuzuzählen  ist.    Davon  aber  werden  wir  uns  sofort 

überzeugen,  wenn  wir  das  Integral  I  *-_i.~t  <?'^  vorerst  zwi- 
schen den  endlichen  und  positiven  Grenzen  p  und  q  nehmen, 
also  die  ihm  vorhergehenden  Integrale  ebenfalls  auf  solche 
Intervalle  beschränken.  Denn  dadurch  gewinnen  wir  die 
gewiss  richtige  Gleichung 
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^   rnj      1  +  j;«"  ^**'  «  J     1  +  a«  -^  r        ' 

und  hieraus  fliesst  mit  Beachtung  der  bekannten  für  0  <  w  <  1 
8titt  findenden  Reihe 

-ig(i-«)  =  ig^-l„  =  «  +  ^*  +  "-'  + , 

also 


1  —  e  j 


die  andere  Relation 

Nun  bedenke  man  zuvörderst^  dass  in  Folge  der  Beziehung 

/^   ^     \iT  ^     -   —  Ä^-i* 

J    i  4-  a;«   ^     1  __  g-  2"7rx  —    ^J   1  +  X« 

mit  wachsendem  p  und  ^  das  Integral  rechts  zuletzt  ein  be- 
liebig kleines  Quantum  nicht  mehr  zu  überschreiten  vermag, 
dass  also  für  eine  unendlich  werdende  obere  Grenze  das  lu- 

i~4.a^^^  "  -ä.7Äi  ^icht  sinnlos  wird.  Und  anderer- 
seits erwäge  man,  dass  auch  für  unendlich  klein  werdende 
Grössen  p  und  q 


er^*^)  dx 


/ 

1  +  .r 

'•8,-, 

1 

-ianx 

—  —  Ä 

— 

R 

[x  lg  (1 

—  C 

V 
P 

dx 

imMJg 

X  —  c 

P 


unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken  wird.  Alsdann  wird 
offenbar  das  Resultat  aller  dieser  Betrachtungen  in  der  Gleichung 
sich  aussprechen: 


J   rn  J    l  +  .r«    ^^'^  —  nj    1  +  a-«  ^^  i_"^-^««wr- 

1  <i  i> 
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Mit  Benutzung  dieser  Relation  nimmt  folglich  das  Theorem  I. 
nunmehr  die  Form 


oo 


II.     lgr(l+a)=llg(2;ra)+«(lga-l)+  i/i^.lgiZ,--- 

U 

an,  welche,  wie  Limbourg  in  seiner  „Theorie  de  la  fonction 
Gamma^^  bemerkt,  von  Schaar  herrührt*). 

§.  53. 
Stirling'selic  Formel« 

Gestützt  auf  die  vorhergehenden  Betrachtuugen  kann  man 
mit  grosser  Leichtigkeit  lg  F(l  -}-  «)  in  die  bekannte  Stir- 
ling'sche  Reihe  aufloseu.  Zu  dem  Behufe  bemerke  man  zu- 
näclist,  dass 

—~-^  mit  l_a;*+a;<— a:«+...  +  (— 1)— '.i"-''+(— !)•"    *  __ 
gleichbedeutend  und  sonach 


r        -  I   —  X —  c 

OD 


=-  i  /*<'^  lg  j  _  ^-züjPi:;  [1  _  .r^  +  . . .  +  (-  1)-»  ,:*»-*] 

0 

00 

u 
ist.  Ersetzt  man  nun  hierauf  wieder  in  dem  ersten  Inteirrale  rechts 


00 


'? ^toto  du'^ch  die  unendliche  Reihe  ^ ,    so    ist 


1 


jedes  GUed  desselben  ersichtlich  in  der  Form 


oo 


vi  J^«'--a:^^a:=^l^+^?-4^.   V-^^, 


"A    V  •'^       «^  -         „2,+i  (2^)2^1   ^^  ^2,+2 


enthalten,  wobei   natürlich  die  giinze  Zahl  q  und  ra  positiv 
vorausgesetzt  sind. 

*)  M^moires  de  rAcaddmio  de  Belgiquc»,  tonie  XII. 


l 
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Definirt  man  aber  die  (<7+l)''*  Bernoulli*8che  Zahl  durch 
lie  Gleichung 


t-^oo 


^        _1^.3 2(^+1)    ^_J_ 

r=  1 


SO  ist 


r(2^  +  i)      i       x^    i  «  ^i 


«2H-1 


(2  w)^^+*  -Z/  r^^^  iM'  (27  +  1)  (27  +  2)' 


Und  daher  wird  jetzt,   wenn    man  ^  =  0,  1,  ...,»i  —  1 
schreibt, 

TII.     lg  r(l+«)=i-lg(2;ra)+fl(lg«-l)  +  ^  \-^^l 

+  AI-- •■•  +  (- 1)-'-  *"        ' 


6.6«»        •  •  ■  •  T^  V        '■^  (2  m  —  1)  .  2  m  ?"^1 


OD 


u 

Mit  der  grössten  Leichtigkeit  lässt  sich  jedoch  das  hier 
vorkommende  von  Schaar'*')  gegebene  Restglied  ebenfalls  in 
einer  den  vorhergehenden  Gliedern  analogen  Form  ausdrücken. 

Ersetzt  man   nämlich  auch  liier  Iff  ^    -^  durch  die  un- 


l__^-a}a/ru: 


.— Srrtifx 


V 

1 

30  00 


endliche  Reihe  ^  ^  ,  so  erhält  man  die  Gleichung 


0  ^0 

Nun  ist  aber  dem  bekannten  Maximum-Minimum-Satze  zufolge 

X  30 


o  ü 


wo  <&  augenscheinlich  zwischen  0  und  1  liegt*,  mithin  wird 


•)  Auch  Bauer  (Grelle.  Journal,  Bd.  57,  Seite  272)  ist  auf  diese  Rest- 
form  j^vfuhrt  wor<leii. 
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TT 

0 


=  » 


^m+1  1 


(2  OT  +  1)  (2  w  +  2)  fl2'"4-i 

und  sonach 

IIP.    lgr(l+a)  =  [lg(2ffa)+a(lg«-l)  +  ^^'^  •  J  -3^^  •  >  + ... 

"^^       ^^  (2»i— l).2iii  fla»»--!  ^  ^        ^  (2«i  +  l)(2;«  +  2)  fl^«H-i ' 

Kaum  nothig  ist  übrigens  wohl  die  Bemerkung,  dass  diese 
letztere  Gleichung  unmittelbar  aus  dem  Theoreme  I.  hätte  er- 
zielt  werden  können. 

Die  Formeln  III.  und  IIP .  gehen  in  die  nach  Stirling  be- 
nannte Reihe  über,  wenn  man  m  ins  Unendliche  wachsen 
lässt.  Sie  besitzt  die  Eigenthümlichkeit,  dass  sie,  obgleich 
divergent,  zur  numerischen  Berechnung  der  Function  Gamma 
vorzüglich  geeignet  ist.  Ausführliche  Betrachtungen  hierüber 
können  in  Limbourg's  Theorie  der  Gammafunction  eingesehen 
werden.  In  dem  Folgenden  wollen  wir,  um  diese  Unter- 
suchungen nicht  gänzlich  mit  Stillschweigen  zu  behandeln, 
aus  Serrets  „Cours  de  calcul  differentiel  et  integral,  tome  IL'' 
eine  hierauf  bezügliche  Entwicklung  entlehnen.*) 


*)  Man  vergl.  auch  Kaabe's  Untersuchungen  im  Crelle'schen  Jour- 
nale, Bd.  25,  Seite  146  ff.;  Bd.  28,  Seite  10  ff.  —  t'^erner  mögen  behufH 
weiter  gebender  Studien  erwähnt  werden  die  Arbeiten  von:  Jacobi.  Grelle, 
Journal.  Bd.  12,  S.  263.  Bessel.  Astron.  Nach.  Bd.  16,  Nr.  361.  Poisson. 
M^moires  de  TAcad.  des  sciences,  tome  6.  Binet.  Journal  de  Tucole  pol. 
cah.  27.  Caiicby.  Journal  de  l'äcole  poly.  cah.  28.  Cauchy.  Exerc. 
d'aoalyse;  t.  2,  liyraison  24,  p.  396 --398.  Stern.  Beiträge  etc.  Malm- 
st^n.  Grelle,  Journal.  Bd.  35,  S.  55.  Lipschitz.  Grelle,  Journal.  Bd.  56, 
S.  11.  Bauer.  Grelle,  Journal.  Bd.  57,  S.  256.  Gatalan.  Gomp.  rend. 
1858,  Nr.  14.  Schlömilch,  Ueber  die  Bernoulli'sche  Function  etc.  in 
der  Zeitschrift  für  Math.  u.  Physik,  Jahrgang  1,  Nr.  XL,  S.  193.  Gaspa- 
rifl.  Giornale  di  mat.  1868,  p.  16.  Ossian  Bonuet.  Sur  la  t'ormule  do 
Stirling.    Gompt.  rend.  L.  862. 


Meykr,  befttSinmte  Integrale.  10 
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§.  54. 

Näher ungsweise  Berechnung  Ton  lg  r(l  -f  a)  mittelst  der 

Stirling'schen  Reihe. 

Dass^  Tvie  oben  bemerkt,  die  Stirling'sche  Reihe  in  der 
Thai  den  divergirenden  zuzuzählen  ist,  ergiebt  sich  sofort  aus 
nachstehenden  Bemerkungen. 

Wir  haben  vorhin  die  m*'  Bernoulli'sche  Zahl  durch  die 
Gleichung  definirt: 

P         o    1.2.3 (2w  — l)2w  r.    ,      1_    ,      1     ,       ■] %m\       ^ 

WO  S^tn  der  Kürze  halber  statt  der  Reihe  1  +  -^  +  -si+-.- 

^,M  1 

gesetzt  ist.  Das  Glied  u)S\\V  2«.-!  ^^^  Stirling'schen 
Reihe  wird  daher  in  der  Form 

1  2  3_  2w  —  2  1       or 

2an  '  2a7t  '  2än     '  '  '      2an      '    2an*  ^'" 

sich  darstellen  lassen.  In  ihr  aber  nähert  sich  mit  stets  wach- 
sendem m  der  Ausdruck   - — ^  5^^  der  Grenze  r — ^ ,  während 

der  andere  Factor  mit  m  ins  Unendliche  wächst;  mithin  moi» 
Stirliug's  Reihe  zu  den  divergirenden  gehören.  Ihre  genauere 
Benennung  als  halbconvergente  Reihe  werden  wir  erst 
weiter  unten  begründen  können. 

Der  Rest  in  der  Gleichung  IIP.  wird  numerisch  durch 

^«4-1  1 

den  Ausdruck  ^^  -,  ,*"7l — ^K^^    *  ^\    vorgestellt.     Offenbar 

(2  w  +  1 )  (2  m  +  2)   fl^/zi+i  o 

muss  daher  der  Fehler,  welchen  man  durch  das  Abbrechen 
der  Stirliug'schen  Reihe  bei  irgend  einem  Gliede  begeht,  seiner 
absoluten  Grösse  nach  kleiner  als  das  erste  der  vernachlässig- 
ten Glieder  sein.  Vermehrt  man  folglich  den  ungenauen  WerCh 
von  lg  r(l  +  ö)  durch  das  erste  der  unterdrückten  Glieder, 
so  erhält  man  ersichtlich  einen  zu  grossen  Werth  f&r  lgjn[l-f-a). 
Schreibt  man  also  z.  B.  statt  lg  F(l  -f-  ä)  bloss 

y  lg  {27t a)  -^  a  {lg  a  —  1))      so  muss  wegen      P,  -»  1. 

die  Beziehung  Statt  finden: 

lg  r(l  +  «)  <  l  lg  (2aa)  +  «  (lg  «  _  1)  +  J- ; 
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andererseits  aber  ist 

lg  r(l  +  ö)  >  I  lg  (2;ra)  +  a  lg  a  -  a. 

Und  demnach  ergiebt  sich  durch  Uebergang  von  den  Loga- 
rithmen zu  den  entsprechenden  Zahlen  der  wichtige  Satz 

1.     /2ä  a"^  ^—  <  r(l  +  ö)<  j/'27C  a^  e  *^««. 

Hierauf  aber  gestützt,  kann  man  sofort  zwei  Grenzen  be- 
stimmen, zwischen  denen  die  n'^  BernouUi'sche  Zahl  sich  be- 
finden muss,  und  von  denen  die  obere  für  die  nachfolgende 
Betrachtung  von  Wichtigkeit  ist.    Denn  setzt  man  in 

f&r  die  Grosse  8%^  die  Einheit ,  so  ist 

und  nimmt  man  in 

^   __   2n! ^ 

anstatt  des  Quotienten  -|^  ebenfalls  die  Zahl  1.  so  wird 

«     ^   2n!  1 

Mit  Berücksichtigung  der  unter  1.  dargestellten  Ungleichheit 
wird  daher  auch 

sein  müssen. 

Endlich  folgt  noch  aus 

^«+1  (2n-f  l)(2n4-2)   S%n+t 


^n  •  4,1«  5,, 


die  Besiehung 


3.  •  ,,       .^rTo      •.o^    < 


(2n-f  1)  (2n  +  2)    ^    4»« 

Bezeichnen  ¥rir  jetzt  mit  Un  den  absoluten  Werth  des 


10 


« 
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allgemeinen  Gliedes  ( —  1)"-^  .  — "nY"  ä«  i  der  Stirling'- 
schen  Keihe,  so  entspringt  aus 

''^1  =   J^        (2n  —  l)2w       ^,^-1 
u„  a*    (2w  +  l)(2n  +  2)      B^ 

mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichheit  3. 

««+1    ^    (2n  — l)2n 

n 

und  folglich  ist  um  so  mehr 

"-+^  <  -:',  und  ^'  <  (f )'. 

So  lange  demnach  w  <  3öf  ist,  so  lange  wird  auch  Ut^^i  <  i/„ 
sein.  Die  Stirling'sche  Reihe  wird  folglich  für  ö  >  l  in  ihren 
ersten  Gliedern  Convergenz  zeigen^  und  zwar  wird  diese,  wenn 
a  eine  ganze  Zahl  ausdrückt,  gewiss  bis  zu  dem  Gliede  währen, 
dessen  Bernoulli'sche  Zahl  den  Index  3  a  besitzt. 

Setzt  man  z.B.a=  10  und  -"  =  r,  so  ist  r  <  1 ;  ferner 

''so 

aber  hat  man 

(ly  <  .  .iu.. ..  < ., . 

^  <  (hs)'  <  "^^  ^-  ^'  ""'  <  ""'  '''' 

i/3     ^     (30)       ^    ^'     ^'     ^'    ^*     "^    ^J   ^^    '^^   ^'  *^' 

Die  Reihe  w,  —  "2  "I"  "3  —  •••'!"  ^31  ^s*  ^'^o  gewiss  klei- 
ner, als  die  geometrische 

«,(1  +  r  +  r^  +  .  .  .  +  r»o)  =  «,  \^. 

Um  die  erwähnte  Eigenschaft  der  Stirliug'schen  Reihe  gleich 
im  Namen  anzudeuten,  nennt  man  sie  nach  Lagrange*),  wie 
überhaupt  die  Reihen  von  ähnlichem  Charakter,  halbcon- 
vergirend. 

Heisst  nun  s^  der  Zahlenwerth  des  begangenen  Fehlers, 


Ml 


*)  Sielie  Eiikc.    Grelle.  Journal  Bd.  28.    S.  214.    VerKl.  auch  Legen- 
ilro.    Trait«  des  fonct.  eil.  otc.     T.  IL     p.  397,  428. 
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weun  die  Stirlingsche  Reihe  nur  bis  zum  Gliede 

f—  l)»-!  -^f! 

fortgesetzt  wird:  so  ist  dem  l^Viihern  zufolge 


(2n+l)(2ii  +  2)fl*'^^  ' 

d.  h.  wegen  der  Ungleichheit  3. 


Sn     < 


Aber  nach  2.  ist 

folglich  muss  auch 

1 

^«  <  ß  •  ~r~  1  :^;ri. )     ^ 

0  a       \€ an J 

sein.    Wählt  man  also  fQr  ein  ganzes  a  die  2ahl  n  =  3a,  so  ist 

d.  h. ,  weil  a  wenigstens  =  1  sein  wird, 

11    1  _  1 

^1/3  \ii     72         «^  2 


1   (Z\ii 

6 1,«; 


Man  kann  diesen  Ausdruck  für  den  praktischen  Gebrauch  be- 
quemer schreiben,  wenn  man  beachtet,  dass 

I  (ly^  e"  =  0,393409  .  .  . 
ist;  denn  nun  wird 


f3a  <  0,393409  ...  er^  a 
Kimmt  man  z.  B.  a=  10,  so  kann  man  lg  r(l  +.a)  bis  zur 
27.  Decimale  berechnen,  wenn  man  die  Stirling'sche  Reihe 
bei  dem  mit  ^3^  multiplicirten  Gliede  abbricht. 

§.  55. 
^Utemngsformeln  für  r{a  -f  n),  r{n  -\-l),  wenn  n  sehr  gross  ist. 

Das  Theorem  1.  des  vorhergehenden  Paragraphen    lässt 
sich  für  den  Fall  eines  sehr  grossen  a  in  einer  Gleichung  dar- 
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stellen,  aus  der  man  ohne  Mühe  die  bekannten  Nähenmgs- 
formeln  für  r(a  +  w)  und  r{n  +  1);  i^  denen  die  ganze 
Zahl  n  sehr  gross  vorausgesetzt  ist,  wird  ablesen  können. 
Vertauschen  wir  behufs  Herleitung  dieser  Formeln  in  den  Un- 
gleichheiten 1.  das  Argument  a  mit  a  -{■■  n,  wo  n  also  eine 
ganze  Zahl  bezeichnen  soll;  so  ist 


j/27t  {a  +  w)        ^  e  '^^"-^"^  >  r(a  +  n  +  1) 


«+H-^ 


>  j/27t  (a  +  n)  '      *  e-('H^) 
Nun  nähert  sich  mit  wachsendem   n  die  Exponentialgrösse 


^i2(a-f«)  ^^^  Einheit,  und  daher  wird  man  offenbar  schreiben 
können : 

1.      r(a  +  w  +  1)  =  /2^  {a  +  nf^'^  e-i"^)  [1  +  ej, 
wenn   man  unter  €n  eine   für  /i  =  oo  in  Null  übergehende 

Grösse  versteht.    Beachtet  man  aber,  dass  (a  -}-  n)  mit 

n        *(l  +  -)(l  +  ^-)     ^  identisch  ist  und  dass  für  n=oo 

wird;  so  kann  man  auch  in  folgender  Weise  Gleichung  1.  aus- 
drücken : 

2.  r(a  +  n  +  1)  =  ]/2^  n^""^  ^—  (1  +  £,), 

wo  auch  hier  wie  immer  unter  e„  eine  mit  unendlich  werden- 
dem n  verschwindende  Grösse  verstanden  wird. 

Ganz  auf  dieselbe  Art,  einfacher  indess  durch  Vertauschung 
von  a  mit  a  —  1 ,  findet  sich  femer  die  Beziehung 

2«.  r{a  +  u)  =  y2n  n         '  e-^  (1  +  £«). 

Da  nun  r{a  +  n)  =  (a  +  n  —  1)  (a  +  n  —  2) a  r(a) 

ist;  SO  hat  man  für  ein  sehr  grosses  n  nahezu  die  Gleichung 

3.  a(a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  (a  +  «  -  1)  =  ^  n**""«  «-- . 


1 
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Und  setzt  man  in  Gleichung  2.  a  =  0,  so  wird 

1  .  2  .  3  .  .  .  n  =  j/27t  n     ^  e-"  [1  +  €,] , 
also  naherungsweise  wieder 

1  .  2  .  3  .  .  .  n  =  /23r  n  ^  <?-"  =  }/27tn  n"  e-" 

gesetzt  werden  dürfen.  Unmittelbar  ist  jedoch  diese  Beziehung 
aus  dem  oben  in  §.  54.  entwickelten  Theoreme  1.  abzulesen. 

Wählt  man  endlich  für  a  den  besondem  Werth  —;  so 

kommt  vermöge  der  Formel  3.  die  nahezu  richtige  Gleichung 

1.3.5...  (2«  —\)  =  j/2  (2n)"  e-\ 

.  §.  56. 
Entwicklung  Ton  lg  r(l  -f  ^)  In  conyergirende  Reihen. 

Wie  schon  früher  angedeutet  wurde,  lässt  sich  lg  F(l-j-a) 
oline  Schwierigkeit  in  convergirende  Reihen  entwickeln,  und 
zwar  leistet  hierzu  das  oben  erwähnte  Gauchy'sche  Theorem 
▼OTzügliche  Dienste.  Wir  verweisen  in  dieser  Beziehung 
namentlich  auf  Limbourg's  schon  angeführte  „Theorie  de  la 
fonction  Gamma'^  Abgesehen  hiervon  aber  kaon  man  auch 
in  folgender  Weise  zu  convergenten  Reihen  für  lg  r{a)  und 

^i||^  gelangen. 

Di£Perentiiren  wir  z.  B.  die  Gauss'sche  Gleichung 


00 


nach  a,  so  entspringt  die  andere 


CO 


u 


Nun  ist  aber 

1  —  e   * 

also 


QO 


ü 
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Es  ist  dies  die  für  jedes  a  convergirende  Ucike^  mit  deren 
Hülfe  Legeiidre  das  gleichfalls  von  ihm,  jedoch  später  ent- 
deckte Gauss  sehe  Fundamentaltheorem  ableitet.  Wird  dieselbe 
nach  a  zwischen  den  Grenzen  1  und  a  integrirt,  so  ergiebt 
sich  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  1.  die  für  jedes  positive  u 
Statt  findende  Beziehung 


0  " 


Augenscheinlich  bedeutet  in  ihr  das  Integral 


X 


/(,  - .-  - :)  - "- 

u 

eine  numerische  Constante,  die  man  ihrem  Entdecker  zu  Ehren 
die  Euler'sche  Constante  genannt  hat.  In  seiner  Differential- 
rechnung (Tbl.  2.  §.  143)  hat  Euler  ihren  Werth 

C  =  0,5772156649015325 

gegeben  und  diesem  sind  später  von  Legendre  in  den  auf  die  lö. 
Decimale  folgenden  Stellen  noch  die  Zahlen  8606  hinzugefügt*). 
Schreiben  wir  also  statt  des  Integrales  einfach  C^  und 
integriren  wir  hierauf  Gleichung  3.  zwischen  den  Grenzen  1 
und  «;  so  bekommen  wir  eine  convergirende  Reihe  für  lg  F(ö), 
nämlich 

4.      lg  na)  =  -  Cia-X)  +  2  [f  ^l  "  '^  M"  l]' 
Für  a  =  2  ist  daher 

4-.  «__..  +  2[ri.-'8;-t-^], 

und  folglich  wird,  wenn  man  diese  letztere  Gleichung  mit 
a  —  1  multiplicirt  und  das  entstandene  Resultat  von  4.  ab- 
zieht, 

5.  lg  r(«)  =  2  [(«  - 1)  1«  '-t^  -  Ig  --{%\^ 

»oder 

*)  Kinkclin  ucimt  vOelle'p  Journal,  Bd.  57,  Seite  128)  Cdie  Mauche- 
roni'Bcho  Constaute. 
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X 


5'.  \g  r(«)  =  ^^{a  _  1)  lg  (l  +  [)  _  lg  (l  +  "  r)]- 

Bemerkenswerth  ist  diese  Reihe  vorzüglich  desshalb,  weil 
man  von  ihr  sogleich  zu  der  Euler  sehen ,  von  Gauss  als  De- 
finitionsgleichung der  Gammafunction  benutzten  Formel  über- 
gehen kann.    In  der  That,   schreiben  wir  ö**.  in  der  Gestalt 


m" 


s 


lg  r («)  =  V  lg  - -qrf-i-  +  Jg  (1  + «') ' 

1 

WO  lg  (1  -(-  s,)  das  Restglied  der  Reihe  bezeichnet  und  das 
ihrer  Convergenz  zufolge  für  s  =  oo  verschwinden  muss ;  so 
ergiebt  sich  durch  den  Uebergang  von  den  Logarithmen  zu 
den  entsprechenden  Zahlen  sofort  die  Beziehung 

r{a)^e     '  0-  +  i.)=e         '  (1  +  6,) 

oder 

'^^-äi^ditiit'ia+s-.)  *^-'  (i + ^')  (i + !)""'• 

Beachtet  man  aber,  dass  für  s  =  oo  der  Factor  ( 1  +      )' 
Mut  der  Zahl  1  zusammenfallt,  so  kann-  man  einfacher 

schreiben,  wo  also  jetzt  lim  d,  =  0  ist. 

Endlich  mag  noch  bemerkt  werden ,  dass  aus  4".  die  Be- 
ziehung erwächst 

6?  =  Hm[27-lg^],    {lim  5  =  00} 

^d  dass  folglich  für  ein  hinreichend  grosses  s  näherungsweise 
mit  Euler 


^=21 -lg*- 

1 


?®8etzt  werden  darf. 
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§.  57. 
Fortsetzangr* 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  lg  F(l  +  ä)  durch 
das  Symbol  ^(ö  +  1)  >  so  erhalten  wir  dem  Tayler'schen  Theo- 
reme zufolge  die  Beziehung 

1.    ^(l  +  a)=^(l)  +  fl^'(l)+i^r(l)  +  ...  +  f,rCl  +  ff*), 

WO  d  eine  zwischen  0  und  1  befindliche  Zahl  ausdrückt.    Nun 
folgt  aber  durch  n  — 2  malige  Differentiation  aus  der  Gleichung 


C-'lg  r{l+a)  ^    ^ 1 


da^  ^  («  +  1+»)* 

0 


die  andere 


i_  y  lg  na  + 1)  ^  (-  ir  ^ 


»^'  da"  «       ^(fl+l+«)"' 

und  diese  bleibt,  sofern  n  >  1  ist,  für  jedes  zwischen  —  1 
und  einer  beliebigen  positiven  obern  Grenze  enthaltene  a  in 
Kraft.    Mithin  muss  f ür  a  :=  0 


oo 


1  * 


sein,  und  folglich  wird  für  hinlänglich  grosse  n  der  Quoident 


seiner  absoluten  Grösse  nach  gewiss  unter  1  liegen,  wenn  a 
eine  zwischen  —  1  und  -}-  1  befindliche  Zahl  vorstellt.  Daraus 
aber  fliesst  einem  bekannten  Satze*)  zufolge  sogleich  weiter. 


*)  Bezeichnet  u^,  u,  ...  uh,  ...  eine  Reihe  endlicher  Crrössen  von 
der  Art,  dass  für  sehr  grosse  n  fortwährend  ohne  Bückaicht  auf  da« 
Zeichen 


"n 


<  1, 

80  ist 

lim  M^  =  0, 

wo  lim  auf  ein  unendlich  werdendes  n  sich  bezieht. 
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dass  ^(1  -|~  ^)  ^  ^^^  angeführten  Fall  immer  in  eine  con- 
vei^irende  Reihe  sich  muss  entwickeln  lassen.  Bezeichnen  wir 
also  die  Summe  der  reciproken  n^^  Potenzen  der  natürlichen 
Zahlen  kurz  durch  S^ ,  und  beachten  wir  ausserdem  nooh;  dass 
^(1)  ==  0  und  ^'(1)  ^^^  —  ^  gleichbedeutend  ist:  so  wird  jetzt 

2.  lgr(l  +  a) aC  +  '^S,-fs,  +  ^S,-... 

Zwar  ist  diese  Reibe  für  die  numerische  Berechnung  der  6am- 
mafänction  nicht  sehr  zweckmassig,  weil  die  S  nicht  rasch 
genug  abnehmen,  indess  kann  man  mit  ihrer  Hülfe  sogleich 
Sielförker  con^ergirende  Reihe  errielen,  wenn  wir  di?  ein- 
zelnen  Glieder  unserer  Reihe  mit  den  entsprechenden  der  fol- 
genden   - 

0  =  -  lg  (1  +  a)  +  a  -  I'  +  ^  -  .  .  . 
durch  Addition  verbinden.    Dadurch  nämlich  entspringt 

3.  lg  r(l  +  a)  =  a(l  -  C)  -  lg  (1  +  «)  +  I*  (S,  -  1) 

-|'(53-l)+i(54-l)----, 
und  folglich  ist  auch 

4.  Igr(l-a) a{\-C)-  lg  (1  -ö)  +  I'  (S3-  1) 

+  j(S3-l)  +  i(Ä.-l)  +  .... 
Erwägt  man  jetzt  weiter  ^  dass 

«r(fl)  =  r(a  +  i),  r(a) r(i - fl)  =  5^^ ,  o<a<i, 

also 


Tca 


igr(i  +  a)  +  igr(i-«)  =  ig.^^^ 

ist,  so  erhält  man  durch  Verbindung  dieses  Resultates  mit 
den  Gleichungen  3.  und  4.  die  Legendre'sche : 

5.    lgr(l  +  «)==a(l-0-llg;-^:  +  llg^^ 

-f(Äs-l)-f(55-l)-Y  («7 -!)-••• 

In  ihr  braucht  man  nur  a  von  0  bis  ^  zu  wählen,  um 

mit  grosser  Annäherung  sämmtliche  Gamma   berechnen   zu 
AÖnnen,  indem  ja  alle  übrigen  Gamma  auf  die,  deren  Argument 
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zwischen  0  und       liegt,  sich  zurückführen  hissen.    Die  vor- 

herige  Bestimmung  der  Grössen  S  ist  freilich  etwas  onbequem^ 
doch  kann  man  diese  umgehen  y  wenn  man  sich  der  von  Le- 
gendre  in  seinem  „Traite  des  fonctions  elliptiques  et  des  in- 
tegrales Euleriennes,  tome  IL"  gegebenen  Tafel  bedient^ 
welche  die  5  von  w  =  2  bis  n  =  35  bis  auf  16  Decimalen  in 
sich  begreift. 

Auch  die  Euler'sche  Constante  hat  Legendre  mittelst  der 
Gleichung  5  von  ueuem  berechnet ,  indem  er  in  ihr  einerseits 

a  =  ly  andererseits  hingegen   a  =  ^    nimmt.    Und  endlich 

hat  er  sie  zur  nähern  Bestimmung  des  friiher  erwähnten 
Minimums  der  Gammafunctiou  benutzt.  Dasselbe  findet  f&r 
a  =  1,4616321451105  .  .  ,  Statt  und  wird  durch  den  Werth 
r{a)  =  0,8856032  .  .  .  vorgestellt. 

§.  58. 

Darstellunir  von  — ^a—     durch  eine  endliche  Reihe  für  den  Fall 

ra 

eines  rationalen  Ar^amentes. 
Zu  den   vielen  interessanten  Eigenschaften  der  Gamma- 
function gehört  auch  die,  dass      ^    ^     in  eine  endliche  Reihe 

sich  entwickeln  lilsst,  wenn  das  Argument  a  eine  rationale 
Zahl  ausdrückt.    Addirt  man  nämlich  die  beiden  Gleichungen 


30 


ca  J  L  •  1  —  c"-J 

0 


und 


OD 


0 


so  folgt 


00 


und  hieraus  entspringt  durch  Einführung  der  neuen  VeriLn- 
derlicheu  x  =  e?~* 
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,.  ^J^n«^  +c=  /*'-.--""  rfo:. 


Setzt  man  nun  a  mit  dem  Quotienten       der  beiden  ganzen 

Zahlen  m  und  n  als  gleichbedeutend  voraus  ^  und  substituirt 
man  überdies  statt  x  die  Grösse  x** ;  so  erhält  man  augenblick- 
lich die  Gleichung 

--% — ^  +  C  =  n    I  dx, 

0 
„«—1  wi — 1 

in  der  die  Function       —     ^       augenscheinlich  einen  ratio- 

nalen  Bruch  vorstellt.  Das  Integral  ist  mithin  auf  Elemen- 
tarfunctionen  zurückführbar,   also   beispielsweise  für  ö  =  " 

^i^  +  C  =  2arctangi-/3-lg3=   ^   -  lg  3. 
Bezeichnet  endlich  in  Gleichung  1.  a  eine  ganze  Zahl,  so  v^ird 

-^-    +  C  =  y*  [1  +  .r  +  a;'  +  .  .  .  +  a:-^]  dx 

0 


§.  59. 
Stem's  Beweis  der  Raabe'solieii  Formel 

(lgr(x+Är+l)rfa:=(Är+l)lg(/.  +  l)-(Ä-|-l)+{lg2«. 
Die  früher  bewiesene  Gleichung 

Rottet  eine  interessante  Folgerung,  wenn  man  statt  x  -{-  l 
^^  Argument  x  -{■■  k  -{-  l  wählt,  wo  k  eine  positive  Zahl  aus- 
^^ckt,  und  hierauf  lg  r{x  +  ^*  +  1)  ^^ch  x  zwischen  den 


—    158    — 

Grenzen  0  und  1  integrirt.    Dadurch  nämlich  ethSlt  man  die 
Beziehung 

Andererseits  aber  ist  nach  §.  49. 


OD 


0 

mithin  ergiebt  sich  durch  Subtraction  der  zweiten  Gleichung 
von  der  ersten 


00  00 


lg  r{x  +  k  +  l)  dx  =  Gt+,-  ^  J  '- \ dz 

0  0 

=  ^Vi  -  Y  lg  (^  +  1)- 

Weil  nun  den  in  §.  50.  gepflogenen  Betrachtungen  zufolge  das 
Integra]  Gk+i  mit 

1  lg  2a  +  (*  +  1)  lg  (*  +  1)  -  (Ar  +  1)  +  i  lg  (A:  +  1) 

äquivalent  ist^  so  muss  die  Relation  bestehen 


1 


/ 


lg  r(x+ A:+ 1) rfx  =|lg2a  +  (*+ l)lg(Ar  + 1) -(*+ 1). 


Gefunden;  wenn  auch  nicht  in  der  Allgemeinheit  wie  hier, 
ist  dieselbe  von  Raabe*)  und  bewiesen  in  der  hier  gegebenen 
eleganten  Weise  von  Stern**). 


♦)  Grelle.   Journal.    Bd.  25,  S.  149;  Bd.  28,  Seite  12. 
**)  Zur  Theorie  der  Euler*schen  Integrale. 
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m.  Kapitel. 
Integrale,  welche  auf  Gtammaiünetionen  ziirückführbar  sind. 

§.  60. 
Melntegrale  /  ar^^l-x")"      dx  und    /        /^    h.p^^^^- 

J  %     (l  +  ax  )''^^ 

Die  Gammafunction  verdient  nicht  bloss  um  ihrer  selbst 
willen  das  grosse  Interesse  ^  welches  die  Mathematiker  ihr 
zugewandt  haben.  Sie  zeichnet  sich  auch  noch  dadurch  aus^ 
dass  von  ihrer  Eenntniss  in  letzter  Instanz  die  Lösung  vieler 
und  nicht  bloss  der  Integralrechnung  angehöriger  Aufgaben 
abhangig  gemacht  wird.  NamenÜich  aber  giebt  es  eine 
ganze  Reihe  auf  Gammafunctionen  zurückführbarer  Integrale, 
You  denen  einige  wieder  zu  den  feinsten  Betrachtungen  Ver- 
anlassung geben.  Einen  der  Hauptbelege  für  diese  Behaup- 
tung wird  hoffentlich  die  später  folgende  Darstellung  der 
äusserst  sinnreichen  Dirichlet'schen  Behandlung  gewisser  von 

Cauchy  zuerst  in  Betracht  gezogener  Integrale  liefern. 

Schon  früher  haben   wir   gesehen ,    in   welch'   innigem 

Zusammenhange  das  Euler'sche  Integral  der  ersten  Gattung 

mit  dem  der  zweiten  Art  steht.     Dieselbe  Bewandtniss  nun 

hat  es  mit  dem  binomischen  Integrale 

0  0 

in  welchem  jp  und  ^  positiv  und  n  als  ganze  Zahl  voraus- 
gesetzt sind.  Legendre  bezeichnet  dasselbe  mit  Euler*)  sym- 
bolisch  durch    |— I   und    betrachtet    es    eigentlich    als    das 

Eoler'sche  Integral  der  ersten  Gattung.    Wie  man  sieht  ^  ist 
^es  nur  eine  YeraUgemeinerung  des  Integrales 

B  (p,  q)  =JxP-^  (1  — x)«-*  dx 


*)  Integralrechnuiig,  Kap.  9,  S.  237  des  ersten  Bandes.  (2.  Ausgabe, 
^«tenbiirg  1793.) 
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oder,  wie  Legendre  schreibt,  [p,  g]*).  Auch  kann  jenes  mit 
Leichtigkeit  auf  dieses  zurückgeführt  werden,  indem  man 
mit  dem  genannten  Forscher  nur  y  =  x"  zu  setzen  braucht. 
Dadurch  nämlich  kommt  sofort 

J  XP-'  {1-x^y       dx  =  ;    I  y"       (t-yr       ^y, 

0  u 

und  demnach  ist 

Die  weitern  Eigenschaften  des  Integrales  |  -  J  bedürfen 

dalier  aucli  keiner  eingehendem  Untersuchung.  Nur  einer 
nahe  liegenden  Folgerung  wollen  wir  gedenken,  die  sich  so- 
fort für  ^"^^  =  1  ergiebt.    In  diesem  Falle  nämlich  ist 


71 


»     .    P 
sin      n 

ü  w 


Allgemeiner  noch  als  das  oben   betraciitete  Integral  ist 
endlich  das  folgende 


in  welchem  «  eine  von  Null  verschiedene  positive  Constante 
bedeutet  und  das  durch  die  Substitution  a  j"  =  x^  unmittel- 
bar die  Gestalt 


CO 


4»  U 


'   P.  r{p  +  q) 

na** 

annimmt. 

*)  TraiU*  des  fonct.  ellip.  et  «les  integr.  Eni.  T.  II.,  p.  414. 
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Sollen  0  und  1  die  Int^rationsgrenzen  heissen,  so  setze 
man  wie  in  §.  31  x  =  ^— ^;  alsdann  erhält  man  nach  den 
einfachsten  ßeductionen 

00  1 

d  +  ax")'^         J  [y-  +  a{l^yr]P^        ' 

o  u 

Und  schreibt  man  jetzt  n  =  1,  a  =  ^  und  X  —  fi  =l  v, 

so  kommt 

1 

0 

§.  61. 
1 
Die  Integrale   /"a-a^")  U-^*)  •  •  •  •  •    äx  „„d 


0 
1 


a? 


a:*(l— a:*)(l— a:*) 


/(1-x)  lg  1 
0 


^j?. 


Vertauschen  wir  in  der  Gleichung 

1 


--"=/(.i--)- 


ö  ^ 


das  Argument  a  mit  a-j-^;  wo  ^  eine  positive  Constante 
ausdrücken  soll;  und  subtrahiren  wir  von  der  resultirenden 
Gleichung  die  vorhergehende ^  so  kommt 

da^^    r(«+i)       J  ^    \-x  "^• 

Hieraus  aber  entspringt  durch  Integration  nach  a  zwischen 

den  Grenzen  0  und  a 

1 


r(fl+i)  r(6+i) 


(l-^)lg- 


0  * 


♦)  Siehe  §.  80,  Gl.  7*.  etc. 

aiBTBB,  bestimmte  Integrale.  11 
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und  sonach  mttssen  auch  folgende  Gleichungen  Statt  finden: 

i„        r{a+h+e+\)      _     /^  (l-x"+*)  (!-»*)    . 

«  r(a+c+ . )  r(H-i)  -  /       (1  _a.)  lg  J.         ' 


0  ^ 


1 
9  1«  r(a+l)  r(a+*+c+l)  _     Z'x"  (!-»*)  (1-x*)      . 


0  ^ 


Wird  aber  in  GleicUung  1.  die  positive  Grösse  c  statt  a  ge- 
vvählt  uud  von  dem  erzeugten  Resultate  die  Beziehung  2. 
abgezogen;  so  folgt 

1 


rix. 


0 

Und  vertauscht  man  in  Gleichung  3.  a  mit  a-\-d  und  sub- 
trahirt  nun  von  der  erzielten  Relation  die  unter  3.  dargestellte, 
so  hat  mau 

4  .      na+b+c+i)  ^a+h+d+l)  r{a+c+d+l)  r{a+l) 


r\a+b+l)  r(a+c+\)  r\a+d+l)  r^a+b+c+d+l) 


(l-a:)lgl 
0  ^ 


rfx. 


Indem  man  aber  in  3.  die  Constante  a  durch  das  positive  tl 
ersetzt  und  darauf  die  entstandene  Gleichung  mit  der  Be- 
ziehung 4.  durch  Subtraction  verbindet,  erhält  man  die  Formel 


=/ 


1 

(l-a?'')(l— j:*)(l-ar*)  (!-«'') 


^o:. 


(i-a)  .«  (1) 

Wie  man  in  dieser  Weise  den  Process  immer  von  neuem 
vollziehen  kann^  bedarf  keiner  weitern  Erörtemng.  Zur  Ent- 
wicklung des  allgemeinen  von  diesen  Integralen  befolgten 
Uildungsgesetzes  genügen  indess  schon  die  vorhergehenden 
IMrjiclitunj^en;  man  vergleiche  nur  darüber  Stern 's  „Beitrage 
zur  Theorie  der  Euler'schen  Iiit<»grale.''     Auch  noch  andere 
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Folgerungen  lassen  sich  aus  den  vorstehenden  Formehi  ziehen, 
worüber  man  ebenfalls  genügende  Auskunft  in  der  genannten 
Abhandlung  Stern's  finden  wird. 

In  dem  Vorliegenden  beschränken  wir  uns  auf  die  Mit- 
theilung zweier  Relationen  (6  und  7),  die  wir  später  in  ganz 
anderer  Weise  ermitteln  werden. 

Setzt  man  nämlich  iu  Gleichung  2.  x^  statt  Xy  wo  das 
neue  x  ebenfalls  positiv  sein  soll,  so  erhält  man 

J  (i^x^)2lgx  J  (l-x«)lg.r 

'ö  r(«+l)  r{a+b+r+i)  > 

und  folglich  wird  für  c  =  y 

Daraus  aber  fliesst,  wenn  2a+l==a— l,2(a+*)+l==/^ — ^ 
gewählt  wird,  die  von  Kummer  gefundene  Formel 

J        (1  +  a?)  \x  ^ 


m  rm 


Endlich  lässt  sich  mit  ziemlicher  Leichtigkeit  aus    der 
Gleichung  4.  die  andere  entwickeln 

1.       J^"^  dx  =  lg(„  +  a+l)-  (;)  lg  („  +  «) 

0 

+  ...+  (-l)'Qlg(«  +  «+l-s)  +  ...+  (-l)"lg(ö  +  l) 

wenn  man  die  Exponenten  //,  Cj  d,  ..,  säraratlich  =  1  nimmt 
und  die  Gammafunctioneu  nach  der  Formel  r{a-[-\)  ==  a  F(ö) 

behandelt.     Schreibt  man  nun  '  (.  )  =  ^  ""^  öf-f-1  =;?;  so 

hat  man  zunächst  die  Beziehung 

11* 


—    164    — 

Dieser  Ausdruck  aber  lässt  sich  in  einer  kürzern  Form 
darstellen  y  wenn  man  sich  einer  bekannten  Formel  aas  der 
endlichen  Differenzenrechnung  erinnert.  Sind  nämlich  u,  ti,, 
t/j,  ...  die  Werthe  der  Functionen  /'(x),  f{x-\-K),  /T[a:+2Ä) , . . . ; 
so  besteht  die  Relation 

oder  symbolisch  geschrieben 

^»»11  =  (ti— 1)K 

Wählt  man  folglich   für  f{x)  die  Transscendente    Igp,    so 
hat  man 

^igp=Ggi'-i)'"»=ig(p+«)-Qig(p+«-i)  +  --- 

und  sonach 


0 


OD 

n 

dz. 


Es  ist  dies  die  Gleichung,  welche  Laplace  auf  anderm  W^[e 
in  seiner  ,,Th6orie  analytique  des  probabilites,  ^3.  Edition  p.  165'' 
abgeleitet  hat. 

Anwendung  des  Imaginären. 

§.  61. 

OD 

Bedeatung  der  Formel  i    c ~**  x'~^  dx  =  — ^  fttr  ein  complexes  k. 

Verhalten  der  gewonnenen  Gleichungen  zu  einander. 

Ein  weit  grosseres  Interesse  als  die  vorbeigehenden  Inte- 
gralformen bieten  gewisse  andere,  mit  deren  näherer  Unter- 
suchung wir  uns  nunmehr  beschäftigen  wollen.  Dabei  wer- 
den wir  uns  in  sehr  ausgedehnter  Weise  des  Imaginären  be- 
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dieneU;  weil  durch  eine  derartige  Benutzung,  wie  sich  zeigen 
wird,  bei  den  Erörterungen  ein  bedeutender  Grad  von  Ele- 
ganz und  Einfachheit  sich  erzielen  lässt. 

Bezeichnen  k  und  a  positive  Zahlen,  so  findet  bekannt- 
lich die  wichtige  Gleichung  Statt 


oo 


J  '  '  *" 

U 


Gut  aber  dieselbe  noch,  wenn  k  eine  complexe  Grösse  vor- 
stellt? Nehmen  wir  einmal  an,  es  sei  dies  wirklich  der  Fall, 
es  sei  also  für  die  complexe  Grösse  k-^-^ij  deren  reeller  Theil 
natürlich  wesentlich  positiv  sein  muss. 


oo 


I.  C  d-(H^O*  x«-i  dx  =  , 

so  folgt  hieraus  leicht  eine  Reduction  der  beiden  Integrale 
J  ß-^kx  ^Qg  ^^    ^rt—1  ^^  mjj  J  ß—kx  sin  -O-o:  x9-^  dx 

auf  einfachere  Formen.  Bedenkt  man  nämlich,  dass  jede 
complexe  Grösse  k-^^i  in  der  Form  q  (cos  ^  -{"  ^  s^  ^)  sich 
darstellen  lässt,  wo  der  Modul  q  =  Yk'^  -|-  %^   ist  und  ^  einen 

reellen  Bogen  bedeutet,  der  hier  zwischen  -|-  ^  und  —  ^  ge- 

wählt  werden  darf,  so  ergiebt  sich  aus  I.  zunächst 

/g-*x  ^«-1  [cos a- a;  —  I  %m^x]dx=  -^  -^"""^    
0                                                                           (Ä«  +  ^«)^  (cos  1^  -f  i  Bin  i^)" 


r{a)  [COB  at\>  —  iwxia  ^] 

n 


Mithin  wird 


00 


/ 

0 


1.  /    ^-**  x^-^  cos  'ö'o;  Äfx  =  — £L£2L'^z  und 


(A«-f^«)* 


/ 

0 


^'  /    e-*'''  x"-^  sm  da;  äfa:  =  — -   ^^ 


(A'»  +  fr«)^ 
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So  vorzüglicb  iiuloss  dieser  von  Euler*)  herrühreude  Ge- 
dankengang auf  den  ersten  Blick  auch  erscheinen  mag,  so 
lässt    er    doch    begründete    Bedenken    zu.      Der    Ausdruck 

— --    nämlich  ist,    um  nur    dieses  Punktes  zu  gedenken, 


durchaus  keine  bestimmte  Grösse**);  es  bleibt  daher  auch 
schon  aus  diesem  Grunde  völlig  unentschieden,  ob  in  der 
That  gerade  die  obigen  Formen  die  hier  in  Betracht  konmien- 
den  Integrale  vorstellen  werden.  Denn  dass  die  für  a:  «=  oo 
zwischen  +  1  schwankenden  Factoren  cos  0-  x  und  sin  O"  x 
keine  Uubestimmtheit  in  den  lutegralen  hervorrufeu,  ergiebt 
sich  sofort  aus  der  Betrachtung  der  Integrale 


in  denen  p,  q  und  J  die  bekannte  Bedeutung  haben. 

In  Wahrheit  sind  nun  freilich  die  oben  gefundenen  Aus- 
drücke die  wirklichen  Werthe  der  beiden  Integrale 


*)  Inte|<;ralreclinungf  Bd.  4. 

**)  Obgleich  vrir  vrcgen  der  Kichtigkeit  dicbcr  Behaiiptuug  einfach 
auf  die  Klenieiite  der  Analysis  verweisen  köuntei],  wollen  wir  trotzdem 
mit  einigen  Worten  des  Satzes  hier  gedenken.    Schreibt  man  nämlich 

wie  vorhin  k  +  ^i  in  der  bekannten  Form  ^(cob  t^  +  **iD  V')  =  P^^*» 
80  iut 

Q  =  f/Ä-^  +  d^,       =  COS  tifj  -  =  sin  tff. 

Da  nun  k  und  q  positive  Grössen  ausdrücken,  so  können  wir  für  V^  den 
kleinsten  bogen  wühlen,  dessen  Cctsiiius  =     ,  dessen  Sinus  =  —   ist, 

also  einen  zwischen  Hh  ;:    befindlichen  Hog^n.    Der  allgcmeinsto  Werth 

entspringt  alsdann,  wenn  wir  zu  diesem  liogen  ein  ganz  beliebige»  Viel- 
faches von  2jr  addiren,  d.  h.  k  +  d^  i  =  q e^'f"^'^" '  und  folglich 

setzen.    Hieraus  aber  erkennt  man  auf  den  ersten  Blick,  dass  für  ein 

irrationales  a  der  Ausdruck  {k-{-&i)'*'  sogar  unendlich  viele  Werthe 
und  nur  für  ein  rationales  a  eine  beschriinkte  Anzahl  derselben  dar- 
bietet. 


ao 
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fsin  ^  J7 


gleichwohl  kann  dies  nur  durch  eine  von  Unbestimmtheiten 
völlig  unberührte  Untersuchung  ausser  allen  Zweifel  gestellt 
werden.  Zu  einer  solchen  aber  eignet  sich  vorzüglich  der 
▼on  Poisson  zuerst  betretene  Weg,  dessen  Natur  durch  das 
Bestreben  charakterisirt  wird,  aus  den  vorhergehenden  Inte- 
gralen zwei  Differentialgleichungen  zu  erzielen,  deren  nach- 
herige Integration  unmittelbar  zu  den  verlangten  Resultaten 
fahrt.») 

Bevor  wir  aber  zur  nahern  Erläuterung  dieses  in  der 
Dirichlet'schen  Behandlung  äusserst  eleganten  Verfahrens 
selbst  übergehen,  wollen  wir  in  Kürze  noch  der  Thatsache 
gedenken,  dass  jedes  der  Integrale  1 .  und  2.  aus  dem  andern 
durch  Integration  nach  d^  zwischen  den  Grenzen  0  und  d^ 
und  folglich  auch  durch  Differentiation  nach  d^  sich  ableiten 
lässt.    Nehmen  wir  beispielsweise  das  Integral  1.  oder  lieber 

CO 

dieses   r ..-**  x"  cos  ^xdx=  L(-+^^9l(^})^^  so  ergiebt 
sich  durch  Ausführung  der  angezeigten  Operation  zunächst: 

9 

r(a+l)  /"«^(^'r^^';*  =  /d»Je    "'  x"  coa»xdx 

ro  9  OD 

^  C  ^-kx  j.a  ^^  r^os  ^x  dd"  =  /  6?-^  *"  x"-^  sin  ^x  dx. 

Andererseits  ist  wegen 

cos  (rtr  +  ^ )  ^  =  cos  a  ^  cos  ^  —  sin  a  ^  sin  ^ 
=  COS  a  ^  ^7z=r  —  sin  öT  ^ 


und 

...  ,    k d% 

d  Sin  a  tf;  =  a  cos  a  ^  r2_irÄt  • 


^  Joarnal  de  Tdcole  polytechnique ,  cah.  16,  pag.  215. 
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sinat^^.//^        IXä+I)     sin  a '^ 

+  r(flf+ 1)  /  —^ .  2 7h^2  -  ^(^+1)  /  — ^ 

r(/i)  sin  aip  ^ 

daher  die  Gleichung 

c-*-  x«-«  sin  *x  dx  =  IMiiLl«. 
"6  (*«+^)^ 


/ 


§.  63. 
Strenge  Begründung  der  Enler'schen  Formeln. 

Indem  nvir  nunmehr  in  der  angedeititeten  Weise  zur  tie- 
fem Begründung  der  Euler'schen  Formeln  schreiten^  setzen 
wir  vorerst  der  Kürze  halber 

OD  00 

u  =  r^-**  a;*~*  cos  d'x  dx,  v  =  j e~^*  a:*-^  sin  ^x  dx  und 

OD 

S  =  /'r-<^-H*^'>a;«-l  dx. 

Dadurch  gewinnen  wir  die   bequemere  Form  s  =  u  —  vi  der 
Gleichung 

Jer^i^^^x*-  ^dx=Je-^*xf-^coH^xdx  —  ife-^'x^^  sini^xdx, 

welche  durch  Differentiation  nach  d  ohne  Mühe  zu  der  Be- 
ziehung führt 

oo 

=  /  /^-(^-f^o*  X-  dx. 


ds  du   .  dv  .    /• 

d^  ~d&'~^  dd-  ""  '  J    * 

u 
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Andererseits  aber  folgt  ebenso  leicht  durch  partielle  Integra- 
tion des  Integrales  s: 


CO 


h  u 

wenn  vorläufig  die  positive  Constante  /:>0  vorausgesetzt  wird. 
Werden  beide  Gleichungen  mit  einander  verglichen ,  so 
zeigt  sich,  dass 

du         .  dv  fii      r  .1 

ist.*)     Und  hieraus  eiitspringt  durch  Trennung  des  Reellen 
und  Imaginären 


1. 

und 

2. 


du     ,       dv 

U U  n  

rf^  ^     dd'  ad- 


,^+„t  it«+^i 


dv  du 

u  —  V  — — 

d»  dd  ak 


Die  üerivirten  der  hier  vorkommenden  Functionen  von  u 
und  z;,  d.  i.  von  ^  ^  sind  also  endlich,  ja  selbst  stetig;  diese 
Functionen  müssen  daher  zu  den  continuirlichen  Functionen 
Yon  %•  gehören;  ausserdem  bezeichnet  auch  Sy  weil  die  Inte- 
grale ^  und  -^  dem  Obigen  zufolge  endliche  Grössen  vor- 
stellen,  eine  stetige  Function  von  ^, 

Multiplicirt  man  jetzt  die  Gleichung  1.  durch  die  Zahl  2 
und  schreibt  die  Nenner  der  zweiten  in  den  Formen 

so  zeigt  sich  sofort,  dass 

dd  d» 

und 

d  arc  tang  —  d  arc  tang  — 

u  A; 

"55  ~~  ^  d» 

ist.     Und  daher  gelten  die  neuen  Gleichungen 


*)  Die  dirccte  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  §.  107  ge- 
geben. 
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3.  lg  (m^  +  j;2)  =  -  fl  lg  {k^  +  ^^)  +  lg  coiist. 

und 

4.  arc  taug  -  =  a  arc  tang  j  +  coiist. 

Nun  bedeuten  u,  v,  ör,  A-,  -O-  sUnimtlich  reelle  Grössen,  folglich 
gewinnt  man  aus  der  Beziehung  3.  die  andere 

in  der  c  offenbar  die  Bedeutung  einer  positiven  Constauteu 
besitzt.  Um  sie  zu  bestimmen,  setze  man  in  der  vorau- 
geheiideu  Gleichung  if  =  0  und   bedenke,   dass  durch   diese 

Annahme  u  = wird  und  v  sich  auf  Null  reducirt.    Äls- 

r 

dann  findet  man  augenblicklich,  dass  c  =  [F(a)]^  und  demnach 

u'i  +  j;2  =  [r(a)Y  (k^  +  ^2)  — 

ist.  Hieraus  aber  erkennt  man  sofort,  dass  wegen  der  be- 
stimmten Grösse  r(a)  für  endliche  Werthe  von  %'  die  Func- 
tionen u  und  V  nie  gleichzeitig  zu  Null  werden  konneu. 

Um  jetzt  die  Constante  der  Gleichung  4.  zu  bestimmen, 

wolleu  wir  den  Bogen  rechts  zwischen  —  ^  und  -}-  t  ^ä^- 
len  und  von   arc  tang  -    voraussetzen,  dass  für  v  =  Q  auch 

arc  tang  ~  zu  Null   wird.     Alsdann   ist  offenbar  coust.  =  0, 

weil  fiir  'O'  =  0  Gleichung  4.  nunmehr  in  0  =  0  -J-  const. 
übergeht.     Da  nun   k  positiv  ist  und  0*  endlich   bleibt,    so 

kann  in  arc  tang  r  die  Taugente  auch  niemals  durch  das 
Unendliche  gehen,  und  demnach  ist,  wenn  wir  der  Kürze 
wegen  arc  tang  .  =  ^  schreiben,  dieser  Bogen  immer  zwi- 
schen 4:  !^   befindlich,  also 


V 

u 

Oben  aber  fanden  wir 


=  tang  a  ^. 


,/2  +  «;»  =  [r(a)Y  {k^  +  ^^)  -% 
mithin  wird  jetzt 


ov        2 


w  =  +  r{ä)  (A^  +  '^•)     '    cos  «  ^ 
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und 

v  =  ±  r{a)   (^2  +  ^i)"  "^  sin  a  ^. 

Um  über  die  Vorzeichen  der  Functionen  u  und  v  Kennt- 
niss  zu  erhalten,  bedenken  wir^  duss  eine  stetige  Function 
nur  ihr  Vorzeichen  ändern  kann,  sofern  sie  durch  Null  geht. 
Mithin  müssten  bei  Annahme  eines  solchen  Falles  beide  Func- 
tionen u  und  V  gleichzeitig  den  Werth  Null  annehmen,  was 
—  wie  wir  wissen  —  unmöglich  ist.  Ein  Wechsel  im  Vor- 
zeichen der  Functionen  u  und  v  kann  demnach  nicht  ein- 
treten. Erwägt  man  nun  aber,  dass  für  ^  =  0  auch  i/;  =  0 
wird  und  dass  die  Grössen  k  und  r{a)  beide  positiv  sind; 
so  folgt  augenblicklich,  dass  hier  das  Zeichen  plus  gilt.  Und 
somit  finden  in  der  That  die  Beziehungen  Statt: 

und 

00 

/t,      ,    ,     .      jv        .  r{ti)  sin  a  tb 


0 


(A»+^») 


§.  64. 

fflr  ein  ganzes  a  genttgt  zur  Herleitung  der  Euler'schen  Formeln 

die  partielle  Integration. 

Nicht  ohne  Interesse  dürfte  die  Bemerkung  sein  ,  dass 
unter  Voraussetzujig  einer  ganzen  Zahl  a  die  Entwicklung 
der  Integrale  u  uud  v  nur  die  theilweise  Integration  erfordert. 
Dabei  erscheinen  freilich  nicht  unmittelbar  die  obigen  elegan- 
ten Ausdrücke^  doch  kann  man  dieselben  leicht  erzielen,  wenn 

man  in   den   Endformen  - —    -  =  cos  4',  -. =  sin  tp 

schreibt  und  sich  der  bekannten  Beziehungen  erinnert: 
co8<j^=cosf^'» — (  ^  jcos^^^sin  V'^+  r  ) cos ^~^ sin ^^ — etc., 

sina4f=()  cos ^~ ^ sin ^ —  ("\  cos tf/*-^ sin ff^*^  + . . . 
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Dem  Principe  nach  bedürfen  daher  die  hier  augedeuteten 
Rechnungen  auch  keiner  Erläuterung,  gleichwohl  wollen  wir 
einige  Augenblicke  bei  ihnen  verweilen,  weil  sie,  in  gewöhn- 
lieber  Weise  vollzogen ,  höchst  langweilig  sind,  durch  Um- 
kehrung des  Weges   aber  sich  ziemlich  vereinfachen  lassen. 

Unterwerfen  wir  beispielsweise  das  Integral 

u  =y^e--**  x*^^  cos  d'x  dx 

0 

einer  zweimaligen  partiellen  Integration ,  so  finden  wir  nach 
einigen  leichten  Reductionen 


OO  00 


/  e-''*  x^*  cos  %x  dx  =  M^M   f  ^■■**  ^*~*  cos  9x  dx 

0  0 

_  ^^=^^  fe->"  x^  cos  »X  dx, 


/ 


eine  Gleichung,  der  wir  behufs  der  gleich  folgenden  Betrach- 
tung die  leicht  verständliche  symbolische  Form  geben 

1-     «-=]^  [2  *(:)«- -2  (;)«.-.} 

Setzt  man  nun  nach  und  nach  a  ^^^  a  —  1,  a  —  2,  ...3, 
d.  h.  n  =  a  —  2,  a  —  3,  ...  3,  so  ergiebt  sich  mit  Beachtung 
der  Beziehungen 


OO  OD 


j  e^^co8d'x.xdx==Trf^^j^  \md   /  e~**  cos  ^x  rfx  =  r^j^^ 

0  0 

schliesslich  der  Werth  des  Integrales  u.     Wegen  der  müh- 
samen Berechnung  dürfte  es  sich  jedoch  empfehlen,  von  un- 

OO 

ten  nach  oben,  d.  i.  von  uq  =  j  er^^  cos  ^x  dx  =  ytXa^ 

o 

öo'  00 

und  Ut=  I  er'"' cos ^x.x dxzxx u^=  /  ^-*'a;^cos d'xdx=  1 .2 ^  .  ^^ 


w ,  =  /  e~**  cos  d'x.x  dxzu  ti2=  /  ^~*'a;^< 


u.  s.  w.  fortzuschreiten,  indem  man  stets  die  obige  Recursious- 
formel  1.  im  Auge  behält.  Auf  diese  Weise  folgt  nämlich 
leicht 
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«3  =(iq^4'''"H'^' *'  +  *'} 

Nimmt  man  jetzt  an,  dass  für  die  ganze  Zahl  n  Un-i  durch 
folgende  Formel  dargestellt  wird: 

«--iqSr-[*"-(0*-**'+{:)"-'*'-  C)  *•"*•+•  ■  •] ' 

in  der  das  allgemeine  Glied 
heisst^  so  wird 

«-  =  *i:f^  [2  *  (")  «-1  -  2  Q  «„-»] 

=  -  ^-^^^^S2k'^^—2kf"\k'-W-^...-\-{-iy2(''\k''-*p+'»^p 

-A— »^ _(_l)i^i  C""^"!  /t»-«p+i  ««''-»+''  —  ...1. 

Nun  gelten  aber  in  Bezug  auf  Binomialcoefficienten  folgende 
Formeln: 

a')=(:)+U) 

und 

(:)-(-r)-("J:,')+0+- ■+<-'>'(:)• 

Mithin  ist 

{7p)  =  Gp)  -  (2P-1)  +  (2A2)  "  Gp-3)+-+(o)' 

"A«;»-«/"  ~\2p-2)  ^  \2p-sJ"     \o)' 

d.  g. 

~  \  2/.  /  "^  \2p-2/  ~  ~"  \2p/         V2p-lj  ■ 

Folglich  wird 
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^(;)-(t)+G;:'0-(;)+GA.)=(t)' 

und  daher  hat  man 

Die  Formel  gilt  mithin  allgemein.     Daher  die  Gleichung 

die  man  nun  leicht  in  die  frühere  Form     v^^;  <^o»  ^  v  umsetzen 

kann,    wenn    man    den    oben    angedeuteten    Gedankengang 
innehält. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  würde  man  offenbar 


30 


^x  ^o— 1  sin  ^x  dx 


behandeln  können,  einfacher  jedoch  wird  man  den  zu  suchen- 
den Ausdruck  durch  Differentiation  der  vorstehenden  Gleichong 
nach  d"  erzielen.  M^n  erhält  nämlich  auf  diesem  Weg^ 
zuvörderst 


J 


+  2(-  l)''("^  A-"-ä''#»H-i-f-...  j  _(*'-t*!)  \^2»("\  k-*  -... 

—  {—])p  2p  &"•-*  A"-"^  /'«'\  4-  .  .  .  jl 

Nun  ist  allgemein 

(- 1  )p 2  (  "  \  A^-*f&^P+*  -(—  I  y+\2p-\-2)  ^  (    "   \  Ä*H-»  A- - *>■ 

\>I)J  "  \2/»+2/ 


—    175    — 
indem 

■^"-■''[(;)+(;;'.)+(V)+Gr.)-(r-'.)] 

-5-"'  [(;) + G^.)] 

gleichbedeutend  ist.     Wird  sonach  wieder  a  —  1   statt  a  ge- 
schrieben ^  so  gilt  schliesslich  die  Beziehung 


g-kx  3-1-1    güj   ^^    fl-j. 


_    r(«) 


7ji\'^'^0-(j^^~'^'+-+(-^y{,^;)^"'-'^"^'+" 


Die  Euler'schen  Formeln  unter  der  Voraussetzung  A:  =  0. 

§.  65. 

Bedingnugen  9  unter  denen  die  Integrale  u,  v  bestimmte  Gröhsrn 

bezeichnen. 

Die  vorhergehende  Unteröuchung  setzte  als  nothwendige 
Bedingung  die  Beschränkung  voraus,  dass  k  nicht  =  0  wurde. 
Jfldess  behalten  die  obigen  Integrale  noch  Gültigkeit,  wenn 
*öch  k  den  Werth  Null  annimmt,  nur  darf  für  das  Cosinus- 
inte^al  ^  mit  k  nicht  gleichzeitig  Null  sein.  Augenscheiu- 
«ch  gehen  nun  durch  die  Substitution  k  =  0  die  vorhin  be- 
JiaQdclten  Integrale  in  die  folgenden  über: 


00  QO 


y  cos  d^x  .  x"~^  dx  und  /sin  ^x  .  x"-^  dx, 

m 

'^  -öetreif  deren  also  vorerst  die  Frage  zu  beantworten  ist, 
^"  ^xnd  unter  welchen  Bedingungen  sie  einen  Sinn  besitzen. 

/*  ^^  man  sieht,  bedürfen  nur  die  l^^lle  a  <  1  einer  Erörterung, 
^^^m  für  ö  =  1  die  beiden  Integrale  bekanntlich  ohne  jed- 
^^e  Bedeutung  sind.  Zur  Untersuchung  jener  andern  Fälle 
^"^^    empfiehlt    sich    der    schon    früher    bei    dem    Integrale 

J  ^^^  (a:') //a:  befolgte  Gedankengang,  die  Integrale  in  ihnen 
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äquivalente  uueudlichc  Reihen  umzusetzen,  deren  Convergenz 
oder  Divergenz  man  leicht  zu  beurtheilen  im  St^uide  ist. 
Von  der  Zweckmässigkeit  dieses  Weges  überzeugt  man  sich 
—  ganz  abgesehen  von  dem  frühem  speciellen  Falle  —  so- 
gleich;  wenn  man  erwägt^  dass  innerhalb  des  Intervalles  Yon 
0  bis  oo  die  goniometrischen  Functionen  sin  und  cos  unend- 
lich oft  das  Zeichen  wechseln  ^  also  durcli  Zerlegung  unserer 
Integrale  in  Theilintegrale  mit  solchen  Grenzen,  zwischen 
denen  der  Sinus  oder  Cosinus  das  Zeichen  nicht  ändert,  jedes- 
mal eine  unendliche  Reihe  gewonnen  werden  kann,  deren 
Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  betrachten 

wir  zuvörderst  das  Integral  Jsin  9x  .  af^^  dx.    Zerfallen  wir 

dasselbe  in  der  angedeuteten  Weise,  d.  h.  schieben  wir  zwi- 
schen 0  und  oo  Vielfache  von  ^  ein,   so  kommt  ersichtlich 

unsere  Frage  auf  die  Betrachtung  eines  Integrales  von  der 
Form 


s  n 


fsm^x.x^'^dx 


zurück.     Heisst  hier  der  zwischen  dem  Maximum  und  Mini- 
mum von  x^'^  innerhalb  des  Intervalles    ^,     "^        li^ende 

Factor  von  bekannter  Bedeutung  Af,  so  ist 

('+!)  f  C+i)  ^  (H-1)  I 

I  sin%x,3cf^^dx=M  j  aind^x. dx'=Af\  ~^  "^-  * 

sn  $n  SM 

Nun  bezeichnet  ^  den  Minimalwerth  von  ar,  der  Factor  M 

wird^daher  grosser,  oder  kleiner,  als  (^j       sein,  je  nach- 
dem a  —  1  >  0,   oder  <  0.     Setzt   man   folglich    anstatt   M 

so  liegt  das  Integral  numerisch  über,   oder  unter 


(V)-. 
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der  Grösse  o.  (  ^  )      i  und  demnach  wird  für  a  —  l  >  0  das 

Integral  sinnlos.*),  für  a  — 1  <  0  dagegen  hat  es  eine  Be- 
deutung.    In  diesem  letztem  Falle  liegt  das  folgende  Integral 

nnter   a     (5+1)^        ,  wie  man  sofort  erkennt,   wenn  man 

das    erstere  Integral    zwischen     *"^        und         c^        nimmt. 

FOr  a  —  1=0  endlich  würde  man  eine  oscillirende  Reihe 
erhalten,  indem  je  zwei  auf  einander  folgende  Integrale  nur 
dem  Zeichen  nach  verschieden  sind. 

Aus  dem   Obigen  ergiebt  sich  also  unzweifelhaft,  dass 

OD 

das  Integral  f  ^~^  sin  ^x  dx  nicht  ohne  Bedeutung  ist,  wenn 

0 

a  —  1  eine  negative  Zahl  bezeichnet. 

<x> 

um  das  Integral  f  x^-^  cos  ^x  dx  in  ähnlicher   Weise 

zu  behandeln,  müsste  man  offenbar  in  das  Intervall  von 
0  bis  oc  ungerade  Vielfache  von  ^ö.  einschalten,  also  schrei- 

Kpn   0    ^     5iL    ^                     (^^+0^     (2*  +  3)%  ., 

^2«''2«''2^' 2^        '        2^       ' 

dann  kann  in  einem  Intervalle  -  '^  -  * ,  -  *^'-  ^  cos  d  x 
niemals  das  Zeichen  ändern,  und  man  erhält  jetzt 


/  x!"~^  cos  ^x  dx  =  M  I 


cos  9'x  dx  = 

+  1)1* 


2  ^  2^ 

Ist  nun  a — 1  negativ,  so  nehmen  auch  hier  die  einzelnen 
Theilintegrale  beständig  ab,  und  folglich  muss,  da  sie  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  sind,  die  entstehende  Reihe 
zu  den  convergirenden  gehören. 

§.  6G. 
Yerallgemeineriing  der  vorhergehenden  üntersachungeii« 

Die    vorhin    gepflogenen  Betrachtungen    wollen    wir   in 
der  Art  verallgemeinern,  dass  wir  statt  der  Potenz  x"—^  in 

*)  Für  ein  über  jede  Grenze  wachsendes  s  natürlich. 

Mktkb,  bestimmte  lutegralo.  1*2 
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30 

/sin  %  X  ,  x^"^  dx  eine  Function  /'(x)  substituiren,  die  steti 

^     .  .  . 

positiv  bleiben  soll ,  übrigens  aber  entweder  zu  den  wachsen- 
den,  oder  abnehmenden  Functionen  gehören  kann.  Das  jetzi 
in  Frage  kommende  Integral 


I  f{x)  sin  ^x  dx 


$71 


liegt  folglich,  abgesehen  von  dem  Factor  ^  ( —  1)',  zwischen 

f  ( *^  j  und  f  -  "'^  .  Ist  nun  die  Function  eine  wachsende,  so 
werden  dieTheilintegrale  nicht  der  Null  sich  nähern,  und  sonach 
besitzt  das  Integral  ffix)  sin  d-x  dx  keinen  Sinn.   Nimmt  aber 

0 

f(x)  mit  wachsendem  a;  ab,    so  bezeichnet  f   ^*    »         ^^^ 

kleinern   Werth   für   das  Intervall  von  ^  bis      "t-^J  ^^^ 

setzen  wir  voraus,  dass  die  Function  mit  wachsendem  s  nume- 
risch immer  kleiner  wird  —  wie  dies  bei  einer  negativen 
Potenz  eintritt  — ,  so  nähert  sich  mit  immer  grösser  werden- 
dem s  jedes  Theilintegral  der  Null.  Da  nun  die  einzelnen 
Theilintegrale  abwechselnde  Vorzeichen  besitzen,  so  ist  die 
entstehende   Reihe    eine   convergirende,    d.   h.    das   Integral 

OD 

J  f(x)  sin  ^x  dx  besitzt  einen  Sinn. 

0 

Wie  man  sofort  erkennt,  lässt  sich  eine  ähnh'che  Be- 

eo 

trachtung  bei  dem  Integrale  j  f{x)  cos  O'.r  dx  anstellen,  nur 


0 

n 


sind  hier  natürlich  wieder  ungerade  Vielfache  von  -^-a  zwischen 
0  und  oo  einzuschalten. 
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§.  67. 
Stetigkeit  der  Integrale  u  und  v.    Allgemeiner  Satz. 

Durch  die  vorhergehenden  Betrachtungen  ist  ausser  allen 

J*  icobG'x 

0 

ihre  Bedeutung  nicht  verlieren,  nur  dies  geht  aus  der  ünter- 
suchimg  nicht  hervor,   ob  die  Integrale  fiir  k  =  0  den  Aus- 

r'       (COS  aib 

drücken ^^^  ^^  gleich  sind.    Denn  für  das  Statthaben 

dieser  Gleichungen  ist  offenbar  die  nothwendige  Bedingung 
die,  dass  für  unendlich  kleine  Werthe  von  k  und  folglich  ge- 
radezu för  /:  =  0  die  Integrale  stetige  Functionen  des  Para- 
meters k  bleiben.  Denkbar  ist^ja  immer,  dass  ein  Integral, 
obgleich  die  zu  integrirende  Function  mit  einem  darin  ent- 
haltenen Parameter  stetig  sich  ändert,  doch  für  unendlich 
Ueine  Werthe  des  Parameters,  oder  wenn  man  diesen  geradezu 
mit  Null  identificirt,  eine  endliche  Differenz  darbietet.  In  der 
That  haben  wiS:  ja  auch  ein  solches  Beispiel  schon  vorgeführt*), 
imd  später  werden  wir  noch  andere  Fälle  dieser  Art  kennen 
lernen.  Niemals  kann  dies  jedoch  eintreten,  wenn  —  wie 
kier  —  die  fragliche  Constante  einer  Exponentialfunetion  an- 
gehört. Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  nachzuweisen, 
l>etrachten  wir  das  Integral 

0 

m  welchem  k  positiv  ist  und  das  nicht  nur  für  /r  >  0,  son- 
^eni  auch  für  Ar  =  0  einen  wirklichen  Werth,  nämlich 

a  =  J  f(x)  dx 

0 

wbieten  soll.  Integriren  wir  mm  zunächst  f{x)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  a;,  d.  h.  bilden  wir  die  Gleichung 

ff{x)  dx  =  (p  {x) , 

u 

•  80  wird  9  (oo)  =  a.    Mit  Benutzung  dieser  Werthe  aber  folgt 

•)  Vergl.  S.  82. 

12  • 
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cc 


ans  y<;-^^/'(u;)  dx  durch  thoil weise  Integration 

0 

Diese  Gleichung  besteht  nach  unserer  Annahme  für  jedes  end- 
Hche,  wenn  auch  noch  so  kleine  positive  k.  Sie  wird  aber 
auch  für  ä-  =  0  noch  Geltung  besitzen,  wenn  sich  zeigen  lässi, 

(lass  die  Grenze  von  k  f  c^'  9(^0  ^^  für  ein  ins  Unendliche 

o 

abnehmendes  k  durch  das  Integral  ff{x)  dx  dargestellt  wird. 

Würden  wir,  um  hierüber  nun  Aufschluss  zu  erhalten, 
unsern  bekannten  Mittelwerthsatz  in  Anwendung  bringen,  so 
würden  wir  zu  keinem  Uesultate  gelangen.  Denn  von  ip{x) 
wissen  wir  nur,  dass  ^^(oc)  =  a  ist,  die  Function  q>(x)  selbst 
kann  abwechselnd  positiv,  oder  negativ  sein  zwischen  0  und  oc. 
Mithin  erhielten  wir 

q  q 

kj  ^-^*  (p{x)  dx  =  Mk  Je-''''  dx  =  /^[erP'  —  e-**], 
p  I* 

also  wegen  der  gänzlichen  Unbekanntschaffc  mit  der  fernem 
Natur  von  q>(x)  etwas  völlig  Unbestimmtes,  wenn  auch  nichts 
Falsches. 

Daher  müssen  wir  zur  Entscheidung  unserer  Frage  einen 
andern  Weg  einschlagen,  und  hierzu  wählen  wir  den  folgen- 
den. Wir  zerlegen  nämlich  unser  Integral  in  eines  von  0 
bis  A,  wo  A  natürlich  zu  den  positiven  Grossen  gehört,  und 
in  ein  anderes  von  A  bis  oc,  wir  bilden  also  die  Gleichung 

Je-^'  f(x)  dx  =  k  Je-'''  (p{x)  dx  +  kJ  e?-*'  g>{x)  dx. 

0  0  X 

Liegt  nun  X'  zwischen  0  und  A,  so  wird  immer 
kj  e-*'  (p{x)  dx  =  (p{k')kj  e-*'  dx  =  {\—  e-^)  fp{k') 

0  0 

gesetzt  werden  können,  und  ebenso  wird  man  die  Gleichung 
bilden  dürfen 

k  fe-'''  (p(x)  dx  =  —  9>(A")y*/(tf--*^)  =  e"^'^  tpfjC'). 


Wonach  gewinnen   wir  die  vorläufig  für  jedes  A*  >  0  geltend« 
Beziehung 
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fe  ^VGO  (ix  =  (1  -  e--'^)  9>(A')  +  ^^'^  ^>{X'). 

0 

Bedeukt  mau  aber,  dass  X  ganz  nach  Willkür  iu  Bezug 
auf  k  irewählt  werden  kann,   also  z.  B.    den  Werth         an- 

V  k 

nehmen  darf,  so  lässt  sich  die  Voraussetzung  machen,  dass 
mit  abnehmendem  k  die  Grösse  A  zwar  wachse,  das  Product 
kk  aber  ins  Unendliche  abnehme.  Unter  dieser  erlaubten  An- 
nahme wird  folglich ,  da  mit  immer  grösser  werdendem  A  noth- 
wendig  auch  die  zwischen  A  und  oo  liegende  Zahl  X'  ins  Un- 
begrenzte wachsen  muss  und  sonach  g)(A")  dem  a  sich  nähert, 
der  erste  Theil  der  vorstehenden  Gleichung  die  Null,  der 
zweite  hingegen  die  Grösse  a  zur  Grenze  haben.  Das  heisst, 
wenn  das  Zeichen  lim  auf  das  Abnehmen  des  positiven  k  sich 
bezieht,  so  ist  in  der  That 

lim  fe-^'fix)  dx  =  ff{x)  dx  =  a, 

0  0 

und  somit  muss  das  Integral  ye~^'''/*(a:)  dx  eine  stetige  Function 

0 

des  positiven  Parameters  k  ausdrücken. 

Hätten  wir  A  constant  gelassen ,  so  würden  wir  zu  keinem 
Schlüsse  gekommen  sein.  Und  Unbestimmtes  würden  wir  er- 
zielt haben,  wenn  mit  wachsendem  A  das  Product  kk  gleich- 
falls immer  grössere  Werthe  angenommen  hätte,  .oder  constant, 

z.  B.  /tA  =  ^  geblieben  wäre;  denn  weil  wir  durchaus  nicht 

behaupten  können,  dass  mit  wachsendem  A  nothwendig  auch 
A'  zu  den  ins  Unendliche  zunehmenden  Grössen  gehören  muss, 
so  können  wir  auch  nicht  schliesseu ,  dass  9  (A)  mit  lim  9>(A'')=« 
zusammenfällt. 


§•  68. 
Die 


Integrale    f   a;^     {  .    „    .  dx. 

^  J  hm  9x 


Nachdem  wir  uns  nunmehr  überzeugt  haben ,  dass  unsere 
früheren  Formeln 


OD 
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e-"'  x--»  cos  »X  dx  =  ZM£2if| , 


0 

00 

/V*-  x-i  sin  *a:  rf.T  =  !>!??£* 


0  (*»  +  *•) 

auch  noch  fQr  Ar  =  0  Gültigkeit  besitzen,  erhalten  wir  die 
neuen ;  schon  von  Euler  gekannten  Integrale 


/ 


a;«-^  cos  -ö-o;  dx  =  — ^  — 


1  (±  ^r 

und 

Denn  da  V'  =  arc  tg  ^  ist,  so  wird  für  Ar=0  ^  =  +  -5-»J® 
nachdem  ^  ^  0  ist. 

In  Betreff  des  Siuusintegrales  möge  die  Bemerkung  eine 
Stelle  hier  finden,  dass  es  für  sehr  kleine  Werthe  you  ^  vom 
ausserordentlich  grossen  Werthe  eines  Zeichens  zum  sehr 
grossen  Werthe  vom  andern  Zeichen  überspringt,  je  nachdem 
man  %•  das  Zeichen  plus  oder  minus  beilegt. 

m 

Was  endlich  die  Bezeichnung  (+  %Y  für  (^')  *  anlangt» 


*)  Andere  Formen  sind: 

VM— 1 


/ 


-- — -  dx  =  --^rT— ~,    1  >  n  >  0    und 


^  ^  '      2  coa  — 


r«^.-  ax  =  ^±*l""-  — «  -  ,  2  >  „  >  0; 

u  2 


man  erhält  dieselben ,  wenn  man  a—  i  ss  —  n  setzt  und  sich  der  Fe 


r(«)  r(i  - «)  =  ^.»^-^,  0  <  «  <  1 


erinnert 
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so  ist  wohl  als  selbstverständlich  anzusehen,  dass  der  absolute 
Werth  der  Potenz  von  ^  in  Betracht  zu  ziehen  ist,   da  für 

ein  neiratives  ^  und  ein  a  von  der  Form    ^^"^     die  sämmt- 

°  2fii 

liehen  Elemente  jedes  der  Integrale  doch  reell  bleiben,  also 

das  Integral   selbst   eine    reelle  Grösse    repräsentiren   muss- 

Gleichwohl  kann  man  nicht  unmittelbar  %^  schreiben,   weil 

dies  %  als  positive  Grösse  voraussetzen  würde.    Zum  Ueberfluss 

kann  man  auch  von  folgender  Betrachtung  Gebrauch  machen. 

1 

Da  nämlich  der  Ausdruck  [k^  +  -ö-^)  2  den  Modul  der  com- 
plexeu  Grösse  /:  -f-  O*/  =  p  (cos  ^  +  ^  sin  ^)  vorstellt,  dieser 
aber  stets  absolut  zu  nehmen  ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass 
für  A-  =  0  die  n'**  Potenz  des  Moduls  %  als  numerische  Grösse 
auftritt. 

§.  69. 
Folgrerungen. 

Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  öt  =      ,  so  gewinnt 

man  mit  Beachtung  der  Gleichheit  y  (  — j  =  Yn  die  Glei- 
chungen 


00 


y  n  cos    -  1/  - 

^  -      cos  -e-a;     .  4  Y     2 


/ 


1     ? 

2 


0  (±  ^) "  (±  ^) 

00 


2.  /      -,7^  -  (^^  =  + 

Y  X 

0  {±^) 


/ 


Und  diese  gehen  f ür  -ö*  =  1  in  die  folgenden  über 

OD  00 

0  0 

Wenn  man  jetzt  yx  mit  x  vertauscht,   so  kommt  man 

OD 

zu  dem  Werthe  des  früher  betrachteten  Integrales  fcos  (a;^)  dx] 
wir  gewinnen  nämlich  die  Beziehung 
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X 


I  COS  (x^)  äx  =   ;^  1/  ^  =    1   sin  {x^)  dx , 

0  Ü 

welche  also  einen  speciellen  Fall  der  folgenden  darstellt: 


00  CO 


/  cos  (^.r2)  dx  =  2  j/ ^^^  =    I  sin  (^.r^)  rf.r,  ^  >  0, 


0  0 


und  ans  der  wir,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  die  Formel 


00 


f  e'»'^  ä  X  =  ^  / ,^^  {l  +  i) 


0 

erhalten. 


/   Hill   j;  ' 

Multipliciren  wir  nämlich  die  Gleichung   1  1/   "  dx  =  1/'  ^ 

ü 
mit  /  und  addiren  das  so  gewonnene  Resultat  zu  der  ersten 


OD 


/  ^^^  ^  m/n 

J     Va.     dx  =  f/  -^,   so  folgt 


0 

oo 


0 

»Schreiben  wir  aber  hierin  x  =  ky^^  und  beachten  wir,  dass 
wegen  des  positiven  x  die  Constante  l  nothwendig  positiv  sein 
muss;  so  entspringt  sogleich  für  y  >  0  die  andere  Form 


00 


2jc'Vrfy  =  ^iL  [l  +  ,j, 


0 

aus  welcher  unmittelbar  wieder 


OD 


J*eay'rfy  =  /,"^  [1  +  «•] 
fliesst*). 


— 00 


*)  Gewöhnlich  schreibt  man  diese  Formel   in   der   uachstehenden 
Gestalt: 


—  Xi 


n  . 
weil  (I  +  0  l/i  =  c* 
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Mittelst  dieser  Gleichuug  aber  werden  wir  eine  sehr  wich- 
tige, von  Euler  gegebene  Formel  erzielen,  sofern  wir  y  mit 
X  -{-  yL  vertauschen,  wo  ft  eine  positive  oder  negative  Con- 
stante  bezeichnet.  Vollzit'hen  wir  nämlich  die  angedeutete 
Substitution,  so  folgt  augenblicklich 

I.      /  eix^u^v  ax  =  e-f'"/.^^  (1  +  /)  =  <?^'     "      /l 


-    X 


Und  hieraus  entsteht  wieder,  da  unserer  Voraussetzung  zufolge 
JLfL  eine  beliebige  positive  oder  negative  (konstante  vorstellen 
kann,  also  Xfi  =  v  gesetzt  werden  darf, 

j  e^^^'"^  d X  =  / ^^  e    ^     [l  +  i\. 


—  flO 


Diese  Gleichung  aber  liefert  unmittelbar  die  beiden  Formeln 


OD 


I  cos  \Xx^  +  2vx]  dx  =  y  !^i    cos  ^  +  sin  ^ 


—  oo 

und 

CO 


/    sin  [Aa;^  +  ^v^]  ^x  =  l  ^.     cos  ^   —  sin  -^    , 


—    CO 


Beziehungen,  welche  sich  indess  vereinfachen  lassen,  wenn 
man  den  Cosinus  und  Sinus  der  Summe  kx^  -\-  2vx  in  be- 
kannter Weise  auflöst  und  bedenkt,  dass  die  Ausdrücke 
sin  {Ix'^)  sin  2 I/o;,  cos  (A«*)  sin  2i/j;  zu  den  imgeraden  Func- 
tionen von  X  gehören  und  um  dieser  Eigenschaft  willen  die 


00 


Integrale    /  sin  (Ix^)  8m2vxdx  und    /  cos  (Ax^)  sin2i/jj(/a; 

CO  X» 

mit  Null  gleichbedeutend  sind.    Mithin  hat  man  jetzt 


OD 

I   cos  (Ax^)  cos  2vx  äx  =  j/ !j-j,    cos  ^.   -|-  sin  ^ 


—  00 

und 

00 


I  sin  (Aa:^)  cos  2vx  dx  =  ]/ ^i   ^^^  V  —  ®^^  T  * 

—  OD 
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Und  weil  Dun  links  nur  gerade  Fanctiouen  zu  integriren  sind, 
so  folgt  weiter 


00 


/  cos  (kx^)  cos2vxdx  =  ^  ^^'  [cos  "^  +  sin  '']  , 


OD 


/  sin  (Aa:^)  cos  2vx  dx  =  Tr   ^   ^^^  \ ^^^  T  ' 

u 

Da  für  das  Intervall  von  0  bis  oo  die  Function  sin  2vx  ein 
Nullwerden  des  Integrales ^sin  (Ao:^)  sin  2 i/o;  dx  z.B. nicht  her- 

0 

vorrufen  kann^  so  könnte  man  statt  cos  2 i/o;  jetzt  sin  2 Kr  setzen 

00 

und  nun  das  Integral  /sin  (A.r^)  sm2vx  dx  auf  eiufacbere 

0 

Functionen  zurückzuführen  suchen;  allein  ein  derartiges  Be- 
ginnen würde  völlig  unausführbar  bleiben  müssen  ^  weil  ein 
solches  Integral  eine  neue  Transscendente  vorstellt.  In  dem 
Integrale 

00  r' 

/  ed^i")'  dx  =  y^j^  e    ^  '  [1  +  '1 


—   X 


sind  folglich,  wenn  man  will,  Transscendenten  sui  gencris 
enthalten,  die  sich  aber  annuUiren. 

§.  70. 
Die  Enler'schen  Formeln  für  a  <  0. 

Da  für  ein  negatives  a  das  Integral  r{a)  seine  Bedeu- 
tung verliert,  so  setzen  die  Gleichungen  1.  und  2.  §.  62«  die 
Constante  a  nothwendig  grösser,   als  0  voraus.    Sehen  wir 

/^     .  (008  atp 

jedoch  von  den  Ausdrücken mn^v  ^^  ^^^j  erinnern 


wir  uns,  dass  für  die  obere  Grenze  die  Integrale 


oo 


J  cos  ^x  .  xf^^  dx    und     /  sin  ^x  .  od^^  dx 

ü  'o 

nicht  sinnlos  werden,  sofern   überhaupt  a  —  1  <  0  ist,   so 
lässt  sich  oifenbar  behaupten,  dass  um  so  mehr  die  allgemeinen 
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Int^rale    / 


C08  4^07 


.    ^    dx  f^v  die  obere  Grenze  ihre 
sm  vx 


Bedeutung  nicht  verlieren ,  wenn  auch  a  negative  Werthe  an- 
nehmen sollte.  Zweifelhaft  bleibt  dies  jedoch  für  die  untere 
Grenze  0.  Gewissheit  darüber  werden  wir  indess  erlangen, 
wfenn  wir  nachsehen,  ob  für  die  unendlich  klein  werdenden 
positiven  Grossen  d  und  e  die  Integrale 

/r-**  cos  ^o;  a:«-*  dx    und    J er^''  ^\m%x  .  x"-^  dx 

unter  jeden  angebbaren  Werth   sinken.    Da  nun  das  erstere 

d 
der  Integrale   bekanntlich  =  s-^^  cos  -ö"!  /  x'*~^  dx   gesetzt 

< 

werden  kann,  und  da  wegen  des  endlichen  Werthes  von  -O* 

J 

s  d 

r^Ax  M2J^  x'  dx  <  d'  I  x^dx 

18t;  80  zeigt  sich  sofort,  dass  nur  für  das  letztere  Integral 
die  Constante  a  negative  Werthe  annehmen  kann ,  aber  nur 
solche,  die  grosser  als  —  1  sind.    Denn  lim  e-^^  cos  -ö-g  =  1, 

\mjx^i  dx=oo  —  oo,  ö  <  0  und 


numerisch  ^  >  ^^ ,  d-  >  ^^5^',  also  absolut 


ö 

/A«+i       .«4-1 
X-  dx  =  lim  ^--^—  =  0, 


d 
lim 

^enn  das  negative  «  >  —  1.     Für  «  =  —  1  und  bei  dem 
.^usintegrale  für  «  =  0  hätte  man 


j 


s 

*  dx  1      ^ 


*^-  eine  völlig  unbestimmte  Form. 
.       Um  nun  för  ein  negatives  a  >  —  1  die  Werthe  der  In- 

/«-**  x^^  sin  ^x  dx    und     fx^-^  sin  »x  dx 

oh         * 
^^  Mühe  zu  erzielen ;  ersetzen  wir  zuvörderst  in  dem  ersten 


—       1  SS       _ 


a  ilurcb  a  —  \j  wo  jetzt  1  >  //  >  O  ist,  uuJ  beriieksiclitigeu 
die  uuinittelbar  eiuleuchieude  Formel 


X 


#1-1  «—I'       ^ 

r  i«)  sin  ( l  -  •  fl)  ^ 

—    i-fl  %.:ri,  rt  <  1*). 

Daraus  fbl^  alsdauu  für  /■  =  0 

i'.r^---  sin  ».r  rf.r  =    .^^">   «'"  ^l-")*, 

0 

eine  Gleicliuiig,  die  auch  noch  für  a  =  \  Ueltuug   besitzt; 
deuu  Diaii  hat 


/   sin  ^.r    ,  ,     n 

J   -—<'>«'•  =  +  .,' 

ü 


je  uachdem  0"  ^  ()**). 
"^j  Man  beachte;,  da&i 


/  t'"*-'  x'-^  si 


sin  0^.r  //.r  = 

und  »ftzc  hierauf  //  =  «-!,  wo  1  >•  /i  >  0.        Für  it  =«  0  hat  man 

Wendet  man  übrigens,  wie  dict»  «pätor  getücbehen  wird,  die  Relation 
//  r(fi}  =  r(/i-fli  als  allgemcingriltig  an,  wan  ja  hei  Zugrundelegung  der 
Kuler*Bchen  Gleichung  lür  r{n]  wirklieb  der  Fall  iut;  so  folgt  wegen 


X 


_r(tf— l)8inCtf— 1)^ 


r(är— 1)=  ^^"^us   (['-'' W''-^ sin ^x(U= 

*>  tit«  +  «^«)  * 

die  obige  Formel  unter  allen  Umständen  sofort. 

**)  Ganz  unabhängig  von  dem  Obigen  lilsst  das  Integral 


J 


*  sin  &x     ,  ,     ar 

dx  =  ±  ^, 


ü 
hieb  auf  folgende  Weise  ermitt<;lu. 

Durch  imrtiellu  Integration  findet  man  leicht,  dasB  für  4r  }>  0 
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§.  71. 


Das  Cauchy^sche  Integral    /    -'^ '  '^^    ♦). 


—  oo 


(k  +  d-iT 

Unsere   vorhergehenden  Untersuchungen   haben   uns   ge- 
'ehrt,  dass  in  der  wichtigen  Gleichung   I  ^~^^  x^~^  dx  =    ^^^ 

<lie  pijsitive  Constante  eine  complexe  und  selbst  eine  reine 

• 

imaginäre  Grösse  vorstellen  kann ,  nur  niuss  für  den  Fall  eines 
complexen  Werthes  von  k  der  reelle  Theil  wesentlich  positiv 
sein.  Durch  diese  Betrachtungen  erhielten  wir  niiralich  vor 
allem  die  nähere  Bestimmung  der  vieldeutigen  Potenz 
(^'+-^«)-*';    wir    sahen;    dass    der    völlig  bestimmte  Werth 

—  — -,  wo  ^  einen  zwischen  —  ;,  und  +    -  liegenden  Bo- 
geu  ausdrückt,  statt  des  unbestimmten  Ausdruckes  {k  -{-  ^i)^-^ 


j 


OD 
> 


e~*''  cos  d'X  dx  = 


0 

^^    hieraus  folgt  wieder  durch  Integration  nach  -O*  zwischen  den  Grenzen 


J  ^^  -^  ^^=J  ]^-^.  =  [arctang  ^J^==arctang 


k 


^^    k- 


Jb  =  0  ist  daher 


GO 


*  sin  &x 


J  ' 


<^^  =  ±  ^  >  ■*  <  0. 


*)  Man  sehe:   ,,Recherche   d'une   formule   g^n^rale  qui   fournit  la 

"^ur  de  la  plupart  des  integrales  definies  connues  et  celle  d'un  grand 

^^hre  d'autres;*'  par  M.  A.  L.  Cauchy  in:  Gergonne.  Annales  de  math^- 

^^iques  pures  et  appliqu^es,  tome  XVll.,  pag.  109.    Der  specielle  Fall 

^**^  1  findet  sich  schon  bei  Poisson.    Journal  de  T^cole  polytech. ,  cah. 

%  p.  480 — 481  —  und  Laplacc:   Theorie  analytique  des  probabilit^s, 

^'^e  134  (vergleiche  Liouville  in  Crelle's  Journal  Bd.  13,  S.  231). 
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gewählt  werden  musste  und  erlangten  auf  diese   Weise  die 
Gewissheit  von  dem  Bestehen  der  so  fruchtbaren  Beziehung 


^H^i)x  ^-1  j^  =   r(a)_eyf'' 


J      ■ .  ■ 

0  /tl     I     AJ\« 


Dieser  Wahrheit  werden  wir  indess  der  Bequemlichkeit  halber 
in  den  nachfolgenden  Untersuchungen  die  ursprüngliche  Form 


j 

0 


00 

na) 


gr-(k+&i)X  ^-1     ^  J.      -_ 


(k  +  »iy 


geben;    dabei  aber  unter  {k  +  -d-i)""*  stets  ■  den    yollig   be- 

— axpi 

stimmten  Werth  — verstehen. 


a 


Multipliciren  wir  nun  genannte  Gleichung  durch  ^^*,  wo 
c  eine  positive  oder  negative  Constante  bedeutet  ^  und  inte- 
griren  in  Bezug  auf  ^  zwischen  den  Grenzen  —  cx)  und  +  oo; 
so  erhalten  wir  unter  der  Voraussetzung  ^  dass  der  sich  er- 
gebende Ausdruck  nicht  sinnlos  wird,  die  Beziehung 

oo  00  tf> 

1.      /   e'^^dd'   I  r-^^+^'Vo:«-*  dx  =  r{a)    f  -^— ^^-. 
J  J  J    (*  +  ^0 

Und  wenn  wir  links  die  Ordnung  der  Integration  vertauschen, 
so  kommt 


oo 


2.     /  <r-*«  a;"-»  dx   1  c««-*)»'  d»  =  r{a)  1   ''*'  ^^  ■ 
J  J  J    (*  +  *«■) 

0  —  «  —  oo 

Zur  Bildung  beider  Gleichungen  sind  wir  ohne  Zweifel 
berechtigt,  wenn  yni  den  Nachweis  zu  liefern  vermögen,  dass 

nicht  ohne  Bedeutung  ist 

für  unendliche  Grenzen  und  dass  zweitens  die  durch  Um- 
kehrung der  Integrationsordnung  hervorgerufene  Unbestimmt- 
heit nur  scheinbar  ist*). 


•)    f  ei^-'i^  d»  ^  f  d»  [008  (c  —  ar)  +  t  sin  (c  —  a?)  J. 


■^OD 
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Was  zunächst  die  erste  Frage  betrifft,   so  ist  für  a  >  1 
leicht  zu  sehen ;  dass  das  Integral 


a 

1 


von  —  oo  bis  +  oo  integrirt  werden  darf.    Denn  ist  a  >  1, 
80  Terhält  sich  für  sehr  grosse  Werthe  von  %^  der  Ausdruck 


» 


(*'  +  *V  wie  (**)*=(+*)";  mithin  bleibt 


eine  bestimmte  Grösse,  weil  die  Integrale 

J%mc^%-^d%    und    /cos  c-O*  ^^^  cf-ö^  für  a  >  1 


—  00  00 


^  Unendlichen  nicht  sinnlos  sind*).  Setzen  wir  daher  vor- 
läufig fl  >  1  voraus,  so  dürfen  wir  ohne  Zweifel  Gleichung  1. 
bilden,  die  wir  auch  als  eine  Combination  der  beiden  folgen- 
"6ä  Beziehungen  auffassen  können: 


00 


3.      /    e'^i  d»    I   e-<^^'>  .r^-i  dx  =  r{a)    f  ^'^-^^  , 

0  0  0 

0  «  0 

^-      l   C^d^   I  eH*+»Or  a-^1  ax  =  r(a)    I  -^'-i^  . 

—  oo  0  — » 

l^^j^e  aber  bezeichnen  offenbar  für  ein  der  Null  sich  näherndes 
P^^taves  B  die  Grenzwerthe  der  Gleichungen 

00  X  CO 

J  J  J      (*  +  *«■)" 

Ü  0  u 


00  0 


—  X  ü  « 

^^^en  linke   Seiten   augenscheinlich   durch    Umkehrung   der 


•)  Der  Werth  •©•«O  kommt,  weil  A:>0,  hier  natürlich  nicht  in 


192 


OD  0 

? -__^.?  +  r{a)    /  " 


Integrationsordnung  zu   völlig  bestimmten  Werthen   fOhren. 
Und  daher  stellt  Gleichung  1.   die  Grenze  der  folgenden  vor 

OD  0 

{k  +  *.r 

Ü  —  00 

0  U  —  ^' 

(i;  h. 

an  OD 

—  OD  0 

weil  vermöge  unserer  fdlheni  Betrachtungen  oder  auch  kraft 
der  Gleichung 

-»5-f(r-dr)^i 


/  ^.^-Hc-xi^;  ^^  =  _^ —      I     coust. 

J  —  f  +  (r-a:)t     • 

die  Beziehungen  gelten 

00  0 

J  €  — (r  — a:)t'    J  f+(c- 


f+(c — a:)i 

0  —  00 

Die   weitere  Untersuchung   ist  somit  durch  Einfährung  des 

Hülfsfactors  e^'^  auf  die  Ermittlung  der  Grenze  des  Integrales 
rechts  in  der  Gleichung  1".  für  ein  ins  Unendliche  abnehmen- 
des a  zurückgeführt. 


§.  72. 


30 


Das  Inte^al    /  </xe-*'x"~*    -  _l!      _  fBr  den  Fall  o>  l. 


U 

äetzen  wir  in  dem  Integrale 


f  *  +  (^  ~~  ^) 


die  Constante  c  zunächst  negativ  voraus,  so  wird  ofienbar  der' 
Zahlen werth  von  c  —  Xy   weil  c  und  — x  dasselbe  ZeicheD 
führen;  niemals  kleiner,  als  c  sein  können,  selbst  für  x  =  0^ 
nicht.    Mithin  ist  {c  —  xy  wenigstens  =  c^  und  demnacli  derr! 
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Bruch  -r-i—i ^i  stets  kleiner,  als    ,•    Daraus  folfft,    dass 

das  obige  Integral  immer  kleiner ;   als  ---    •  —^  ist,  und  folg- 
lich wird  für  ein  negatives  c 


CID 


"°/' 


lim  /  e-*'  a:-- »  -r-pT^ — «  <^«  =  0. 


Bezeichnet  dagegen  c  eine  positive  Grösse,   so  muss  x 
nothwendig  einmal  c  gleich  werden;  alsdann   aber  stellt  der 

Brach  -^-yi T^  wegen  des  sehr  kleinen  €  einen  sehr  grossen 

Werth  vor,  und  dies  findet  selbst  noch  in  der  Nähe  von  c 
Statt.  Wir  scheiden  daher  behufs  der  Discussion  diese  be- 
sondere Stelle  in  dem  Intervall  von  0  bis  oo  von  dem  übrig- 
bleibenden Theile  desselben  aus,  d.  h.  wir  schieben  zwischen 
0  und  00  zwei  Werthe  ein,  von  denen  der  eine  unter,  der 
andere  über  c  liegt  und  untersuchen  für  jedes  der  hierdurch 
erzielten  Theilintervalle  unser  obiges  Integral.  Mit  andern 
Worten,  wir  zerlegen  unser  Integral  in  die  folgenden 

/  ^^^* x"-^    ,  ,  f^  ---T-t  dx,        /V**  x"-^  -t_L_T-—\t  dx, 

J  «•  +  (c  —  o:)*         '         f  a«  +  (c  —  x)*         ' 


/ 


CO 

e-^  af^^  -,  ,  / Ti  dx 

€*  +  (C  —  0?)* 


^^  sehen  nach,  was  aus  denselben  wird,  falls  die  iK)sitiven 
^^Sssen  s,  d  und  tfj  sänmitlich  der  Null  sich  nähern. 

Da  nun  die  Function  -,  y-^ ^  innerhalb  der  vorkom- 

£*  +  (C  —  0?)* 

Menden  Intervalle  niemals  das  Zeichen  wechselt  und  da  die 
tischen  0  und  oo  stets  positiv  bleibende  Grösse  e-^*  x"^^ 
^^gen  Ä  >  1  nie  unendlich  wird,  unzweifelhaft  aber  einen 
Possten  Werth  Af  erwirbt;  so  sind  offenbar  das  erste  und 
Wtte  der  vorstehenden  Integrale  beziehimgsweise  kleiner,  als 

e—d  oo 

^^  das  mittlere  Integral  wird  gleich  sein  dem  Producte  aus 

i,  besUmmte  Integrale.  13 


'  IJ  • 


—    ]\^    - 


i    .    '^-  :^    -  in  einen  zwischen  lieni  Maximum  und  ^linimmn 


von  ^-'^  jr*-»  innerhalb  des  Intervalles  [r  —  d,  r  +  d,|  be» 
lindlichen  Factor  Ä.    Nun  ist 

/  ,•  J- -,-1 ;  *  =  -  ^^  ^^K  ^^  +  coiist., 

iifitl  üi»=T*er  aru  tansr  winl.  weil  wir  Jeu  Bogen  zwischen  —  * 

unJ    -I-  *  7.U  wfiliWi  Ijerechtiirt  sin*l,  bexiehlich  ftlr 

•*  "  •— 

die  Werthe  annehmen: 

—  arc  tang  '^ ,     —  arc  tg  -  ,     arc  taug    ',  £. 

L>a  wir  al>er  über  die  Grossen  d  und  d,  ganz  nach  Will- 
is nr  verfugen  können,  so  dürten  wir  ohne  Zweifel  die  auf 
mannigfache  Weise  zu  verwirklichende  Annahme  machen,  dass 

mit  abnehmendem  £  die  Quotienten  -  und  -  ins  Unendliche 

wachHcn.  Alsdann  aber  vereinigen  sieh  augenscheinlich  das 
erst«^  und  dritte  unserer  Integrale  zur  Null,  und  das  mittlere  In- 
tegral wird  =2Ä£r-**^  r*-"*;  denn  für  lim  d=  lim  d,  =  lim  e=0 
fallen  zwischen  c  —  d  und  r  -|-  d,  das  Maximum  und  Mini- 
mum  von  e~^'  af^^,   sowie   R  mit  ^^  r*~*  zusammen ,   und 

2    arc  tg    -  +  arc  tg        geht  in  2x  Ober. 

Ist  c  endlich  mit  Null   gleichbedeutend ,   so  nimmt  die 

Function    ,-^  ~    in  der  Nähe  der  Null  einen  sehr  grossen 

Werth  an.  Mithin  werden  wir  jetzt  unser  Integral  in  die 
beiden  zwischen  0  und  d  und  d  und  oo  zerfallen  und  nun  d 

langsamer,   als  e  abnehmen  lassen,  so  dass  schliesslich  das 

d 

fT-^' x"-^   -i   -  -    e/o-  Über  das  ganze  entscheideL 

Da  hier // otf'Hibar  den  VVorth  Null  bekommt  und  /  /.^-oar 
wird,  so  hat  man  jetzt 


195 


00 


lim  I  e-^'  x^-^^ 


2£ 


4 


—--       dx  =  ()• 


*fie8  aber  stellt  einen  besondem  Fall  von  2  jr  e-^""  c^-^  vor, 
^<I  folglich  ist  die  Unterscheidung  zwischen  c>  0  nunmehr 
öberflössig. 

Aus   allem   diesem   ergiebt   sich    sonach  für  a  >  \  das 
ScWussresultat: 


00 


e'**  d» 


(*  +  *«•) 


—  =  0      wenn  c  <  0 


uiir] 


00 


/-^— ^  =  ■^^,  c-*«  c— S  sofern  c>  0  ist. 


—  OD 


as  Integral  erleidet  also  bloss  eine  Formänderung,  wenn 
Negativen  durch  Null  zum  Positiven  sich  bewegt;  es 
:fÖr  c  >  Q  nur  eine  Function  von  c,  während  es  vorher 
eme     Clonstante,  nämlich  die  Null  ausdrückte. 


c  vo 
wird 


§.  73. 
Der  Fall  0  <  «  <  1. 

^fiei  den  vorhergehenden  Betrachtungen  haben  wir  a  >  1 
^''^^liommen.  Wie  aber  gestalten  sich  die  in  Betracht  kom- 
nicufi^n  Falle,  wenn  das  positive  a  gleich  oder  kleiner,  als  1 


ist? 


Soll  unter  dieser  Voraussetzung  das  Integral  r{a)  j 


V^'d«- 


{k+di) 


:\a 


— ao 


nicbt  bedeutnn^los  werden,  so  darf,  wie  ohne  Mühe  erhellt, 
c  den  Werth  Null  höchstens  nur  für  «  =  1  annehmen.     Denn 


I      d»  1     r         i"^^  1     c~^"~^^^' 


—- T+const.: 

a — 1    '  ' 


^  folglich  a  <  1,    so  wird  dieser  Ausdruck   für  unendlich 
werdende  Integrationsgrenzen  völlig  unbestimmt.    Für  «=1 

™8^en  verwandelt  sich    l  in   1  j-nrr.  und  hieraus 

'"*8t  wegen 

13* 
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/d»    /*  kd9     .    C  '^(19  ^ 
k+»i—J  <,'+*'        V   AH-*«' 

00  —  CO 


Da  nun  lg  (A:''  +  -9^^)  für  die  unendlichen  Grenzen  unbe- 
stimmt i9t,   so  hat  man^  falls  dem  Integrale  jetzt  noch  eine 

OD 

4HHW 


00 

Bedeutung  beigelegt  werden  soll ,    für  a  =  1   unter    I 


—  00 


nur  den  reellen  Theil  desselben  zu  verstehen  5  dieser  aber  ist 
der  Zahl  x  gleich. 

Besitzt  aber  c  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  so 
entspringt  sogleich  durch  theilweise  Integration 


OD  OD 


J    (k+9i)"  "  J    (*-f*i)''+" 

—  OD  —  00 

das  giebt;  weil  a  -\-  1  >  l  und  demnach 


/ 

—   X 


ist; 


OD 


/ 


^«>.  fO,  r  <  0 


{k+^ir  _2^e-^-c— Sc>0. 

—  30  ^  r\«) 

Lässt  man  hier  c  continuirlich  vom  Positiven  zom  Nega- 
tiven übergehen;  so  wird^  wenn  a  <  1  ist,  das  Integral  iu^ 
der  Nähe  der  Null  ausserordentlich  grosse  Werthe  annehmen^ 
alsdann  unendlich  werden  und  schliesslich  für  c  <  0  dei^ 
Werth  Null  besitzen,  für  a  =  1  dagegen  von  x  zu  Nnl'^ 
überspringen.     In  beiden  Fällen  findet  also  Unstetigkeit  Statte 


—    197    - 


§.  74. 

e av 

—  flO 


a 


dargestellt« 
Wählen  wir  jetzt  a  =  1,  so  gewinnen  wir  die  Beziehungen 


CO 


J     k+»i    —J  *»+»•  hxe-*',e>Q. 


—  »  — OD 


Hieraus  aber  folgt;  weil  das  Integral  einen  reellen  Aus- 
druck darbietet;  dass  der  imaginäre  Theil  der  Null  gleich 
sein  muss.    Mithin  entspringen  die  Gleichungen 


j 


k^  +  »* 

—  00 

und 


OD 

•ik  Bin  c  ^  —  d"  cos  cd"   ,^ .x 


—  » 


Um  in  beiden  Fällen  c  >  0  schreiben  zu  können,  stellen 
wir  uns  das  negative  c  in  der  Form  —  c  vor,  wo  jetzt  c  eine 
positive  Grosse  bezeichnet;  alsdann  gewinnen  wir 


/ 

—  CO 


oo 

k  cos  c  9  —  ^  sin  r  ^ 


;.+;,  •^tf»=o>^>o- 


Und  diese  Formel  giebt  nun  in  Verbindung  mit  der  andern 
für  c  >  0  geltenden  Beziehung  die  beiden  zuerst  von  Laplace 
bestimmten  Integrale 

*•  J  k^+9^  ^^  —   k  ^^' 


*)  Für  c  =»  0  stellt  dies  Integral  das  arithmetische  Mittel  zwischen 
0  und  2«  vor,  es  ist  also  =  n,  Vergl.  §.  73.  —  Die  erste  Formel  liefert 


oo  oo 


die  evidenten  Gleichungen    /  ?^B^  d»  ^    (  %^^^  d9  =  0;  denn 

J    A:»+«'»  J     k*-j-9^ 

—  *  —  ao 

die  einzelnen  Elemente  sind  immer  paarweise  einander  gleich,  aber  mit 
verschiedenem  Vorzeichen  behaftet. 
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00 


—  CO 

aus  denen  wieder  die  einfacheren  Gleichungen 

OD 


I 


d^  =  -zr  e- 


0 


ke 


fliessen.'^)  Augenscheinlich  sind  die  beiden  ersten  (1.  und  1'.) 
contdnuirliche,  die  Integrale  2.  und  2^.  dagegen  unstetige  Func- 
tionen des  Parameters  c.  Denn  fiir  ein  der  Null  unendlich 
nahe  liegendes  positives  c  weichen  jene  nur  unendlich  wenig 

von  ihren  für  c  =  0  erscheinenden  Grenzwerthen  y,  ^  ab, 

während  bei  den  Integralen  2.  und  2''.  endliohe  Differenzen 
sich  ergeben.  Für  ein  der  Null  ins  Unendliche  sich  nähern- 
des positives  c  würden  jetzt  nämlich  x  und  y  die  bezüglichen 

Grenzen  der  Integrale  vorstellen  ^  für  c  =  0  sind  auch  sie 
=  0;  und  für  ein  unendlich  kleines  negatives  o  unterscheiden 

sich  die  Integrale  unendlich  wenig  von  —  ä,  —  ^,    Denkt 

man  sich  also  c  als  Abscisse  und  den  jedesmaligen  Werth 
der  Integrale  als  die  zugehörige  rechtwinklige  Ordinate,  so 
würden  die  den  Integralen  1.  und  1".  entsprechenden  Gurven 
zu  den  stetigen  gehören^  die  geometrischen  Bilder  der  Inte- 

grale  2.  und  2«.  aber  von  ä,  —  zu  —  n^  —  -^  überspringen. 

Die  genannten  Integrale  bieten  folglich  ganz  dieselben  Eigen- 
thümlichkeiten  dar  wie  die  trigonometrischen  Reihen,  und 
dies  hann  nicht  befremden,  weil,  wie  wir  später  sehen  wer- 
den, sie  besondere  l^^Ue  der  Fourier'schen  Integrale  aus- 
drücken. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen   setzen  die  Constanten 
c  und  k  wesentlich  positiv  voraus.     Tritt  aber  eine  Aenderimg 

*)  Noaveau  Bulletin  de  la  societd  philomatique  Nr.  43  et  49;  siehe 
Poisson:  Journal  de  T^c.  poL  cah.  16,  p.  233.  Laplace.  Theorie  anaL 
des  probabilites. 
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Üeriü  ein,  wäre  z.  B.  c  negativ,  so  würde  niau  aus  den  vor- 

bei;gehenden  Gleichungen  sofort  die  jetzt  geltenden  erzielen 

Ifonnen,   indem  man   das  positive  c  durch  —  ( —  c)  ersetzt 

und  in  dem  Schlussresultat  für  —  c  einfach  c  schreibt;  man 

^ürde  also  beispielsweise  finden 


*  CO 


/^f^  =T^%  '^<0  ^^'^f^l^^^ «e^',c<0. 


-»  _ac 


^  gunz  ähnlicher  Weise  hätte  man  olfenbar  zu  verfahren^ 
wenn  das  positive  k  negativ  werden  soll. 

§.  75. 

00  00 

_.     ,  ,         ,      /•    cos  c  -0"  ,     /*  -ö-  sin  c  -ö- 

Bevor  wir  andern  Untersuchungen  uns  zuwenden,  mögen 
^  betreff  der  Laplace'schen  Integrale  noch  einige  nahe  lie- 
S^caden  Bemerkungen  nicht  unterdrückt  werden. 

Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichungen  1.  und  1".  zu- 
^^olist  nach  c,  so  bekommt  man  ersichtlich  die  Beziehungen 
^•>  2*.  Eine  nochmalige  Derivation  aber  würde  jetzt  zu  sinn- 
loa^xi  Resultaten  führen.*)  Die  Anwendung  des  Leib- 
^^iiz'schen  Satzes  erfordert  also  nicht  bloss  die 
^o^itinuität  der  zu  differentiirenden  Function,  son- 
^^^n  sie  verlangt  auch,  dass  ein  nicht  bedeutungs- 
^OBes  Integral  das  Ergebniss  der  Differentiation 
bildet. 

Bezeichnet  hingegen  k  den  Parameter,  nach  welchem 
^^rivirt  wird,  so  darf  nun  ohne  Zweifel  eine  beliebige  Wieder- 
^olung  der  Operation  eintreten.  Beschränken  wir  uns  für 
^^ü  jetzt  vorliegenden  Fall  auf  die  Integrale 

♦)  Vergl.  lionvüle's  Journal  Bd.  6,  8  und  Serret.  Cours  de  cal.  diff. 
^"^  int.  i  11. ;  Schlömilch.  Beiträge  zur  Theorie  der  best.  Integrale. 
•♦)  Die  Integrale 


/ 


3D 


OD 


^  COS  c-ö"   , «V        j    r^^  cos  cd"   , o. 


^^^d  ohne  Bedeutung,  weil  /cos  c^  d&  im  Unendlichen  unbostimnit  ist. 


2(H) 


/      *«  +  »«     —  2A^^    """J    &«  +  »«"*        2 

u  <) 

SO  erhalten  wir  nach  und  nach  die  Relationen: 


—  »  c-*«, 


U 

OD 


or 


/     (ifct  ^.  ^f)4   "-"1.2.3.2*^      [)t'     ■"   ifc»    ">     ifc«    "•    ifcT J 


/■ 


_  ff"-*    .   n(n~l)r"-'   ,    Cw+l)n(n-i)(it-2)  c*"^    ■       l 

und 


(jfct+^»)f  — 1.2«^       •  ik '/  (Ä'+^-V  1.2.2»  [*•        *j' 


Das  Gesetz^  nach  dem  hier  die  Coefficienten  der  einzel- 
nen Glieder  in  den  eingeklammerten  Ausdrücken  rechts  fort- 
schreiten, ist  ersichtlich  folgendes.  Der  Coeilicient  des  ersten 
Gliedes  heisst  stets  1,  der  irgend  eines  andern^  des  »r*^,  Glie- 
des dagegen  wird  gefunden,  indem  zu  dem  Coefficienten  tf, 
des  ihm  entsprechenden  Gliedes  im  vorigen  Ausdrucke  das 
Product  hinzuzufügen  ist,  dessen  Factoren  der  Exponent  y 
von  k  und  der  Coefficient  ^^-i  des  diesem  letztern  Gliede 
vorhergehenden  Bruches  sind.  Mit  andern  Worten  heisst 
dies,  der  zu  bildende  Coefficient  c^  >vird  definirt  durch  die 
Gleichung 
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Cx=^y  •  Ox-i  +  ö*. 

Selbstverständlich  ist  dabei  für  das  letzte  Glied  a^;  =  0. 

Demnach  muss  z.  B.  der  zweite  Coefficieut  im  allgemei- 
nen Integral  mit  1  +  2  +  3  + +  n— l+w=  '-^^^, 

der  des  dritten  Gliedes  hingegen  mit 

i.2.3    ,     2.3.4     ,  ,     (n— 1)  n  (n+1)  (n+2)(yi+ ^ )>»(»— 1) 

2"T"         2         "*     "*  2  ~  2.4 

gleichbedeutend  sein.  Die  Zahl  n  drückt  hierbei  für  das 
Cosinusintegral  die  Anzahl  der  Differentiationen  ^  für  das 
Sinosintegral  aber  die  um  1  vermehrte  Anzahl  derselben  aus. 
Gestützt  auf  das  vorhin  entwickelte  Gesetz  lässt  sich  übrigens 
stielst  vollständiger  Induction  sofort  die  Richtigkeit  der 
Gleichong 

{n-\-m)  (n+m — 1)  .  .  .  (n — »»+1) 

2  .4  .  6  .  .  .  2»i 

nachweisen,  wenn  »» =  0,  1,  2,  .  .  .  n  und  Co  =  1  genommen 
^J^.  Denn  nehmen  wir  an,  dass  bis  zur  n — l*'*""  Differentia- 
**^ö  inclusive  die  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder  dieser 
^oritiel  gemäss  gebildet  sind,  dass  also  z.  B. 

a^^   ,_(»+»i--2)(n+TO— 3)...(n— m+l)       {n-\+m){n+m—2)„.{n—m)  ^ 

^  2.4.6...(2»i— 2)  '  *"""  2.4.6. ..2to  ' 

80  ist 

f^^5j^^ (n+in — l){nr\-m — 2)(n+in — 3)...(n~»i+l)     i_  (n+iw — l)...(n  —  m) 

2.4.6...(2»i  — 2)  '  2. 4. 6.. .2»» 

+iw)  (n+OT — 1) . .  .  (n — »i+lj 


Cm=^ 


^  ^;»+i»— 1) . . .  (n— m+l)  r^    1   n— m"[ ^ 

2.4.6. ..(2»t— 2)       L  2to  J 


2.4.6...2in 


Ihrer  Ableitung  gemäss  gelten  die  vorhergehenden  For- 
Dielxx  nur  für  ein  ganzes  absolutes  n.  Ohne  grosse  Mühe 
^öiixxen  wir  dieselben  jedoch  von  einem  Integrale  abhängig 
dachen,  in  welchem  n  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet 
^d  das  für  den  Fall  eines  ganzen  n  unmittelbar  in  die  vor- 
stehenden Ausdrücke  übergeht. 

Mnltipliciren  wir  nämlich  die  Euler'sche  Gleichung 


■'"'/ 


00 


(ik+<e.,-)«      ro 

öut  c<Hif)^i  ^p-i  d^j  Yio  c  und  y  beide  grösser,  als  Null  sein 
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sollen,  uud  integrlren  wir  dieselbe  zwischen  0  und  oo,  so  er- 
halten wir  die  Beziehung 

Zu  ihrer  Bildung  sind  wir  offenbar  berechtigt^  wenn  wir 
die  positive  Constante  p  als  echten  Bruch  voraussetzen;  denn 

nun  wird  das  rechts  befindliche  Integral  re<*'+y-^)^*d'^*  rfÖ* 

durch  die  bekannten  Ausdrücke  vorgestellt,  und  folglich  bleibt 
das  Doppelintegral  eine  völlig  bestimmte  Grösse,  die  wir  der 
Kürze  halber  durch  G  +  Hi  bezeichnen  wollen. 
Multipliciren  wir  anderseits  die  Gleichung 


3C> 


(A.-^,)"      r( 


w/ 


^-Kk—9i)y  yn-\  ^y 


mit und  integriren  wir  auch  hier  von  ©•  =  0 

bis  -ö"  ==  oo,  so  bekommen  wir  die  Formel 


/ 


das  heisst 


/ 


OD  OD 


!/- = Tm^rj'^'"'  y-'  («  +  ^0  äy. 


(*•+»•)  „ 


Hieraus  aber  entspringt  durch  Trennung  des   Reellen 
uud  Imaginären  die  specielle  Gleichung 

und  da  diese,  wie  aus  dem  Frühern  leicht  erhellt,  selbst  flLi 
p  =  0  noch  Geltung  besitzt,  so  hat  man  auch  die  folgend 
Beziehung 

/«    ain  cd"  • 
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Wird  dieselbe  nach  c  derivirt,  so  entsteht 

V  0 

Nun  folgt  aber  aus  Gleichung  1.  fUr  p  =  0 

je  nachdem  c  +  y  —  a:  ^  0.     Mit  andern  Worten  heisst  dies : 


"''^[f 


^r-kx  ^n— 


^  dx—  I  e-*f  x^-^  dx"] 


c-^y 

^d  sonach  wird 

j^wfeituiren  wir  aber  diesen  Werth  in  den  oben  gefundenen 
-^Dfidiniick  2.,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 


00  OD 


ä^jo%c%_  ^^  _ n^   r     2Ay  (c+y)^'  r-'  dy, 


0 

le  w^i^:  auch  so  schreiben  können 


COBC^ 


^d  =      *^   ^'        Te-^-'  (2c+y)'-^  y—i  dy^) 


^Tlr  ein  'ganzes  n  lässt  sich  das  Integral  rechts  mit 
I^icli^igkeit  in  Gammafunctionen  umsetzen;  denn  jetzt  hat 
™wi    xnit  Benutzung  des  Binomialtheoremes  und  der  Formel 

^^  =  (n-l)  (;»-2)  .  .  .  (n~r),  n>r, 

3.     C     cosc^     ^^  ^     ^e^^    "^^      r(2ii— r— 1)        (2cr     :„:(,. 
V       (*^+d«)*  2**^^^«)-^    r(r+l)  r(ii— r)  Ar^"- '*- ** 

il_jO 

*)  feinen  andern  Beweis  dieser  Formel  sehe  man  bei  A.  Enneper  in 
8dil5miich'8  Zeitschrift  för  Mathematik  und  Physik.    Jahrg.  6.   S.  289. 

^  IV'*^1\        .       ^  /«--1\    ^         r(2n— r— 1) 
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Uud  hieraus  entspringt  wieder  durch  DiiTerentiatiou  nach  c: 

Dass  diese  Formeln  aber  von  den  oben  gegebenen  nur 
in  der  Schreibweise  verschieden  sind  ^  bedarf  keines  Beweises. 

Setzt  man  endlich  noch  fj  =  ^  (x — 1),  so  wird 


oo 
ü 


mit  dem  Integrale 


x 


(I)*- "'/ 


^kcx  (^2  _!)«-!  ^^ 


identisch;  und  denmach  gilt  auch  diese  Relation: 


00 


Wenn  man  will;  so  kann  man  femer  noch  folgende  GleichuDg 
bemerken: 


II— 1 


i\mc»  d^_  -ne-^'  ^     2^         r(2n~r-l)   [  r        ,  rl" 


,    __^r Vt  _^      r(2n-H-l) 


r{yi)  ^   ^'•+^   r(r+l)  r(n--r)  ^2«-r-l 
^    '  0 

oder  besser  geschrieben 


n—\ 


Sie  ergiebt  sich,  wie  auf  den  ersten  Blick  erhellt ,  aus  Glei- 
chuiig  3''.  durch  Integration  nach  c  zwischen  den  Grenxen 
0  und  c. 


*)  Man  vergleiche  hierüber  die  oben  genannten  Abhandlongen  tob 
Catalan  und  Serret  in  Liouvillc's  Journal  t.y,  VIII;  ausserdem  Berret: 
Cours  de  calcul  diff.  et  integral,  tomo  II. 


1 
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§•  76. 

OD 

Dag  Canchy'sche  Integral    I   ,~7«..,T7ij^a..x*   ^^   «  +  ^>i    nnd 


—  ao 


positive  a  und  b*) 

Die  in  den  Paragraphen  71. — 73.  geführten  Untersuchungen 
setzen  uns  in  den  Stand  ^  aus  unserer  frühern  Gleichung 


oo 

/'S 


J  (*+*••)" 

U 

neue  Folgerungen  zu  ziehen,  wenn  wir  sie  mit ,  mul- 

tipliciren  und  zwischen  den  Grenzen  —  cx)  und  c»  integriren. 
Dabei    setzen    wir   die  Grösse  1  als  eine  positive  Constante 
voraus  und  machen   auch   vorläufig  die  Annahme ^   dass  die. 
Constante  b  ebenfalls  zu  den  positiven  Grössen  gehört. 

Die  wichtige  Frage  nun^  ob  und,   falls  es  möglich  sein 
sollt«,  unter  welchen  Bedingungen  dem  Integrale 


d^ 


30 


{k+&i)"  (i±^iy 


eine  Bedeutung  zukommen  wird,  entscheidet  sich  hier  augen- 
blicklich dahin,  dass  zu  diesem  Behufe  nur  die  Sunmie  der 
^Exponenten  a  und  b  einen  die  Einheit  überschreitenden  Werth 
besitzen  muss.  Denn  nach  der  Bedeutung  der  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Potenzen   leuchtet  immittelbar  ein,   dass 

im  Unendlichen  der  Nenner  des  Bruches ,  wie 

der  Ausdruck  (+  ^)«+*  sich  verhält. 

Nehmen  wir  nun  vorerst  in  dem  Ausdrucke j  das 

(l±^.f 

obere  Zeichen  von  -9-,  so  folgt  augenblicklich 

oo  OD  00 

r{a)  f ^ .      IV'-x'-^ax  l'd»-^^. 

jjk+»i)' (i+»i)''    ^  J^     (1+»«)» 


*)  Gergonne's  Annaleu,  Bd.  17,  S.  109. 
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Dem  Vorhergehenden  zufolge  aber  gilt  die  Gleichung 


—  00 


OD 


e 


(1+4^0 


i\0 


d»  =  0, 


weil  X  positiv  und  folglich  —  x    mit  dem  frühem  c  < 
zusammenföllt.    Daher  hat  man 


00 


1.        r  — ^^ — .=0,  «+/>>! 


—  x> 


In  ebenso  einfacher  Weise  werden   wir  zu  dem  Werthe  d 


oo 


— 7  i^elans^en,   wenn  wir  bedenke 

(*+^i)"  (1— ^t)^  ^        ^     ' 

—  oo 

dass  durch  die  Substitution  von  —  d  an  die  Stelle  von 
unsere  frühere  Gleichung 


OD 


J     {k  +  »  i)"         I    2«         *,    „_, 


in  die  folgende 


«0 


J    (k~»if         \^e-'-c<-\c>0 

—00  ^  r\ö) 

übergeht.     Mit  Benutzung    dieser  Beziehung   gewinnen  w 
nämlich  sofort  die  Gleichung 

CC  OD 

r(«)  .  /*    —  — T  =  J^  /%-(*+0-  a;"+»-»  </a:, 

—  oo  O 

das  heisst 

r  d» 2n__  r(a+b-l)      „.^^^ 


—  00 


Wie  man  sieht,  ist  der  Ausdruck  rechts  völUg  symmetriBC 
links  aber  ist  nur  insofern  Symmetrie  vorhanden  ^  dass  nu 
in  Folge  der  Bedeutung  der  vorkommenden  Potenzen  d 
Grossen  -9^  und  —  0^  mit  einander  vertauschen  darf,  weil  d 
imaginäre  Theil  des  Integrales  nicht  in  Betracht  kommt. 
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§.  77. 
Allgeneingflltigkelt  der  (jleichung  2.  fOr  <i  -|-  &  >  1 

Wie  wir  gesehen,  ist  die  Bildung  des  Integrales 


J 


d& 


(A'+a-f)«  (1— ^j)* 


bloss  an  die  Bedingung  a  -^  ^  >  1  geknüpft.  Daraus  folgt 
offenbar,  dass  eine  der  Constanten  a  und  h  negative  Werthe 
annehmen  darf,  wenn  nur  die  Forderung  «  +  ^  >  1  befrie- 
digt wird.  Zweifelhaft  aber  bleibt  es,  ob  auch  in  einem  der- 
artigen Falle  das  Integral  noch  auf  Gammafunctionen  zurück- 
führbar  ist;  denn  dass  die  Form  der  Gleichung  2.  ihre  An- 
wendbarkeit verliert,  wenn  die  bis  jetzt  festgehaltene  Bedeu- 
tung der  Gammafunction  als  bestimmtes  Integral  nicht  in 
irgend  einer  Weise  modificirt  wird,  leuchtet  unmittelbar  ein. 
Um  zu  einer  Beantwortung  unserer  Frage  zu  gelangen,  müssen 
wir  also  einen  andern  Weg  aufsuchen,  und  hierzu  wählen 
wir  die  partielle  Integration.     Diese,  auf  das  Integral 

d9_ 

angewendet,  zeigt  nun  sogleich,  dass  wegen  ^  -|-  ^  >  1  die 
Beziehung  gilt: 


/ 


X  —  OO 


das  giebt,  wenn  wir  den  Ausdruck  links  als  bekannt  voraus- 
setzen, 

dO' 


—  «  — 00 


(k+»if  (1— Ö-O** 


Bezeichnen  demnach  auch  bloss  a  und  b  positive  Grossen,  so 
hat  man  noch  immer  die  folgende  Gleichung 


/ 

—  00 


dd^  fl— 1  2«  r(a+b-.l) 


(;fe+^/)«-i  (1-^0^-1        b    '  (ifc+>)'-H-i  •  r{a) .  r{h) ' 

Diese  Beziehung  aber  würde  sich  vereinfachen,  wenn  wir 
die  Annahme  machen,  dass  die  Reductionsformel«Jn[«)=rXfl+l) 
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jetzt  überall  gilt,  also  auch  (öf — l)F(flr— 1)  =  F(a)  ist     Denn 
alsdann  wäre 


/ 

—  ao 


dd^  2n  r{a+b^\) 


(k+^i)"-^  (1— W)*+^         {k+lf-^^-^  r{a^l)  r(h+l) 


Der  Ausdruck  hätte  somit  ganz  die  frühere  Form,  nur  hiessen 
hier  die  Argumente  a  —  1  und  b  -\-  1.  Daraus  aber  würde 
weiter  folgen,  dass  er  für  irgend  ein  a  und  b  in  Kraft  bliebe, 
wenn  nur  der  Bedingung  a  -\-  b  >  l  Genüge  geleistet  wird. 
Wäre  also  b  negativ,  so  würde  man  venuöge  der  Formel  von 
der  Combination  ab  allmählich  zu  einer  Combination  a — «, 
b-\-n  übergehen  können,  in  der  beide  Elemente  zu  den  posi- 
tiven Grössen  gehören.  Dazu  ist  offenbar  erforderlieh,  dass 
n  die  kleinste  ganze  Zahl  ausdrückt,  welche  zu  b  hinzugefDgt 
ein  positives  Resultat  liefert;  denn  hat  ?i  die  angegebene 
Bedeutung,  so  bezeichnet  die  Verbindung  b  -^  n  entweder  die 
Null,  oder  sie  ist  ein  positiver  echter  Bruch,  und  folglich 
muss  a  —  n  einen  unechten  positiven  Bruch  vorstellen. 

Aus  allem  diesem  ergiebt  sich  mithin  der  Satz,  dass 
beim  Bestehen  der  Bedingung  a  -\-  b  >  1  Gleichung  2.  selbst 
dann  noch  Geltung  besitzt,  wenn  auch  eine  der  Constanten 
negativ  sein  sollte,  sofern  vnr  nur  unter  der  Function  Gamma 
eine  Grösse  verstehen,  für  welche  die  Relation  a  r{a)=I\a-^l) 
allgemeingültig  ist.  Hierzu  aber  sind  wir  in  der  Thai  be- 
rechtigt, weil,  wenn  wir  mit  Gauss  die  Gammafunction  durch 
die  Euler  sehe  Gleichung 

'  a     («-|-l}(«  +  2)...(rt-f-w) 

detiniren,  die  genannte  Beziehung  immer  eine  unmittelbare 
Folge»  dieser  Üefinitionsgleichung  ist. 


§.  78. 
Folgerungen. 

Die  Gleichung  2.  des  Paragraphen  7G.  vereinfacht  sich^ 
weim  man  l  =  k  voraussetzt;  alsdann  nämlich  erhalt  matB- 
sogleich  die  Relation 


/ 
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e<*~''V"rf»  in         r(n-j-A-l)  i     i^i 


and  diese  fOhrt  zn  den  andern  beiden 


1. 


oo 


/C09(A--r/)  1^( 


00 

oo 


Q  /  sin  (6— ö)t^  ^-O" .. 


—  » 


von  denen  die  erste  sofort  die  einfachere  Gleichung 


30 


/ 


o  i    CO6{b—a)'0dd' n  r(fl+6— 1) 


liefert.  ^ 

Eine  andere  Gestalt  aber  nehmen  diese  Integrale  an 
durch  die  Substitution  d'  =  k  tang  ^  oder  einfacher  ^=tang^, 
wenn  in  denselben  zuvor  A-  =  1  geschrieben  wird.  So  nämlich 
bekommt  man  von  k  befreite  Formen,  in  denen  an  die  Stelle 

des  Unendlichen  —  tritt  und  in  denen  cos  iiy-^-^dtl;  anstatt 

m 

des  Ausdruckes -,-.  erscheint.     Und  da  nun  die  Con- 

stanten  a  und  h  nur  an  die  Bedingung  a  +  ^  >  1  geknüpft 
sind,  so  dürfen  wir  auch  a  -\-  h  —  1  der  positiven  Grösse  p 
gleichsetzen,  für  h  —  a  dagegen  die  beliebige  Grösse  q  sub- 
stituiren. 

Das  Ergebniss  aller  dieser  Rechnungen  wird  alsdann  in 
den  Gleichungen  sich  aussprechen: 


n 

i 
1'.  /  cos  ^'^^  cos  qt  f^t  =  -p—i 

MsTXB,  beatimmte  lutegralu.  14 


l\^^)l\X') 
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n 
2 


■/' 


3*.     /  cos  ^»'^^  cos  q^  dtl;  =  —^^  -^  ^^' 


0 

n 


''  Fi^  ro+r')' 


2".  I  cos  V'/*-^  sin  ^  ^  ^  ^  =  0, 


2 


von  denen  die  ersteren  ersichtlich  jedesmal  der  Null  gleich 

sind,  so  oft  ^~^    eine  ganze  negative  Zahl  vorstellt,   oder 

mit  Null  zusammenfallt. 

Setzt  man  p  =  l  voraus,  so  erhält  man  die  Formel 

n 


2 


/cos  ^  ^  ^  ^  =  2  -fTf —  V  /-r/ — \  = 

ßin-g- 

und  folglich  kann  ftir  positive  Argumente,  d.  h.  fttr  0  <  |  <  1 
in  der  hier  angegebenen  Weise  das  Integral 

oo 

ü 

ermittelt  werden.*) 

Drei  andere  besonderen  Fälle  liefern  die  von  PoiBson**" 
gefundenen  Integrale 

n 


0 

n 
2 


/  cos  rlfV  cos  {p-\-2n)  tlf  d  rl)  =  0,  ti  ^  \ 

0 


*)  Vergl.  Binet  in  Journal  de  Tee.  polyt.,  cah.  27,  page  166. 
*•)  Journal  de  T^Jcole  polyt.,  call.  19,  page  490. 
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und 


n 


/cos  ^  COS  p  ^  ^  ^  =  ^ , 

*  in     deren   ersten  beiden  n  eine  ganze,   den   angezeigten  Be- 
^'in^^gen  unterworfene  ganze  Zahl  ausdrückt.*) 

Schreibt  man  femer  die  Gleichungen  V',  und  2**.  in  der 
-öac^hstehenden  Form 

n 

n 

I  sin  tlfP-^  sin  q  (^ —  ^)  d  tp  =  0 

0 

multiplicirt    nun    das    erstere    Integral    einerseits    mit 
q  |,  andererseits  mit  sin  (j  ~,  während  man  bei  dem  zwei- 

lutegrale  diesen  Fällen  entsprechend  umgekehrt  verfährt; 
gelangt  man  durch  Combination  der  erzielten;  in  der  ge- 
^fcnten  Weise  einander  entsprechenden  Resultate  ohne  Mühe 
den  Beziehungen 

»  n  C08  q  — 

sin  ifP-^  cos  gtl;  d^= 


-/' 


0 


/  V-i?')  /  '(-+r-') 


-/■ 


n  smq  — 

smifP-^smqilfdtff=  ^^ 


■""  i '(^) /iai=-') 


Zu  andern  interessanten  Folgerungen  werden  wir  noch 
S'^fiahrt,  wenn  wir  die  Gleichungen  1.  und  2.  §.  76.,  also 


*]  Bei  dem  ersten  dieser  Integrale  bemerke  man,   dass  es  sich  in 
^^benstehender  Gestalt  schreiben  lässt: 


f 


Jcos  ^  cos  (p  -  2«)  ^rf^  =  ^  y^^^^^^ 


212    — 


f. 


g— {*Vi4-«'/')«^^ 


a 


=  0 


'l«  (*H-*')'  {1*+»*)* 


Dd 


',«  +  * 


0» 


tf(*V'i-«V)»rf<^ 


2ä 


r(/i-H-i) 


-00  (A:»+d«)*(/«+^«)* 

mit  einander  verbinden.     Aus  ihnen  nämlich  folgt  leich 


00 


6. 


/    cos  (/>  -^1  +  a 


OD 


7. 


/COB  (Ä  ipi  —  n  1p)  ff  d" 


9r 


rrn+fr-i) 


und   diese  beiden  Integrale  liefern  auf  dem  Wege  der  i 
tion  und  Subtraction  die  neuen  Beziehungen 


00 


8. 


/cos  a tp  cos hift^dd'   
0       (A:'+^«)'  {/*+^«)' 


3r  r(a+&— 0 


00 


9. 


/ein  //  ip  sin  ä  -^E;,  djJ"   n  r  (fl+fi— 1) 

welche  noch  besonders  einfach  für  b  =  l  z.  B.  werder 
mau  hat  jetzt 


00 


8". 


und 


/cos  a  if)  d  d"  n        ^x 


{k^+»*y    (/»-K«) 


*)  Einen  besondern  Fall  dieses  Integrales  bildet  das 
gebene : 


cos 


I  n  arc  tg  —  I 


H 

~2 


Oeuvres  completes  de  N.  H.  Abel,  t.  IL,  p.  87. 


-     (x  '\-  a 
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Qt,  /    Bin  a  iff      d"  d  ^  n 

Setzen  wir  aber  /  =  0,  so  entspringen  die  Integrale 


OD 


g«  f     COS  arp     d^> n r{a+b~\) 

00 

9*  /^aina^     rf» w  r(a+ft— 1) 

^'i    Betreff  deren  jedoch  Folgendes  nicht  zu  übersehen  ist. 

Bekanntlich  stützen  sich  die  Integrale  6.  und  7.  auf  die 
Fojrxneln 


OO  00 


f'Za^^O  und  A"'"?  =  A- .-..  ^-s 


—•tu  —  ao 

^^^^    diese  waren  wiederum  eine  Folge  der  Gleichung 


CO 


0 


/ 


ihr  aber  wurde  früher  gezeigt;  dass  für  /  =  0  die  Con- 

^^^^"te  b  numerisch  den  Werth   1   nicht  erreichen  darf;   ja, 

^v*'    flas  Gosinusintegral  muss  selbst  b  einen  positiven  echten 

^^ch  ausdrücken;  und  nur  für  das  Sinusintegral  kann  ^  <  0 

^^rden.     Im  Hinblick  auf  diesen  letztem  Fall  aber  kann  das 

^^^ral  y  sin  d'  X  ocf'~'^  dx  leicht  in  der  zweckmässigen  Form 


00 


/ 


%m^xdx         9^    ^         n 


^W   2  sin  ^-^ 
0  2 


dargestellt  werden,  wo  das  jetzige  b  zwischen  0  und  2  liegt. 
Ond  daher  ergiebt  sich  nun  der  Satz,  dass  ausser  der  den  beiden 
integralen  8*.  und  9*.  gemeinsamen  Bedingung  «  +  ^  >  1  in  dem 
Cosinusintegrale  die  Constante  b  einen  zwischen  0  und  1  liegen- 
den Werth  besitzen  muss,  während  sie  in  dem  Integrale  9*.  alle 
Zwischen  0  und  2  befindlichen  Zahlen  durchlaufen  kann. 
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In  uiiderer  Form  zeigen  sich  übrigens  diese  Integrale, 
wenn  man  auch  hier  /*  =  1  und  ^  =  tang  if  schreibt;  man 
gewinnt  so  die  nachstehenden  Formeln 


ü 

n 
T 


cos  r-*  cos  a  t  cotg  4^  dtp  =  ——^-  ^^j^, 

2 


/' 


cos  r-'  sin  «  ^  cotg  ^  rf  ^  =  — ^^  tSJ" VA 


'0 

aus  denen  durch  die  besondere  Wahl  der  Constanten  einige 
nicht  uninteressanten  Beziehungen  erwachsen.  So  ist  z.  B. 
für  ^  =  1 


n 

2 


/sin  a  tp  C08  i^"   ^  d  jh ^ 
sin  ip  - 


h 


was  Liouville  zuerst  gefunden  hat.*)    Nimmt  man  dagegen 
a  =  2,  so  kommt 

IL  ^ 

2  if 

/co82^cotg^*^^^=     '^  r— >  /  sin2^cotg^*^^= 
Und  setzt  mau  fi  als  ganze  Zahl  voraus ,  so  hat  man  w^^n 

r{a)         ~  1.2  .  3  .  .  .(«—1)  ' 


sin     - 
t 


n 

"2 


cos  1^-^  cos  a  ^  cotg  T^r  dt^=       ^    — —^ -' 


(«-!)•'  oo;«l  k2 


J  ^"-^^^  2Bin±A» 

T 

/cos r-'siurt ^cotir V'^^'  =  '' •-^'■i^^-"~(?i^^  -  —^ — . 
^'^-^)'  2  8inlÄir 

0  2 

*)  Grelle.    Joiirual  Bd.  13,  S.  232.    Berlin.   1835.    Vor  Liouville  i-    .  k9.t 
viulleicht  schon  A])el  im  l^csitz  dieses  Integrales  gewesen ;  es  findet  sii 
im  2.  Bande  seiner  1839  herau8gege}>enen  Werke,  S.  88. 
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Behufs  einer  uaheliegeuden  Folgerung  möge  die  letztere 
Gleichung  mit  r"   multiplicirt  werden,    wo  r  eine   zwischen 
zb  1  befindliche  Grosse  vorstellt.     Alsdann  bezeichnet  auch 
^  co^  ^  eine  zwischen  +  1  liegende  Grösse,  und  folglich  er- 
hält man,   wenn  «=1,2, 3, ...m  inf,  gesetzt  wird,  durch 
otunmation  der  einzelnen  Integrale  mit. Berücksichtigung  der 
Gleichungen 

rcos^ünt-h{rcostysin2t  +  ...  =  ^^^^^-,*), 
schliesslich 


2 


IQ  /^     cotg  ip^^  dtf}        __        1 _n |1  >  r  >  —  1 


Benutzung  unendlicher  Reihen. 

§.  79. 
Ableitung  eines  Hfllfssatzes  aus  der  Reihenlehre* 

Schon  in  dem  allgemeinen  Theile  der  vorliegenden  Dar- 
^^llung  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  deuteten  wir 
die  VPichtigkeit  an,  welche  dem  Theoreme  von  der  Vertau- 
schviug  der  Integrationsordnung  bei  Doppelintegralen  mit 
^^Hstanten  Grenzen  in  Bezug  auf  die  Ermittelung  und  Trans- 
fc^rtiXß^iQu    einfacher    Integrale    zugeschrieben    werden    muss. 

**^  in  der  That,  gerade  die  vorhergehenden  Untersuclmngen 
^^"ften  an  einer  Reihe  von  Beispielen  diese  weitgreifende 
öed^utung  des  genannten  Lehrsatzes  recht  anschaulich  ge- 
'^^dit  haben.  Aber  auch  dies  schon  dürfte  aus  den  obigen 
^^^^t^cklungen  erhellen,  dass  die  Differentiation  eines  bestimm- 
^^  Integrales  nach  einem  Parameter  gleichfalls  für  die  Er- 
?^'tti€lung  einfacher  Integrale  nicht  ohne  grosse  Bedeutung 
^^-       Reicht  auch  der  Einfluss  dieser  Operation  nicht  so  weit 

*^    der  des  oben  erwähnten  Theoremes;  so  werden  wir  doch 

**)  Cauchy.    Algebraische  Analysis,  Kap.  9,  S.  197. 
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iu  später  tblgeuden  Erörteruiigen  noch  Gelegenheit  haben, 
uns  von  der  mehr  als  gewöhnlichen  Brauchbarkeit  des  Leib- 
iiitz'schen  Satzes  in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
hinlänglich  zu  überzeugen.  Eines  Hülfsmittels  ist  indess  bei 
den  vorhergehenden  Betrachtungen  fast  gar  nicht  gedacht 
worden ,  obwohl  auch  diesem  ohne  Zweifel  eine  grosse  Bedeu- 
tung hier  zukommt.  Wir  meinen  die  Benutzung  unendlicher 
Reihen  zur  Herleitung  bestimmter  Integrale  und  zwar  iu  der 
Weise,  dass  wir  convergirende  Reihen,  deren  Summen  im  Voraus 
bekannt  sind,  in  bestimmte  Integrale  umzusetzen  versuchen. 
Die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen  nun  werden  sich 
auf  ein  Lemma  stützen,  dessen  Inhalt  und  Richtigkeit  wir  mit 
wenigen  Worten  berühren  müssen.     Sei  nämlich  in  dem  lute- 

grale  j  X  f{Xy  k)  dx  \  eine  stetige  Function  von  o?,  fix^  k) 


H 


eine  Function  von  x  und  der  ganzen  Zahl  A*,  ferner  bestehe 
die  Gleichung 

1.  j  Xf(x,  k)  dx  =  n,/f  X  fix,  0)  dx, 


<<  it 


in  der  Dk  eine  bekannte  Function  von  /■  ausdrückt.     Conver- 
girt  alsdann  die  unendliche  Reihe 

2.     A,  f{x,  0)  +  A,  f{,r,  1)  +  //,  f[x,  2)  +  ,..  =  q>{x) 

für  alle  Werthe  von  x  innerhalb  der  Grenzen  a  und  ^;   so 
folgt  augenblicklich 

/  .V  g? ix)  dx  =  A,,  fX/'{x,  0)  dx  +  ./,  /  Xfix,  \)dx+  etc.*), 

•t  //  /i 

das  giebt  mit  Benutzung  der  Gleichung  1. 

J  X(p{x)  dx  =/  Xfix,  0)  dx  [./„  /?,  +  ^,  /?,  +  .f,  B^  +  ...]. 

Und  daher  ist,  so  lauge  die  in  der  Klammer  befindliche  Reihe 

convergirt, 

h 

f  X  q>  (a?)  dx 

T.  ,/„  //„  -|-  J,  //,  -|-  A.,  11,  -|-  .  .  .  ==  ^~ . 

fXf{a\{S)dx 
a 

Diese  Gleichung  bleibt   in  Kraft  selbst  dann,  wenn  die 

*;  VcTirl.  (Ho  in  ^.  'il  .mgüstelltuQ  netnuhtunprcn. 
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ßeihe  2.  für  x  =  a,  oder  x  ^=  b,  oder  auch  für  beide  Werthe 
ü  eine  divergireiide  übergeben  sollte^  sofern  nur  die  Reihe  I. 

*o  den   couvergenten   gehört   und  J  X  tp{x)  dx   eine  völlig 

a 

''cstimmte^  endliche  Grösse  bedeutet. 

In  der  That,  nehmen  wir  an,  dass  für  die  Grenzwerthe 

tf  Qnd  hj  die  wir  vorerst  beide  endlich  voraussetzen,  die  Con- 

^^fgexn  der  Reihe  2.  unterbrochen  wird;  so  folgt,  wenn  wir 

2.  darch  X  dx  multipliciren  und  darauf  zwischen  den  Grenzen 

«—   «,  &  —  B  integriren,  ganz  wie  vorhin 

/ir  ^>{x)  dx  =fXf{x,0)  dx  K^o+^i^i  +  ^2^2  +  -"l- 
Bleibt   nun    -r^„  ^q  -[-  .-/,  jP,  +  .  .  .    convergent    und    stellt 
J^  ^{x)dx  eine  endliche,  bestimmte  Grösse  vor,  so  muss 
nolh^w^endig 

limy  'X(p{x)dx=JXfp{x)dx = [A^  ^„+^i  ^i+-l  li™  f^^i^?^)  ^^ 
sein. 

Wird  endlich  eine  der  Grenzen,  z.  B.  &,  unendlich,   so 
^^>  immer  Gleichung  1.  als  bestehend  vorausgesetzt,  die  Be- 

^^^giuig  unerlässlich,   daaa  f  X  fp{x)  dx  nicht  sinnlos  wird; 

*^8serdem  aber  muss  natürlich  ^^  ^o  4"  -^i  ^i  "f"  •  •  •  zu  den 
^nvergenten  Reihen  gehören,     ü.  s.  w. 

§.  80. 
Kammer'sche  Theoreine  *)• 

Die  Gleichung  1.  wird  offenbar  erfüllt,   wenn  wir  nach 

""^^^Uimer's  Vorgange  imter  dem  Integrale  J  Xf{x^  /*)  dx  die 

ti 

^ction    T((it  -f-  ^')  =  /^~*  xf^^-^  dx  verstehen;    alsdann 
^^mlich  ist 


*)  Kummer.  De  integralibus  definitis  et  seriobus  infinitis.  Grelle.  Jour- 
^^*  Bd.  17.  S.  210  etc.    Ausserdem  vergleiche  man:  Limbourg.    Theorie 
^  Ui  fonction  Gamma.    Gand  1859. 
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X  =  e-'^  x^-\  f{x,k)=x^'  und  Bk={a+k—\){a-\'k^2)...a. 
Besitzt  folglich  die  Reihe 

^Q  +  -</,  a;  +  -^2  ^^  "f"  •  •  • 
eine  Summe  9(0:),  so  hat  man  nun  vermöge  der  Gleichung  I. 
die  Beziehung 

P.     A,  +  aA,  +  a{a  +  1)  A^  +  «(«+  l)(«  +  2)  A^  +  ... 


OD 


0 

Wird  beispielsweise  hier  q>  (x)  =  cos  (x  tang  m)   geseizt, 

so  lässt  sich  bekanntlich  cos  {x  tang  ü)  durch  die  unendliche 

Reihe 

*  a*'  taiig  M*  j^  a.**  tang  w*  , 

darstellen^  und  folglich  ist 

A  =1     A  —i)    A  ——  ^^—    ^  =  0    ^  =  ^  u   8  f 

Da  nun  die  Reihe 

•     .        1   _  ^±1)  tgtt^+  "-1SJI-+ ^na  + ^)  (-'±3.  tg  „.  _ 

stets  convergirt,  so  lange  der  Zahlen werth  von  w  <  x  bleibt 

und  unter  dieser  Bedingung  die  Grösse  (cosw)*cosflw  vor- 
stellt*), so  entspringt  sogleich  die  Formel 

4.    /^r-'  x"~^  cos  {x  tang  u)  dx  =  (cos  1/)"  cos  au  F(a). 

VVälilen  wir  hingegen  für  q>(x)  den  Ausdruck  sin  (.r  tg  m), 
so  folgt  jetzt 

a  tang  m '    ,>    ..      -  t«ng  w^  +  etc. 


=  p—  I  e-^  x"~^  sin  (o;  tang  1/)  ^.r, 


d.  g.,  weil  diese  Reihe  für  —  ^    <  w  <    -4     der    Function 
(cos  w)"  sin  //?/  gleich  ist*), 

•)  Miin  vcr^'lcichc  hierüber  Ciiuc-hy'ä  Aualybib,  Seite  210  und  Note  8 
;iii  Iliizlcr's  Uebcrsetzung). 
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70 

5.    J  er*  7f^-^  sin  {x  tang  t/)  dx  =  (cos  m)«  sin  au  T{d), 

0 

Dass  übrigens  beide  Integrale  unmittelbar  aus  den  Euler'- 
schen  Gleichungen  . 

/«  m  7      /cos  a-^ 

^.  ^-.  j-  *-  ^^  =.  i_^in_^ 

abgelesen  werden  können^  bedarf  keines  Beweises;  doch  dürfte 
dieser  Weg  dem  obigen  vorzuziehen  sein,  weil  er  den  Inte- 
gralen eine  grossere  Ausdehnung  zuschreibt. 

Ein  anderes  interessantes  Beispiel  der  Entdeckung  eines 
bestimmten  Integrales  mittelst  des  Theoremes  P.  liefert  der 

Fall  ^>{x)  =  cos  2yx%^.  Führt  man  die  Rechnung  aus  und 
wählt  speciell  a  =  —  ^  so  erhält  man 


2 


00 


^     I     ^  __     ^       I      _    1. /    ^,-*  cos  2  VxQ^  A^ 

1    ^    1.2         1.2.3^ J^(^\     I  Yx 


te/ 


d.  h. 


CO 


/ 


COS  2  VxQ' 


COB  Z  r  XV    j  ,/—  a. 

^-*  — =7= —  rfo;  =  J/tc  e-^, 

y  X 


0 

Gewöhnlich  stellt  man  dieses  von  Laplace*)  gefundene  Inte- 
gral  unter  einer  Form  dar,  die  man  sogleich  erzielt,  wenn 

man  x  mit  x^  und  ]^  mit  ^  vertauscht;  man  bekommt  so 
die  Gleichung 

oo 

6.  /  e-*'  cos  2^xdx  =  ^  }/n  er»' , 

folglich 


OD 


/  er^  cos  2%x  dx  =  j/n  e-^\ 


—  oo 


Dieses  Integral  werden  wir  später  auf  anderm  Wege  wie- 
derfinden und  daraus  alsdann   noch  einige   andere  Formeln 

*)  Vergl.  Thdorie  analytique  des  probabilitüs. 
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ableiten.  Für  unsern  jetzigen  Zweck  begnügen  wir  uns  damit^ 
nach  Kummer  ein  zweites,  schon  von  Euler  gekanntes  Theorem 
aus  der  Gleichung  I.  zu  entwickeln ,  das  uns  sehr  interessante 
Resultate  darbieten  wird*). 

Aus  den  frühern  Erörterungen  nämlich  ist  bekannt,  dass 
für  ^  >  fl  >  0 

1 


j 


a;«-i  (1  _  a;)»-"-i  dx  =  ^'"^/J^"""^ 


und 

1 


J  .ir-r        ^1       .r;  ^•^— ^^^+l)(/,+2)...(/>+A-+l)J    ^       ^^       ^' 

M  U 

ist.    Mithin  gelten  die  Beziehimgen: 

J[  =  o;'»-!  (1  -  a;)*-«-S    f{^>  ^)  —  ^j 

^     _  a{a+l)ia  +  2)^.  .  («  +  Ar  -  1) 
^^  h(,b  +l){b  +  2)  .  .  .  (A  +  A-  -  1)  ' 

und  daher  hat  mau,  wenn  die  Summe  der  convergirenden  Reik 
A^^  -f"  ^\^  -\'  ^2^;^  +  ...  wieder  (p(x)  genannt  wird, 

p      j   4_  '^^  >/   _!_  ^^«+  n    ,     ,    ^'(fl +!)(«  + 2)  ^     , 

A  •     ^0  -^  /,  ^1  i-  /,  (^  4.  1)  ^'2  ^  6(A  +  1)  (6  H-  2)  "^3  ^  •  •  •   • 

1 

Behufs  einer  ersten  Anwendung  dieses  fruchtbaren  Theo- 
remes  wollen  wir  (p{x)  mit  dem  Binome  (1  —  ux)~^  identi- 
ficiren,  wo  w^  <  1,  c  aber  jede  beliebige  Zahl  bezeicimea 
möge,  unter  dieser  Voraussetzung  ist  bekanntlich  (1  —  ux)~*f 
weil  X  zwischen  0  und  1  liegt,  durch  die  convergirende  Reihe 

>  +  f  «^  +  '^''  "'•^'  +  ^-r^  «'^  +  •  •  • 

darstellbar,  und  folglich  hat  man  die  Beziehungen 

^0  —  ^1    ^l  —  j    **;     -«2  —       12       **>••• 

Mitliin  ^eht  jetzt  die  Gleichung  F'.  in  die  folgende  über 


*)  Kiilor's  Inicfjralrcchuunp,  Bd.  1;  vorj^l.  Binct:  Memoire  bot  !«• 
integrales  Eult'rifnnea  etc.  in  Journal  de  r»'eolc  polyt.  cah.  27,  p.  **^ 
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ae       ,    fi{a -^- i)  €{(^1)    ^ 


a{a+l),..{a+n-'l)  c(c+l) ...  (c+n^l) 


61       »    6(Ä+1)     1.2  •    •*•    •    6(6+l)...(A+n-li)'      1.2.3... n 

1 

0 

Specialisirt  man  dieselbe  in  der  Weise,  dass  man  c  =  b 
nimmt;  so  erhalt  man  das  für  t/^  <  1  geltende  Integral 
1 

und  hierans  folgt  wieder  ohne  Mühe  die  von  Abel  gegebene 
Fomel 


w 


2 

/ 

u 


x"-^  (1  -  xf-^       ^  r(«)  r(ß) 1  _ 

(«  +  xf+fi  n«  +  ß)  {l  +  a)"  aP 


■■). 


•)  Oeuvres  complätes,  Tome  I.  p.  95.  Die  vorstehenden  Integrale 
^^nen  ach  übrigens  als  Consequenzcn  der  hübschen  und  für  manche 
Untenmchnngen  sehr  brauchbaren  Transformationsformcl 

j  ^^  (l-a:)^i  {X+ii  xYdx = AH-«  (A+^).+«J*-^^(Ai:^^^ 


^*»tellen,  die  SchlÖmilch  im  6.  Jahrgange  seiner  Zeitschrift,  S.  207 
S^benhat;  die  Grössen  p,  q^Xy  y.,n  sollen  dabei  beliebige  Constantcn 
»lehnen.    Schlömilch  gelangt  zu  dieser  Transformation  des  links  vor- 

«onunenden  Integrales,  indem  er    -  ,   '^'^    =  y  setzt. 

W&hlt  man  nun  n  =  —  (p  -|-  ^) ,  so  hat  man  sogleich 
1 

'a^Vl-o:)^-^  g^  ^    1  1  r{p)  r(q) 

(X  +  ax)''-^  X«    (X  +  fi)^  r(p  +  q) 

Nach  meinem  Dafürhalten  ist  die  vorhin  genannte  Transformations- 
^el  Schlömilch's  jedoch  nur  unter  folgenden  Bedingungen  zulässig. 

Die  Constanten  p  und  q  müssen  mit  Ausnahme  der  Fälle,  in  denen 
^  gegebene  Integral  eine  Betafunction  (£) ,  oder  ein  Integral  von  der 

^^  /a?*~^  dx  darstellt,  in  welchen  also  —  bei  positivem  n  natürlich  — 

r^  eine  oder  die  andere  der  Grössen  p  und  q  auch  gewisse  negative 
^^e  erwerben  kann,  immer  positiv  sein.    Denn  da  innerhalb  der 

^^*i»en  0  and  1  der  Factor  aP^^  (l  —  x)^~^  niemals  das  Zeichen  wech- 


1 


^fT  .'»Ar:   ->i?«»;r/rr- *  .     >T^2/rc.  "VIT    liitiT   üiääiiiL  S"*!  aaie& 


4» 


;.'..'.r,.f.  f .'. " <<wrr. ,   '»'rf..'j  «ia«  Ir.VriTii  zii-it  ?i::^3>  w*riec  soll,  die  C 

tAntU'.u  hr^/*j^*iu   i  stA  u  i.ri^.lT,   «.j   ;äI«  suc     i  —  «x  "  «& 

/*(  !-♦  .   /  )    ,  »vi -r'.h  '1«,T  FäH  acif  den  ersea  zTg^^tkkvmmt: 
'Jarf  I»  «;nu ',/.•.„'.>.  Jc'.-i:.':  hrwihzäJA  i.'.:t  zerA-lr^i  Xexmer  Torstületk. 


"i. 


:i.r  =  i-^l   -  ^xV.    a>0. 


t.h  wird  fßr  f;iri   \f*:\'i*:}j'ia*:?.  ri  uTid  >l  >  0  dt:c:  vorgelegten  Integrak  im 

mm 

A\\l^t:ni*:iti*:ii  hur  darin  *;Jrj<:  h*;deutub(/  zukommeu,  wenn  -■>  x  ^  1.   In 

«t;<rci<dlf;n  Fulloii   koniit';  tn.'ilich  auch  ^  jr,  d.  h.       >>  ^  sein,  lo  i.  & 

X  i. 

Y/oMU  »  tt'mn  pOHÜivo  \i^AU7.t:  ZaLd  uuädrückt:  wäre  dagegen  n  negatir, 

HO  ffifibbi<;,  wf.'il  nim  iür  j;  =   '-  die  G rosse  i  1  —  '^  ^\      ^ü^   unend- 

licho  JiiHcontiniiität  erleidet,  n  nuiDcrisch  kleiner  aU  1  sein,  wie  die  An- 
wondijii^  litiHrTCB  Mitt«;lworth£atze8  BOgleich  zeigt.  Auäserdem  aber  darf 
für  l*^  U  lind  fi  ^Z*)  der  Jjruch  /t  keinen  geraden  Nenner  besitzen.  Ib 
alW'ii  dioncji  Fillloti  aber  müHHon,  wenn  das  gegebene  Integral  weder  w 
d<;r  ijiitorii,  noch  oljcrn  Grenze  sinuloB  werden  soll,  die  Constanten  p 
und  f/  zu  den  |iOHitiv«.*n  Grü8S«^n  gehören.  —  Man  vergl.  auch  $.  60. 

*)  V(»rgl.  z.  JJ.  iStern'b  Aualysis,  Suite  -IC-i. 

*•;  GauBu  a.  a.  O.  Nr.  24.    Werke  lid.  3.    S.  147. 
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8  14-^     ^4-  «(^+l)g(g+l)    ,    a(a  +  i){a+2)c{c  +l)Jc  +  '2) 
"^6'l    •       1.2.^(6  +  1)     "f"       l  .2,S,b{b  +  l)(b  +  2)       •"••• 

_  rw  r(6  —  a  —  c) 

~  r(b  ~—  a)  r(b  —  c)  ' 

Wir  können  diese  Wahrheit  kurz  so  sehreiben: 

wenn  wir  unter  dem  Symbol  F{a,  ß,  y,  x)  die  hypergebnie- 
^rische  Reihe 

*     l.y  '         1.2.y(y+l)  ' 

verstehen.  Sie  wird  uns  sogleich  das  Mittel  bieten,  auf  sehr 
einfache  Weise  zwei  Integrale  aus  dem  Theofeme  P.  abzu- 
leiten, die  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  den  in  §.  78.  dar- 
j^estellten  Integralen  besitzen.  Zu  dem  Behufe  aber  haben 
^^  das  in  P.  vorkommende  Integral  in  eine  trigonometrische 
*^omi  umzusetzen,  was  ohne  Mühe  mittelst  der  Substitution 
^  '=*  sin  v^  geschieht.    So  nämlich  erhalten  wir  augenblicklich 

^0  -r  ^  ^1  -r  h{b  +  \)  ^2  i-  •  •  • 


2 


=  i=^7-T-Firr — ;    /  sin  t^-^  cos  !;2(^«)-i  cp(sin  v^)  dv. 


u 


Nehmen   wir  nun  für  qp(sint;2)  die  Function  cos  (2^!;)  und 
erinnern  uns,  dass 

cos  (2^t;)  =  1  -  ^  sin  i;2  +  ^(^  +  i)^(^-i)  ^j^  ^^ 

'  J-l  '  \'\'\2 

6(6  +  1)  (6  +  2)6(6-1)  (6-  2)     .        6     , 

sonach 

A  =\    A  —        *''>/—  &(^  + 1)6(^-1) 
^=  j,  ^,  _      _,  ^3 frjTr-2     ^  •  •  • 

^-  80  ergiebt  sich 

y  fL*  j_  a  (g  +  1)  6  (6  —  1)  __ 


7f 

r(ii)~7V — ^'    '  ®^^  ^"^^  ^^^  t;2(6-fl)-i  cos  2^t;  </t?. 


2 


JJ4 


Vffrm^Vjre  des  oben  erwähnten  Gauss  sehen  Satzes  ^her 
wenn  wir  da.>  dortige  &  mit    -   and  c  mit  —  b  ii 


>-- ■  I* t  -11  - 


^  r.t  r  i  — fl-f  fr- 
~  rj-«  r  4  +  ft  • 

wo  aIj$o  /i  <       sein  moss.     Und  demnach  gilt  nan   die  Be- 
Ziehung 


ff 
2 


welche  »ich  inde»»  Ijefleutend  vereinfachen  lässt.  sofern  maa 
die  Fundamenialtheoreme  II.  und  IIL  von  den  Gammafiiiic- 
tionen  lierückgichtigt.  Zufolge  derselben  bestehen  nämlich  <Be 
Gleichungen : 

^(i-'')=cJ„»  r  «Vi>5  r(*)r(«'+i)=(2«)*2-*+*  r(2»)-, 

r{a)  r(a  +  -i)  =  (2;r)i  2-''+i  r(2a); 
r{b—a)  r(//-«  +  .i)  =  (2Ä;i  2-*'+*^ir[2(fr— a)], 
und  somit  verwandelt  sich  der  Ausdruck  rechts  iu  den  folgenden 
^''  r26     '^'  CO»  «Ä.    Mithin  hat  jetzt  die  EelaHon 


7t 


COS  a% 


j\in  v^-^  cos  «;«*-5^-i  cos  2bv  dv  =  ^^^""^  rc?!?""^^^ 

Statt,  welche  wieder  durch  Vertauschung  von  a  mit  -    a  und 
^  mit  ~^—  die  bequemere  Form 

Y 
9.    /  siniT'  »cü8i;*-'cos(a+^)  vdv  =  -pj^:^^  cos  J  flr ;r ,  j^      ^^^J 


annininit. 


—    225    — 
Um  in  ganz  ähnliclier  Weise  das  Integral 


/ 


sin  v**-^  C09  r*^^  sin  (a  -{-  b)  v  dv 

herzuleiten ;    hätte    man    in    der    ursprünglichen    Gleichung 

9  (sin  v^  =  ^7^ — ^7^.       zu  setzen  und  sin  (2  b  —  1)  v  durch 
^  ^        (26  —  1)  Bin  o  ^  ^ 

A'e  bekannte,  nach  ungeraden  Poteuzeu  von  sin  v  fortschrei- 
tende Reihe  auszudrücken*).    Wird  alsdann  zugleich  das  ur- 
sprüngliche a  mit  a  +  ^  vertauscht^   so  ergiebt  sich  sofort 
diese  Beziehung*»): 

1    i  '1    2\'^ 

f:^^^^=pT -,-  Ain  r««- icos  «;(2^2«-i)-i  8in(2^— l)t;  dv, 


i'2b'-l)r{a+i)I\b 


y 


'sin  v^^^  cos  t;(«— 8*-i -1  sin  {2  b—  l)v,dv 


.    /-(2b  ~  1)  r(a  +  i)  r(6-  g-  i)  r(/>  -  a) 


Der  Ausdruck  rechts  aber  ist;  weil  a  <  1  sein  muss,  mit 
' — ^^^ —   p/oA    "  ^~       identisch,    und    daher    entspringt 

3^tzt,  wenn  statt  2a  wieder  a  und  anstatt  2b  —  2a  —  1  ein- 
fach h  geschrieben  wird,  das  Integral 

•)        .     fc%.        IX  /Ol.       i\     •  26(26  — 1)(2Ä  — 2)     .       - 

sm  (2^ — l)t;  =  {ßb — 1)  sin  v J\ ^  smv^ 

,    (26  +  2)26(26  -  1)  (26 -2)  (26 -4)    .       .  . 

**)  Man  hat  zunächst  wegen 
4««*1      J  bjb-i)       ,    _  6  .  (6  4-  1)  (&  ^  1)  (6  -  2) 

jTfa  -  r^  ^  n   4  1)  =  ^(iLm_- « +i  -  i) . 

r  ya,        [^u        i;,  if,  i;  ^^^  _  ^)  /-(^  +  6  -  1) 

''^SB,  bflttiiiimte  Integtale.  15 
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10.     /'sin  t;— 1  cos  tA-i  sin  (a  +  ^)i;  dv  =  ^^^^-^  sin  —• 

u 

Der  Ableitung  gemäss  gilt  dasselbe  fQr  2^  >  0  und  2  >  a  >  0, 
Tvährend  in  dem  Cosinusintegrale  das  a  nicht  einmal  den 
Werth  1  erreichen  durfte.  Die  Beschrankungen  des  a  sind 
jedoch  nicht  nothwendig^  wie  wir  leicht  zeigen  können,  wenn 
wir  abwechselnd  in  jedem  der  Integrale  9.  und  10.  die  Summe 
(a  -^  b)v  durch  (ö  -(-  ^  +  ^  —  ^)^  ersetzen  und  die  gonio- 
metrischen  Functionen  derselben  in  bekannter  Weise  eni 
wickeln'*'').  Beginnen  wir  zu  dem  Behufe  mit  'dem  letzten  In- 
tegrale;  so  ergiebt  sich  augenblicklich 

tt 

J sin  t/*  cos  v^-^  cos  {a  -^  b  -]-  l)v  dv 

0 

r(a)  r(b)  .    an  [  _b_      -i  _  r(«  +  1)  rjb)       («+ 1) 

r(a  +  b)  "'^    2    [a  +  b         ^]   ~   r(a  +  b'+  1)  *^ 

woraus  erhellt,  dass  Gleichung  9.  für  a  <C  2  ebenfalls  n 
Geltung  besitzt.    Wird  folglich  jetzt  mit  dem  so  erweite; 
Integrale  dieselbe  Umformung  vorgenommen,  so  zeigt  si 
dass  nun  Gleichung  10.  auch  noch  f ür  a  <  3  besteht, 
aber  in  dieser  Art  der  Process  nach  Belieben  fortgesetzt  w" 
den  kann,  leuchtet  unmittelbar  ein. 

Gerade  dieses  einfachen  Beweises  wegen  haben  wir  ci 
Integral  10.  auf  dem  obigen  Wege  ermittelt;  wäre  es  blo 
unsere  Absicht  gewesen,  das  genannte  Integral   herzolei'fc^JD, 
so   hätten   wir  dies  Ziel  bei  weitem  schneller  in  folgender 

Weise  erreicht.    Schreibt  man  nämlich  ^  —  v  anstatt  v  untf 

verwechselt  gleichzeitig  a  mit  b,  so  kommt  zuvorderst 


2 

/  cos  v^^  sin  t/'~^  cos     (^  +  ^  )  (  o  —  ^)\  ^^ 


u 


_   r{a)r(l,)  hn     ,1>A>0 


'T'höorie  de  la  fonc.  Gamma. 
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Nun  ist  aber  . 

cos    ^-^  n  —  a  +  ^  .  t;    ==  cos  ^^^t_  j^  cos  {a  -\- h)  v 

4-  sin  ^—w-  Ä  sin  (a  -(-  b)  v, 
folglich  hat  man  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  9. 

y  sin  V*-*  cos  v*~^  sin  {a  -\-  b)v  dv 

0 

a-m        fl  +  6  6ä 

_    r(a)   r{b)  COB-g-COS— ^    Tt-COB^ 
~  r{a  +  b)  .    a  +  h 


dies  giebt  wegen 


—  sin  — 2 —  ^ 


ATE  fl  -f"  ^  ^* 

COB  -g-  cos  -g-  Jr  -  cos  -g-  .      ^^ 

—  sin  — ö—  « 

Integral  10. 

Dieselbe  Art  der  Behandlung  könnten  wir  jetzt  bei  den 
"frtUber  gefundenen  Integralen 


f 


n  r(ß  +  1) 


0 

n 


cos vß  cos yf  rfr  =  ^  JW+y  +  -2X  JW--GEiy 


C08  ' 


^Anwendung  bringen;  wir  begnügen  xins  jedoch  damit,  zum 
^hlusse  dieser  Betrachtungen  aus  dem  Integrale 


/ 


ig« 


du  -  lg  (j)  *\ 


*)  Setzt  man  den  vorläufig  unbekannten  Werth  dieses  Integrales 
*>  so  folgt  sogleich  durch  Differentiation  nach  a 

1 


^  =    /  V-i  du. 

"    4 


15* 
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wo  a  und  ß  positiv  sind,  das  zusammengesetztere^  freilich 
schon  auf  anderm  Wege  entwickelte  Integral 

/V-i  _„/»-!         _       1    (2)  /    ("~2~ ) 
•      J  "(1  +  '0  lg«    ^""  —  ^1  Va\    n(Ltl\ 

zu  folgern. 

In  der  That,  multiplicireu  wir  zunächst  die  Reihe 

9)  (w)  =  i^o  +  ^i  '^  "h  ^2  *''  +  •  •  • 
mit . du,  und  iutegriren  wir  alsdann  von  u  =  0 

bis  w  =  1 ,  so  ergiebt  sich  sofort  die  Gleichung 

1 

IL    A,\g^  +  A,  lg  «-±1  +  . . .  =  ß-'-ri!^  ^(„)  du. 


U 
2w+l 


Diese  aber  liefert  für  q>  (u)  =    ^  ,  —  die  andere  Beziehung- 


/: 


+ 

—  ^»P(P+2)(P+4]...(P+2n)'(a+l)(«+3).. .(«  +  211-1)' 


der  man  leicht  eine  kurze  Form  geben  kann,  wenn  man 
Gauss  das  Prodnct  ,.  ,  ..,'  .'»n"'"/l  i    n  »*  durch  das  Symb«::»^ 

(6  +  l)(A+2).  .  .(*  +  «)  -^ 

n{n,b)  bezeichnet.    So  nämlich  erhält  man 
1 


I i T-^^ —  du 

J         lg  tt  1  + « 


12 


=  ig 


(n  -f  1) 


9-" 
3 


n("+-.i-)m--i"') 

r/(.+'.i-oz7("^') 


Mithin  ist 

z  =s  lg  a  +  const., 

und  dies  giebt,  weil  für  a  »=»  ß  z  =  0  wird, 

1 


0 


^ 
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Bedenken  wir  nun^  dass  für  ein  unendlich  werdendes  n  das 
Product  i7(n,  b)  mit  der  Function  n{b)  =  r{b  +  1)  gleich- 
bedeutend ist^   so  bekommen  wir  augenscheinlich  den  oben 

erwähnten  Ausdruck  11.  für  n  =  oo. 

Setzt  man  in  demselben  a  und  ß  als  echte  Brüche  voraus 

lind  nimmt  ß  =  l  —  a,  so  entspringt 

/V-^  -  X-'  ^  ,      1    \^)  l    ("~2~)         ,     ,     an 


IV.  Kapitel. 
Die  Fourier'sohen  Beihen  und  Integrale*). 

§.  81. 
Die  Sinusreihe. 

Die  Ableitung  des  Integrales  11.  aus  dem  Integrale  12. 
der  vorigen  Nummer  geschah  mittelst  des  Ueberganges  vom 
Endlichen  zum  Unendlichen.  Diese  Methode,  so  vorzüglich 
^^  auch  zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten  sich  eignet,  kann 
gleichwohl  nur  dann  als  ein  strenges  Beweisverfahren  gelten, 
^eun  die  Deduction  in  sich  selbst  die  Mittel  zur  Widerlegung 
^aiger  Zweifel  besitzt.  Nicht  immer  ist  dies  der  Fall.  Wenn 
*•  B.  eine  von  0  bis  n  beliebig  gegebene,  stetige  Function 
'  (*)  einer  endlichen  Beihe  von  der  Form 

^1  sin  o;  +  a^  sin  2a:  +  «3  sin  3a;  +  ...  +  ö„-_i  sin  (n  —  V)x 

S'eichgesetzt  wird,  so  kann  man  wirklich  nach  Lagrange**) 

*)  Von  Dirichlet'schen  Abhandlungen  sind  hier  besonders  zu  nennen : 
^)  8ur  la  convergence  des  s^ries  trigonom^iriques  qui  servent  a  reprd- 
®^uter  une  fonction  arbitraire  entare  des  liraites  donnäes.    Grelle.   Jour- 
^*l  Bd.  4,  S.  157-169. 
^)  lieber  die  Darstellung  ganz  willkürlicher  Functionen  durch  Sinus- 
^^  Cosinusreihen.    Repertorium  der  Physik  von  Dove  und  Moser  Bd.  1 . 
.       **)  MiBcellanea  Taurinensia,  tomos  I.    Eecherches  sur  la  nature  et 
Pfopagation  du  son. 
Mise.  Taur.  Tom.  III.    Des  vibrations  d'une  corde  tendue  et  charg^ 
^11  nombre  quelconque  de  poids;  p.  247.    Vergl.  Riemann's  Vorlee. 
^^er  pari  Difftialgl.  S.  45. 
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die  Coefficienten  cii,  a^y  ...  fi»-  i  so  bestimmen;  dass  fär  die 
n  —  1  auf  eiuander  folgenden  Werthe  -,—;—, 


n '    n  '    n 


von  X  die  Gleichheit  der  Function  f{x)  mit  jener  Reihe  Statt 
findet.  Um  nämUch  irgend  einen  Coefficienten  a^  zu  berech- 
nen, wo  m  =  \  y2,  .  .  .  n  —  1  ist,  braucht  man  nur  die  durch 

Substitution  von  a:  =  -,  — ,  ...  entstehenden  n — 1  linearen 

Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

sm  m  -,  2  sin  m  — ,  2  sm  m  — ,  ...  2  sin  m  ^^ ^^ 

zu  multipliciren,  die  Resultate  zu  vereinigen  und  die  Sinus- 
producte  in  Cosinusdifferenzen  umzusetzen.  In  der  That  ergiebt 
sich  dann  mit  Berücksichtigung  der  bekannten  Beziehung 

"="-'  ^  1   8m(2n-l)J*) 


2 


cos  5-^  =  —   -S-    +   ^ 


_,  2      '      2  .    ^ 

*=!  8in  -- 

*)  Man  beweist  diese  Formel  leicht  wie  folgt: 

Sei 

z  =  cos  d  4-  cos  2'd'  +  cos  3d  +  .  .  .  +  cos  »^, 

so  ergiebt  sich  durch  Muitiplicatioii  mit  2  sin  \y  und   nacherige  Zer- 
legung der  entstehenden  Producte  in  Sinusdifferenzen 

o       •     ^  .     3d    ,      .     6^    ,  1      •     (2n+  1)-^   • 

2  z  sm  -  =  sin   ^  +  sm  -g-  +  .  .  .  +  sm  -——--- 
—  Sin  2  —  si^  "2 ®^"  T  —  *  '  •  —  ®^^  ^ f 

1,1     «'°<2«+l)| 

d.  h.  z  =  —    2-  +    2 ~» 

«n- 

Ganz  in  ähnlicher  Weise  überzeugt  man  sich  von  den  später  zu 
nutzenden  Gleichungen 

^  sm  5#  =  -  cotg  2  - —^ , 

2"-  ])'  «in  (25  +  1)^  =  ^^;^^\ 


0 


2 


8,„  (älJ-  1)  * 


(-i)-siu,.=  u.ai.g^i-  -i  ,i!!r^!:! 


o         -O*        'sin  n^ 
2  cos    - 

2 
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luieh  einigen  leichten  Betrachtungen  die  Gleichung 


it— 1 


*)  Igt  in  der  Gleichung  fvir   /^cos  «^(^=  — ,  wo  ä  eine  ganze 

2alil  aosdrüekt],  also  in 

^  r  .  ,    Bin  (2n  -  1)  1^ 

VI         »Ä«  1,1  ^  ^  2n 

^  «  2^2  ^.^^ 

2n 
^  ^^    0  (mod.  2«),  80  wird  x  ==  n  —  1,  weil  h  eine  gerade  Zahl  jetzt  be- 
**'<ifcnet,  also  die  Cosinus  sänimtlich  =  1  werden. 
Ceht  aber  h  nicht  durch  2n  auf,  so  hat  man 


^   C5"-0^       «i»(*«-S) 


sin 


sin  —  sm  —  sm  — 

2it  2n  2n 


^^^••^r  Ausdruck  wird  folglich  ±  1,  je  nachdem  h  imgerade,  oder  ge- 

^^*^^  ist.   Den  beiden  Fällen  entsprechend  wird  daher 

II— 1 

2  COS  5  ^  =  0,  —  1. 

^Ut  man  nun  irgend  einen  von  «^  verschiedenen  Coefßcienten  «^,  so 

^^^t  mau  durch  Befolgimg  der  oben   erwähnten  Rechnung  auf  der 
^^*^^n  Seite  des  Qleichheitszeichens  den  Ausdruck 

«=l^-l  It— 1 

"»-      >  2  Sin  »I  —  Sin  r  — =  ür   >    cos  ^ cos---  i— ^ 

.^J  n  n  ^J  L  '^  '^       J 

»—1  w-l 

*^e  beiden  Zahlen  (m  —  r)  und  (wi  +  H  a't)er  sind  gleichartig,  weil  ihre 
^^Hune  eine  gerade  Zahl  vorstellt;  femer  können  m  —  r  und  wi  +  r  nicht 
^^ixth  n  aufgehen,  wenn  m  und  r  verschiedene  Zahlen  aus  der  B«ihe 
*  »  3,  ...  n  —  1  bedeuten;  mithin  ist  der  vorstehende  Ausdruck  mit  Null 
^ieichgeltend. 

Fällt  dagegen  r  mit  m  zusammen ,  so  ist  m  —  r  =:  0  (mod.  2  n)  und 
«— i  «—1 

y  cos  5  (»t  —  r)  —  =  w  —  1 ,     ^  cos  s  --  =  —  1. 
1  1 
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Giebt  mau  nun  derselben  die  Gestalt 


»»— 1 
iß 


uud  lässt  hierauf  die  ganze  Zahl  n  nnendlich  gross  werden, 
so  geht  die  endliche  Samme  in  das  bestimmte  Integral 


1   Ai 
V 


sin  mx  f{x)  dx 


über.  Mithin  entspringt  der  Satz^  dass  für  das  Intervall  von 
0  bis  IC  eine  ganz  willkürlich  gegebene  Function  f{pc)  durch 
eine  unendliche  Reihe  von  der  Form 

äTj  sin  a;  -(-  aTj  sip  2a:  -{"  ^»  sin  3a;  +  .  .  . 

dargestellt  werden  kann^  wenn  jeder  Coefficient  in  ihr  der 
Gleichung 

n 

a^=^  —   i  f(x)  sin  »105  dx 

gemäss  bestimmt  wird. 

Dieses  schöne  Resultat  würde  offenbar  frei  von  jedem 
Zweifel  sein^  wenn  aus  der  Herleitung  desselben  auch  die 
Convergenz  der  Sinusreihe  und  f(x)  als  ihre  Summe  sich  er- 
kennen liessen,  was  beides  jedoch  keinesweges  der  Fall  ist 
Solange  daher  diese  Gewissheit  nicht  dargethan  wird,  solange 
kann  der  obige  Satz  höchstens  als  glückliche  Induction  be- 
zeichnet werden.  In  diesem  Sinne  nun  wollen  wir  uns  aucL 
vorläufig  des  Theoremes  bedienen,  um  eine  Reihe  zu  bilden, 
deren  Convergenz  wir  nachweisen  und  als  deren  Summe  wi 
f{x)  finden  werden ,  woraus  dann  zugleich  die  Zulässigkeit  d 
vorhin  befolgten  Gedankenganges  geschlossen  werden  darf. 

§.  82. 
Bildung  der  Sinus -Cosinusreiho 

—  b^  -\-  A,  C08  X  -f-  ''2  cos  2  ar  -f"  •  .  • 

Nehmen  wir  statt  der  Function  f{x)  jetzt  diese  2Änx.f{x\ 
so  ist  jeder  Coefficient  a^  durch  die  Gleichung 
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fl«,  =  —  12  sin  X  fix)  sin  m  x  dx 
aefinirt.    Aber 

n 

-  I  2  sinxainmx  f{x)  d  x 

u 

=  -  ICOB  (»I — \)  xf{x)dx-'-  /cos  (w+l)a;/(a;)  rfa;, 
und  folglich  wird,  wenn  wir  der  Kürze  halber 


n 

bjk  =  —  I  C09  h  X 


/'{x)  dx 


sclireiben,  wo  selbstverständlich  h  eine  ganze  Zahl  ausdrückt, 

2  siiixf{x)  =  b^faiux  +  bi  8in2a;  +  ^j (sin  3x  —  sin  o;)  +  . . . 
+  bjk  [sin  (A-(-l)  X  —  sin  (A — 1)  A;]  +  .  .  . , 

d-  g.  mit  Beachtung  der  Formel 

sm  a  —  sin  p  =  2  cos  — ^-  sm  -  r-^ 
f  (o:)  «=  _.  ^^  -f-  ^^  cos  a:  -(-  ^2  ^^8  2  a;  + . . .  +  ft>i  cos  Ä  X  +  . . . 

Diese  Repräsentation  einer  beliebigen  Function  f{po)  durch 
®^e  Cosinusreihe  innerhalb  des  Intervalles  von  0  bis  %  unter- 
scheidet sich  übrigens  von  der  Darstellung  der  Function  durch 
^^  Sinusreihe  darin,  dass  sie  bei  dieser  im  Allgemeinen  für 
^^®  extremen  Werthe  0  und  it  von  x  ihre  Geltung  verliert, 
^*hrend  sie  bei  jener  fortbesteht. 

Setzt  man  die  Function  f{x)  von  0  bis  —  n  so  fort,  dass 
^fitweder  f{—x)  =/(x),  oder  /(— x)  =  —  f{x)  ist,  so  lässt 
^*<^li  offenbar  für  den  ersten  Fall  f{po)  von  —  jr  bis  +  ;r  durch 
^f  Cosinusreihe,  für  den  zweiten  hingegen  durch  die  Siuus- 
^ih^  darstellen.  Da  nun  aber  irgend  eine  Function  f{jc) 
^ta  als  Summe  einer  geraden  und  ungeraden  Function  auf- 
8^5^sst,  also  immer  in  die  Form 

fix)  =  Aa:)+A--r)  _^  r{x)-n-x) 

8^oiracht  werden  kann;   so  ist  sogleich  klar,   dass  f{x)  von 
*^  3«  bis  +  Ä  stets  durch  die  allgemeinere  Reihe 
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2  ^0  +  ^1  CÖ8  X  -{-  02  COS  2a:  +  ...  +  ^«,co8»ia;4-... 

+  Äi  sin  o;  +  «2  8^^  2  o;  +  .  .  .  +  a,^  sin  m  a;  4"  •  •  • 
darstellbar  sein  Tvird,  wenn  dieselbe  wirklich  zu  den  conver- 
girenden  Reihen  gehören  und  r{x)  eben  ihre  Summe  aus- 
drücken sollte.  Dies  ist  in  der  That  der  Fall;  wie  wir  so- 
gleich nach  der  Erläuterung  des  Vorstehenden  durch  einige 
Beispiele  zu  zeigen  versuchen  wollen.  Dabei  werden  wir  fol- 
genden Gedankengang  innehalten:  wir  betrachten  zunächst 
die  Reihe  als  eine  endliche,  als  aus  2n  -\-  1  Gliedern  beste- 
hend, drücken  ihre  Summe  S  durch  ein  bestimmtes  Int^pral 
aus  und  lassen  nun  die  Anzahl  der  Glieder,  also  n  ins  Un- 
endliche wachsen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  wollen  wir  endlich 
noch  bemerken,  dass  die  Coefficienten 


b^  =.  1  l'fM+^ft^  ^,  „^  ^^ 


und 


2.  /"A*] 


'-^— ^ — ~ Sin  mx  dx 


0 

leicht  in  der  elegantem  Gestalt 


bm  =  —  f  fix)  COS  mx  dXf  a^  =  —  j  f{x)  sin  mx  dx 


—  n  —n 


erscheinen,  wenn  man  die  Integrationen  auf  die  einzelnen 
Summanden  ausdehnt,  das  Argument  —  o;  in  /*(— >  x)  durch 
+  X  ersetzt  und  schliesslich  die  Grenzen  des  entsprechenden 
Integrales  mit  einander  vertauscht. 

§.  83. 

Darstellong  einiger  besondem  Functionen  f{x)   durch  tri^no« 

metr^che  Reihen. 

1.     Sei  fix)  =  const.  =  1;  alsdanu  folgt  bei  einer  Dar- 
stellung von  1  durch  die  Sinusreihe  wegen 

1— C08WÄ  O,w^0(mod.  2) 

sin  mx  dx  =  -    -     —  =  ..  : 


/•' 


-,  m^  1  (mod.  2) 
m 
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cdn  3  or    ,    siu  5  X 

-i K — 


3 


+  ...], 


f  4  faio  X    ,   cd 

n        sin  X    •    sin  3  x    ,    sin  6  a;,  ^         ^    n 

4-  =■  -i"  +  —3 — I"  ~5 — !"•••'  Ä  >  «  >  0. 

Geometrisch  genommen  wird  also  Itierdurch  eine  in  dem  Ab- 
stskMide  -j-  von   der  Abscissenachse  mit  ihr  parallele  Uerade 

0  bis  7C  repräsentirt.  (Fig.  6.)  Setzt  man  noch  x  = 
l)ekommt  man  die  Leibnitz'sche  Reihe 

I-  =  1  -  ^  +  4  - 1  +  •  •  • 

Fig.  6. 


di 


all 


2.     Stellt  f{x)  jetzt  wirklich   eine  Function  von  x  vor, 
also  z.  B.  /(a;)  =  o:,  so  wird  in  Folge  der  Beziehung 


X  sin  mx  dx 


'[-'- 


cos  mx  _,    sin  mx 
m  "^      wt* 


0 


(-1) 


IN+l 


n 


m 


X  reprasentirende  Sinusreihe  so  aussehen: 

_  o  /sin  X        sin  2  07    ,    sin  3  07        sin  4  o; 


X 


+  ...], 


2  '         3  4 

diese  Reihe  giltjj,  wie  auf  den   ersten  Blick  erhellt,  für 

Werthe  von  x  zwischen   —  it  und  +  ity  d.  h.  solange  x 

erisch  <  n  ist.    Räumlich   aufgefasst  stellt  bekanntlich 

^  =  a;  eine  durch  den  Mittelpunkt  des  Cordinatensystemes 

,    unter   einem  Winkel  von    45"  gegen  die  positive 

e  der  Abscissenac'hse  geneigte  Gerade  vor. 


iUOlA     DICIIV     IlUUllt     UOOS    lux    U/    - 

'  2 


um  Vorschein  kommt. 

3.    Wird  f{x)  =  x  durch  eine  Cosinusreihe  dargestellt^ 
so  hat  man  wegen 

=y;coBAx*.=[^+icosA.]=l[l(_l)*^.+l]-f_^^ 


n 


je  nachdem  h  gerade  oder  ungerade  ist;  -  j  x  dx  '^X'^b^: 

,  4   fcos  X    ,    cos  3  X    ,    cos  5  a;,  "1  ==;      s»  /v 

x  =  ^x-  --|^-^  +  — ^_+_^^  +  ...J,  «^0:^0. 
Für  a:  =  0,  =  ;r  folgt  hieraus 

8  1«    •    3«    '    5«    •    •  •  • 

4.  Sei  jetzt  /(j;)  =  o;  sin  o;;  in  diesem  Falle  ergiebt  si 
wegen 

fxsinxcoshx  (!x=^fxsm(h']-l)xdx — i/a:sin(Ä — l)x 
xsm{h±l)xdx= ^^^'-H — (^^[^  +  const.,  als 

u 

und 

n  n 

b^^=  "  I  X  sin  X  cos  x  dx  =  --  i  »c  sin  2x  dx  ^=  —  ^: 

j;     .         -  COS  X  C08  2  x  j^  C08  3  X  COS  4  ar    1^  ^ 

Doch  gilt  diese  Formel  auch  für  negative  x,  weil  ^  ^^  eijKJe 

gerade  Function  ausdrückt.    Nimmt  man  speciell  x  «s  y, 
hat  man 

«  „1    I  J i     4.  JL   _ 

4  2"r  13         3.6'^5.7 

5.  Nunmehr  sei  f{x)  =  cos  a  x,  wo  a  eine  positire 
negative  Bruchzahl  bezeichnet. 
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Da  hier 
j2  cos  a  o;  cos  h  x  d  x  =  j  [cos  (a+Ä)  x  +  cos  (a — h)  x]  dx 

_  «n(a+pn       8in(«-Ä)«  _  gj^  «  «  (-1)*  f^ '-^ 

ist,   80  wird 

_  2a8iiian  r  1  cos  j?     ,    C0a2j;        cobSj;    ,  1 

COS  ff  a;  = ii— i 5 — r  +  -i — ^ i — ^  +  .  .  . 

n         12«*         a* — 1    '    a*  —  2*         a* — 3*    '  J 

oder 

«coea«           1           COBJ?     ,    cos  2  a;  =     r=^  .     , 

5 = =  r—i r-Ti  +  "5 — Ki  —  .  .  .  t  JT  >  o:  >  0  numerisch. 

Einen  besondem  Fall  dieser  Reihe  stellt  die  Euler'sche  Formel*) 
2V  ^*g  «  «=  27?  +  i^«  +  i?^  +  •  •  • ;  (a;  —  or)  vor; 

»farüiche  einfache  Reihen  ergeben  sich  für  x  =  0,  x  =  ^. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  hier  noch  folgende  Bemerkung. 
Schreibt  man  die  letztere  Gleichung  in  dieser  Gestalt 


ff^IOO 


«cotg««  =  4-  +  2'^JT«' 

111=1 

®^    folgt   durch  Integration   nach    a  zwischen  den   Grenzen 
^  ^nd  a  {i,a  >  0): 


00 


oo 


,     /Bin « n    _J_\         -^  lg«'-"' 

**»thin  wird 


00 

sin 


^d  folglich  för  lim  /  =  0: 


oo 


J_  man T~f  /i  __  «TV  _  ^^i-^)^**\ 


^  Introductio  in  analysin  infinitoram,  cap.  X.  §.  181. 
^**)  Vergl.  Moigno  Le^ons  de  calcul  ditf.  et  de  cal.  int  Tome  IL, 
326  und  Riemann's  partielle  Differentialgleichungen  S.  82. 
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6.     Wählt  man  endlich  f{x)  =  e«'  +  d"«'  und  boacl 
die  Beziehungen: 

e«*  COS  hx  dx  = ^,  !  ^, ^*', 


^  /*<-«  cos  Ä  X  dx  =  I  jj~i  [« (—1)*  ««*  —  cj, 


ij 


u 

g-CUe     QQQ 


hxdx  =  ^^-l-^[{~a){-iye-^  +  a'^ 


Fig.  7. 


folglich 


u 
SO  entspringt 

n_  e'^-j-e""^ 1 CO 8  x     ,    008  2  a? 

2ä  e^^—e"**^  ""  2^         «*+i    '    «'+2«         '  '  '' 

eine  Formel,  die  von  x  =  —  x  bis  a;==:  +  Ä  gilt 
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Von  Darstellungen  beliebiger  Functionen  durch  die  Sinus- 
Cosinusreihe  werden  wir  später  ein  Beispiel  geben.  Erwähnt 
aber  möge  hier  noch  werden,  dass  bei  einer  Repräsentation 
von  f{x)  innerhalb  des  Intervalles  ( —  ity  -{-  n)  durch  die 
Siaas-  oder  Cosinusreihe  die  entsprechenden  Bilder  beziehlich 
durch  die  nebenstehenden  Figuren  a  und  b  dargestellt  werden 
tonnen. 

§.  84. 
^^•rsteDniig  der  Sinus -Cosinusreihe  \h-\-  Z(h^  co8«a:  +  /i,  sinta:) 


^         +n  sin  ("(2« +  1)^1 

durch  das  bestimmte  Integrral  Yi  \  ^^  ^^^^  ~ 


Bin — 7: — 


Die  Reihe  5  =  J  &q  +  27  [&,  cos  «  o;  +  a,  sin  s  a:]  lässt, 
aich  ersichtlich  in  der  Form 

5,sjj.  1^  Cf(A\  WÄ  f-i +C08 ^ cos a:+ 008*2^008 2 a?+...+ 008 w-Ö" cos >u?"| 
^J  |_  +8in^8ina?4-8m2-6'8in2a:4-...+ sinn-Ö-sinnajl 

—  n 

'^  V  /*/* W  ^^ [i+  Co»  C-^— a:)+cos2(0'— a;)+...+cos w  {^—x)] 


8<^hreiben,  wenn  wir,  um  Irrthümem  vorzubeugen,   den  Inte- 
S^tionsbuchstaben    0*    nennen.  .  Beachtet    man    nun,    dass 

2n                                           8in(2«+l)— ~- 
cos  s  (d — x) =  —  i + i «;  :^^ —  ist,  so  hat  man  augen- 

l  sin— ^- 

•^ücüich  die  Relation 

/^  8in(2n+l)^ 

^=2^/^(^)^^ 

«^  sin 


-fr — X 


—  n  "*"      2 

7*8st  sich  folglich  jetzt  nachweisen,  dass  mit  miendlich  wer- 
f^dem  n  diesem  Integrale  eine  Bedeutung  zukommt,  so  ist 
^®  Convergenz  der  unendlichen  Reihe 

OD 

\b^'\-  H  {pt  cos  5  a;  +  ö,  sin  5  o:) 
1 
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ausser  allen  Zweifel  gesetzt  ^   und  zugleich  ist  ihre  Summe 
durch  den  Grenzwerth  des  Integrales  gegeben.     Die  ganie 
Schwierigkeit  der  Untersuchung  ist  demnach  auf  die  DiBÖu* 
sion  eines  Integrales  zurückgeführt,    in  welchem  ein  darin^ 
enthaltener  Parameter  über  jede  Grenze  hinaus  wachst 
Nennen  wir  nun  der  Kürze  halber  die  ungerade 


2w  +  l   Ä,  und  setzen  wir  — —  =  0"',  so  geht  das  obige  bie . 

gral  über  in 

n—x 


ljV(-+2*)^''*. 


n 

2 


und  dieses  kann  wiederum  in  die  beiden  Integrale 

^fäm^+2^)  ^  und  i- J A^  -2*)  Ig^rf* 

u  u 

zerlegt  werden.     Erwägt  man  aber  ausserdem  noch,  dass  d^ 
Voraussetzung  zufolge  x  zwischen  —  n  und  +  *  weh  befind^""^ 
so  werden  die  Grenzen  der  Integrale  niemals  den  Werth 
überschreiten  können,  und  daher  wird  nunmehr  die  LSsa 
unserer  Aufgabe  augenscheinlich  von  der  Beantwortung  ^^^^ 
Frage  abhängig  gemacht,  was  aus  einem  Integrale  von  d 


Form   /  9>('9')  -*^-V-  rfO",  in  welchem  die  Gonstante  c  zwiachi 

0  und  n  liegt,  wird,   wenn  der  Parameter  h  ohne  AufhSr^^^ 
wächst. 


§.  85. 


t 


Zerlegiing  des  Integrales    I  'jq*^  ^^  in  Theilintegrale; 


0 

Schäften  derselben. 


In  ihrer  völligen  Allgemeinheit  würde  die  Behandlunj 
des  so  eben  erwähnten  Problemes  mit  grossen  Schwierigkeite 
verknüpft  sein.     Diese   aber    vermindern   sich    nicht   wenij 
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wenn  man    schrittweis  zu  Werke  geht.     Desswegen   unter- 

n 
2 

/Bin  h  A 
.   ^  d%'y  in  welchem 

h  die  angegebene  Bedeutung  besitzt. 

Da  nun  i  ^^  mit  ^  +  cos  20-  +  0084-^  + ...  +  cos2 w-^ 

identisch  ist;  so  folgt  durch  Integration  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  Y  sofort,  dass 


n 


sin  A^ 


d»  =  i*) 


*^^sc8  Integral  wollen  wir  in  w+1  andere  zwischen  den  Gren- 
^^^  0  und  -r->  -r  ^uid  -ir,  -r-  und  -7-,  .  .  .  ,  t-  und  —  zer- 

h'    h  k  '     n  n  '  ^     h  2 

*^eii.  Alsdann  wird  für  das  erste  Intervall  ^^  positiv, 
^'^  das  zweite  dagegen  negativ  sein,  und  dieses  Yerhältniss 
^''^    Zeichenwechsel  von  ^-s-  wird  sich  ersichtlich  wieder- 

*^olen  bis  zu  dem  Intervalle  von  ^  bis  ^,  in  welchem  -?    - 

h  2  '  Bin  -9" 

^^^B  Zeichen  plus  oder  minus  fOhrt,  je  nachdem  n  gerade  oder 
^^i^^rade  ist.  Einem  bekannten  Satze  zufolge  aber  kommt 
^e  gleiche  Eigenschaft  den  entsprechenden  Integralen  zu, 
^^d  demnach  wird  das  Integral  vom  Range  v,  nämlich 


7t  «       , 


/"sin  Ä  -6"                                 r    ein  d" 
*)  Bringt  man    I  "gj^TÄ"  (i^  in  die  Form    I Tq^^^ 

4  %  ''  «i«»  (t) 


und  läset 


Q^l       uieraof  %  ohne  Aufhören  wachsen,  so  erkennt  man  auf  den  ersten  Blick, 
dus  auch  noch  für  ^  =>  00  die  obige  Gleichung  besteht,  weil 


2*  « 


ttt 

B,  bMÜnuiite  Integrale.  16 
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/ 


vn 
h 
sin  Ä  ^    ,  a. 

8in  ^         ^ 


„-.,-«- 


dessen  absoluteu  Werth  wir  q^  nennen  wollen,  "=  Hh  ^v  sein, 
je  nachdem  v  zu  den  ungeraden  oder  geraden  Zahlen  gehört 

In  zwei  auf  einander  folgenden  Intervallen    (1/ — 1)t>"^| 

und  \^ 7  "  A  "^  erwirbt  ferner  die  Function  sin  h  &  nume- 
risch stets  dieselben  Werthe,  die  Function  sin  d'  dagegen 
wird  in  dem  folgenden  Intervalle  grösser,  als  in  dem  vorher- 
gehenden.   Daraus  äiesst,  dass     .   ^   zwischen  den  Grenien 

(1/ — 1)^  und  ^  absolut   genommen   einen   grossem  Werth 

besitzt,  als  in  dem  Intervalle  von  ~  bis  *A  7  ja  selbtt 
für  die  beiden  letzten  Integrale 

h  2 


f^A^  a»  und  ß^^-  d» 

/    Bin  ^  t    fand' 


^"-^^  h  X 


leidet  dies  keine  Ausnahme.    Die  q  müssen  daher  eine  fallende 
Reihe  bilden. 

In  mehr  analytischer  Weise  wird  man  das  Gesagte  durch 
folgendes  Verfahren  bestätigen.     Das  Integral 


±j 


y  n 
sin  9" 


(.-1)  2 


liegt  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Werthe  von  -r— ^ 

IUI  w 

iunorhalb  des  Intervalls  {-  ~t-^,-,-),  diese  multiplicirt  mit 


V  n 
h 


ileni  Integrale  i  ( -|-  sin  // 1^)  (Id^  ==  "-.   In  Zeichen  aber  heisst  die« 


<-• ' 


—    243    — 

^  1  2         ,         .  1  2 

sin  (»— 1)   r  Bin  — ,- 

n  n 

und  wenn  ^  und  ^  ^^^  Grenzen  des  Integrales  bezeichnen, 
so  ist 

^«+i>  T  •  T"^  '^^  ^"^^  <T  T^- 

sin-  sin  — 

Mithin  hat   man  das  nebenstehende  System    von  Ungleich 
leiten : 

^21  ^2  1  ^1 


8in    -  sin    -- 

h  n 


nn.d 


^^21  ^2  1  ^1  1 

^2  <  T  •  — :^y  P3  <  ,7  •  — TZy  •  •  •  ^"+1  < 


sin  -r  8in  -.--  am  — r- 

h  h  h 


ans  dem 

folgt. 

Da  nun 


9i  >  92  >  93  >  •  •  •  >  P»+i 


=  9l   —  P2  +  P3  ■—   •  •  •  +  PH-I 


2 

^,  WO  in  dem  letzten  Gliede  das  Zeichen  +  oder  —  gilt, 
je  nachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ausdrückt;  so 
niiias  für  2»!  <  n 

2^^!— P2+P3— •••— 9«««    ™<1  Y<9l— Pi+P:»— •••— 92«.+  p2m+! 

sein.     Denn  im  ersten  Falle  sind  die  Differenzen  ()2m+i  —  (>2«+2r- 
positiv,  im  zweiten  dagegen  führen  die  Ausdrücke 

^  Zeichen  minus. 


16 
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§.  86. 


c 

p  <  f  <  Y  '"'^  9  W  stetig  ist. 

I.Fall.    Die  Function  ^>{%)  nimmt  nie  zu  und  bleibt 

stets  positiv. 

Wir  betrachten  jetzt  das  Integral 

und  setzen  darin   vorerst  0  <  c  ^  y  und  ^{%)  als  stetige 

Function  von  %'  voraus.  Ausserdem  aber  fügen  wir  noch  die 
Beschrankung  hinzU;  dass  die  Function  ^(ß)y  während  d*  von 
0  bis  c  wächst,  immer  positiv  bleibt  und  nie  zunimmt^  wdil 
aber  stellenweis  oder  für  das  ganze  Intervall  denselben  Werth 
behalten  darf. 

Auch  hier  denken  wir  uns  zwischen  0  und  c  Vielfache  von 

-r-  und  zwar  s  derselben  eingeschoben,  nämlich  y,  — ,  •  •  •  ^i 

wobei  wir  ^  noch  kleiner,    als  c,        j,        ^^^  gleich  oder 

schon  grosser,  als  c  annehmen.    Dies  hat  offenbar  zur  Folge, 

dass  s  4-  1  ^  -  >  ^;  &^o  s  die  grösste  in  —  enthaltene  ganse 

Zahl  ausdrückt  und  somit  höchstens  «=  n  sein  kann.  Zer- 
legen wir  nun  das  Integral  T  in  s  -{-  \  andere  zwischen  den 

Grenzen  0  und  ~,  ^  und  -r-,  .  .  .  ^  und  c.  so  ersehen  wir 

sofort,  dass  auch  hier  die  einzelnen  Theilintegrale  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind,  indem  über  das  Zeichen  derselben 

nur  der  Factor  —. — 5-  entscheidet.    Und  ebenso  leicht  kann 

Bin  9 
man  sich  überzeugen,  weil  9>(0')  nie  zunimmt;  dass  jedes 
folgende  Theilintegral  numerisch  kleiner  ist,  als  das  vorher- 
gehende. Wünscht  man  einen  formlichen  Beweis,  so  sei  wied» 
der  Kürze  wegen  der  absolute  Werth  des  Integrals  vom 
Range  v  durch  ein  einfaches  Zeichen,  R^^  dargestellt,  so  dass 
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vn 


±Ä,=yVw^'/*- 


h 


In  dem  lutervalle  von       .        bis  -!^  ändern  ^-s-  und  w  (d) 

k  h  sin  -9"  y  \   / 

ihr  Vorzeichen  nicht;  und  zwar  ist  sin  h  d'  negativ  oder  posi- 
äv^^  je  nachdem  v  zu  den  geraden  oder  ungeraden  Zahlen 
geliort.    Nun  ist  g)  (d),  sowie  sin  d"  stets  positiv  und  dasselbe 

gili;  von  der  Differenz  ~  —  ^*!z:.i!!.  sonach  findet  in  +Bv  das 

ol>«re  oder  untere  Zeichen  Statt,  je  nachdem  v  ungerade  oder 
ff^xade  ist. 

Femer  erhellt,  dass  in  dem  Intervalle    ^^— ,  ^     das 

^ximum    und    Minimum    der    Function    9?  (-ö*)    beziehlich 

I     h         ^"^  ^    ^~r\  ^^^^^^ 5   ^^'   wenn   9?  {%)   constant 

^bty  fallen  diese  Werthe  zusammen.    Nach  einem  bekannten 
*tze  Hegt  daher  +  i?y  zwischen. 


Vit  Vit 

1k  T 


as  giebt  mit  Zuziehung    der  im  vorigen  Paragraphen  an- 
ewandten  Bezeichnung 

folglich 

Ä,+i  ^  (»^1  (p  (^^  und  7?^i  >  Q,^i  tp  [^^-1. 

Da  nun  q^  >  p^i,  also  auch  q^  (p  {~\  >  p^-i  9  (x)  ^^*> 

80  muss  nothwendig  Bv  >  i^^+i  sein. 

Statt  des  Integrales  T  erhalten  wir  mithin  die  Reihe 

T  =  R^  —  i?2  "1"  ^3  —  •  •  •  i  ^H-i ; 
m  der  jedes  vorhergehende  Glied  grösser,  als  das  nachfolgende 
ist.    Brechen  wir  daher  wieder  bei  dem  2m^^  oder  2w  +  1'^" 
Gliede  ab,  wo  2m  <  5,  so  gewinnen  wir  die  Beziehungen 


eine 
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r  >    Bi   /?2  4"  ^3  •   •  •  ^2iii5 

T  <i  Rx   —  /?2  4"  -^3  •  •  •  ^2«  4"  ^Ä-H-l* 

Und  ersetzen  wir  in  der  ersten  Ungleichheit  Ä,,  A3,  Ä5, . . .  Rtm-i 
durch  ihre  untern ,  B2,  B^,  .  .  .  ^2»  aber  durch  ihre  obem 
Grenzen,  so  kommt 

In  ganz  ähnlicher  Weise  werden  wir  aus  der  zweiten  Un- 
gleichheit die  folgende  erzielen: 

Diese  Grenzen  des  T  aber  können  wir  noch  bedeutend  enger 
ziehen^    wenn    wir    erwägen ;    dass    die    Functionalwerthe 

97(0);  97  [~V  ...  ,  falls  sie  nicht  dieselbe  Grosse  beibehalten, 
ine  abnehmende  Reihe  bilden,  also  anstatt  9>\t\  9>(~r)y" 

in  allen  Fällen  9>( -£-)  substituirt  werden  darf,  und  dass  die 

Differenzen  pj  —  q.^,  q.^  —  ?4;  •  •  •  5  Qi  —  Qm  Qa  —  Qhf  •  •  •  s^ts 
positiv  sind.  Vermöge  dieser  Beziehungen  dürfen  wir  näm- 
lich diese  Ungleichheiten  bilden: 

^>[Qi  — 92  +  9^  —  94  +  '"  +  92' -1  -  Qim]  9  ^-~) 
und 

^<\Qi-Q2+Q9—Q4+'''—Qi'^+9i^+i]9>C^ 

Nun  gelten  aber,  weil  2m  <  5  <  w,  nach  dem  vorigen  Para- 
graphen die  Relationen 

"2    +  Qim+l  >   Qi   —  Q2  +  '  '  '—Q2m+  9im+U 

n  '     ^  , 

\j Qtm-irl   <   Pl   —  (>2  "T  •   •  •  —  P2m, 

und  demnach  wird  einerseits 
andererseits  dagegen 
sein  müssen. 
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Lassen  wir  jetzt  n  ins  Unendliche  wachsen  ^  so  muss 
auch  s  seiner  Bedeutung  zufolge  über  jede  Grenze  hinaus 
zunehmen,  und  folglich  kann  auch  2m  jeden  beliebig  grossen 
Werth  überschreiten.  Weil  aber  2m  bloss  die  einzige  Beding- 
ung 2»t  <  n  zu  erfüllen  braucht,  so  dürfen  wir  offenbar  2  m 

in  der  Weise  zunehmen  lassen ,  dass  lim  -^  =  0  wird.  In- 
dem wir  aber  diesen  Fall  hier  voraussetzen,  bekommen  wir 
augenscheinlich  die  engsten  Grenzen  für  T.    Denn  nun  muss 

Km  fp(j^\  =9>(0),  also 

:lim[g>(0)-g>(?^'')]=0 
sein,  und  weil  ausserdem  wegen 

JL        ^         ^  «^         2  ^     ^      k 

mn    .    2mn  ^  ^^'"+^  -^  (2m+l)n  o;«Ao.»_l.1^  » 

Bin— r-  ^      '    '     8m(2w+l)  — 

h  h 

ftiip  ein  unendlich  werdendes  n  ()2*«-m  niit  Null  zusanimenflillt 
^^rid  demnach 

(n  \        /'2m  n\         •   /«     I  \        /'lmn\ 

^«iide   in  ^  tp  (0)   übergehen :   so  muss  uothwendig  äie  IJe- 
Ziehung 

lim7'=|.<p(0) 

^tatt  haben,  sofern  q^  nur  endlich  bleibt.  Dies  aber  ist 
wirklich  der  Fall,  wie  man  sogleich  aus  der  Bemerkung 
schliesst,  dass 

TT  7t 

-r—^  d%  <  Max.        .    «.        I   d%. 
Bin  ^  I  sin  ^  J    f 

0  0 

dieser  grösste  Werth  von 

^^  =1+2  (cos  2^  +  cos  4{>  +  .  .  .  +  cos  2n%) 
aber  fiir  -^  =  0  erscheint  und  2//+1  heisst  und  dass  somit  (), 
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niemals  die  Grösse  n  erreichen  oder  gar  überschreiten 
kann.*) 

2.  Fall.     Die   nie   zunehmende  Function  9>(&)  kann 

auch  negativ  sein. 

,  Die  in  1.  gepflogene  Untersuchung  setzte  voraus,  dass 
die  zwischen  0  und  c  stetige  l^\mction  q>  {%)  nie  zunahm  und 
stets  positiv  blieb;  wenn  %'  von  0  bis  c  wuchs.  War  mithin 
0  ^  -ö"'  <  '^"  <;  c,  so  musste  in  Folge  dieser  Annahme 
<p  {%•')  ^  q>  ('&•")  sein,  und  beide  Functionalwerthe  mussten  posi- 
tive Grössen  bedeuten.  Die  Bedingung  g>(^')  ^  9>{^')  wollen 
wir  auch  jetzt  noch  beibehalten,  die  andere  aber  dahin  er- 
weitern, dass  die  Function  q>  (d)  auch  negativ  sein  darf.  Als- 
dann lässt  sich  inmier  eine  so  grosse  positive  C!onstante  a 
bestimmen,  dass  in  dem  Intervalle  (0,^;)  9>('9')4~^  ^^^  P^' 
tiv  ist.  Mithin  können  wir  jetzt  unsern  in  1.  gefundenen 
Satz  auf  die  Function  (p{d-)-\-a  anwenden  und  erhalten  daher 
die  Beziehung 


c 


^^f^  [9'W+«]  rf*— f  [9(0)+«]. 

0 

Dieses  Integral  aber  bildet  die  Summe  der  beiden  Integrale 

r«EJ?^  g,(^)  rfO  und  r?^  «  ifd, 

von  denen  das  letztere  mit  unendlich  wachsendem  n  der  Grenze 
—  sich  nähert,  weil  in  1.  die  Function  g>{d')  fllr  den  ganzen 


also 


*)  Die  Endlichkeit  von  pi  lässt  sich  auch  so  nachweisen: 

Q\  <  V  +  ^2;    92  <  \-„  , 

sin  -  - 

n 

n 
siu  - 


die  aber  giebt 


lim  9,  <   *    +  ~ 
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umfang  des  Intervalles  eine  Coustante  bezeichnen  darf.     So- 
nach ist  auch  jetzt  noch 

0 

S.Fall.     Die  positive  oder  negative  Function  (pip) 
Hnn  eine  wachsende  Function  von  d"  bezeichnen. 

Nimmt  die  Function  g){d)  in  dem  Intervalle  (0,  c)  alge- 
braisch nie  ab;  so  kann  die  Function  —  <p{^)  nie  zunehmen. 
Nächst  nun  n  über  jede  Grenze  hinaus,  so  muss  dem  Obigen 
infolge  die  Grenze  des  Integrales 


f  ("-»'(0)] 


f!^  [-.(»)] 


heissen.    Es  ist  aber 


dd' 


li 


0  0 


^^■^d  demnach 


J    ' 

0 


sin  d- 


g>(»)d^  =  ^fp{0). 


Fassen  wir  mithin  sämmtliche  Einzelfölle  zusammen ,  so 
^teu  wir  den  Satz:    Bezeichnet  c  eine  positive  Con- 

stante,  welche  ^^  ist,  und  g>{d')  eine  solche  stetige 

Function  von  ^,  die,  während  d"  von  0  bis  c  wächst, 
J^ie  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen  oder  umgekehrt 
übergeht:  so  muss  das  Integral 


'^■e^%wrf*, 


8in  9" 


^^nn  man  darin  der  positiven  ganzen  Zahl  n  immer 
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grössere  Werthe    beilegt,    von    der  Grösse   ~-   (p(0) 

immerfort  um  weniger  als  ein  beliebig  Kleines  ver- 
schieden sein. 


§.87. 

/'sin  h  d- 
Orcuzwcrili  des  Inicgrrttlcs  I  ~^;f  9(^)  ''^  für  «  =  oo,  wesB 

0  <  6  <  c  <  —  und  die  Function  9  (^)  keine  Maximm  und  Mini»a 

besitzt. 

Der  im  Vorhergehenden  gefundene  Lehrsatz  liefert  uns 
das  Mittel  zur  Beantwortung  der  Frage,  was  aus  dem  Int^nde 

sin  ^    ^  ^    ^ 


b 


wird,  wenn  in  A  =3  2/t-|-l  die  ganze  Zahl  n  unendlich  grosse 
Werthe   erwirbt  und  die  Coustanten  b  und  c  der  Bedingung 

0  <  &  <  c  <  ^-  genügen  und  (p  (d")  eine  solche  stetige  Func- 
tion von  0-  bezeichnet,  die,  während  0*  von  0  bis  c  wachst^ 
nie  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen  oder  umgekehrt  übergeht. 
Da  nämlich  die  Function  g>  (0")  nur  für  das  Intervall  von 
b  bis  c  gegeben  ist,  so  bleibt  die  Art  ihrer  Fortsetzung 
ausserhalb  des  genannten  Intervalles  ganz  der  Willkür  anheim- 
gestellt. Setzen  wir  daher  die  Function  von  ^  bis  0  so  fort, 
dass  sie  stets  denselben  Werth  <p(jb)  =  97(0)  beibehält:  so 
haben  wir  offenbar  jetzt  eine  Fimction  g>[^)f  die  für  das 
Intervall  von  0  bis  c  ganz  den  Bedingungen  des  vorstehenden 
Theoremes  Genüge  leistet.     Und  daher  ist 

0 

Zerlegt  man  aber  das  Integral  in  die  folgenden  beiden 

0  b 

und    bedenkt,    dass   das   erstere   für   ein   unendlidi  grosseü 
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«  *=  y  9 W  "^  '2  9^^^)  wird;  so  inuss  aiigeuscheiiilich  die  Be- 
ziehung Statt  finden 

Mithin  folgt  Dirichlet's  zweiter  Satz: 

Gelten  für  die  Constauten  b  und  c  die  Beding- 

ungen   0  <  &  <  c  <  y,   und   bezeichnet   g>  (^)    eine 

solche  stetige  Function  von  0^,  die,  während -ö*  von 
0  bis  (;  wächst;  nie  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen 
oder  umgekehrt  übergeht;  so  muss  für  ein  unend- 
lich grosses  n  der  Werth  des  Integrales 


/^t^ »(») « 


die  Null  sein. 


§.  88. 

OMilfkeit  der  Dirichlef sehen  Lehrsätze   für   eine   altcrnirend 
^  «nd  zanehmende  Function  cp{&).    Fall  der  DIscontiunitAt. 

Nimmt  die  vorläufig  zwischen  0  und  c  noch  stetig 
bleibende  Function  (p(^)  an  einzelnen  Stellen  e,  6',,  e.^  ,  .  , 
abwechselnd  zu  und  ab,  so  wird  wegen  der  Glleicliheit 


,      remhd 


g)(0")  rf'^  +  .  .  . 


"^f  ein  unendlich  grosses  n  das  erste  der  Integrale   rechts 

2  9>(0)  zur  Grenze   haben;   die  übrigen  Integrale  hingegen 

^d  sammtlich  mit  Null  gleichbedeutend.  Denn  während 
*  Von  0  bis  t;  wächst;  ist  für  den  ganzen  Umfang  eines  jeden 
^®^  Theilintervalle  (0,  e)^  {c,  e^)  ,  ,  .  die  jedesmalige  Natur  der 
'^cüon  q>(fl)  keiner  Äenderung  unterworfen.    Die  obigen 


Lehrsätze  gelten  somit  auch  für  eine  alteriiirend  ab-  und  zu- 
itelimeiide  Function  tp(d). 

Die  I''unction  q>{9)  ist  bis  jetzt  immer  aU  stetig  voraus- 
gesetzt. Äucli  diese  Beschrünkung  kann  dahin  erweitert 
werden,  dass  innerhalb  der  Grenzen  0  imd  c  oder  ft  und  c 
tlio  Function  9j(9)  an  einzelnen  Stellen  den  Charakter  der 
Kontinuität  verlieren  darf,  ohne  iudess  jemals  unendlich  zu 
werden.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erheilt  wiedrum 
sofort,  wenn  mau  auch  in  Bezug  auf  diese  besondern  Stellen 
die  Zerfiillung  des  itrspriiu glichen  Integrales  in  Theilint«grale 
vornimmt  und  nun  wie  vorhin  schliesst. 

Ist  z.  B.  95(0')  eine  solche  Function  von  &,  die,  während 
d  von  0  bis  c  <  „  sich  hewegt,  an  den  Stellen  e„  Cj,  ...  r, 
endliche  Sprünge  macht,  ausserdem  aber  zwischen  e.i  und  e^, 
e,—i  imd  Cr  an  den  Punkten  £  und  ij  vom  Abnehmen  ins 
Zunehmen  oder  umgekehrt  Übergeht;  so  wird  man  das  Integral 

/  V  W  "^  ft  rfft  in  r-j-3  zwischen   den  Grenzen  0  und  e^, 

e,  und  ffj,  . .  .  ,  e.j  und  f,  t  und  e„  .  .  . ,  e,—i  und  tj,  ^  und  e,, 
Cr  und  c  zerlegen  und  auf  diese  unsere  obigen  Lehrsätze  an- 
wenden.    Äisdann  folgt  sofort,  dass 

hm  f^^^{d-)  rfO  =  lim  f'^^  <p  (»}  d»  =  ■"  v(0) 


^^f^<PmdO  =  \imJ 


sein  muss,   indem  die   übrigen  Integrale  sämmtlieh  die  Null 
zur  Grenze  besitzen. 

Die  Dirichlet'schen  Theoreme  verlieren  selbst  dann  ihre 
Gültigkeit  nicht,  wenn  die  Function  (p(&)  für  einen  oder; 
mehrere  zwischen  0  und  c  oder  b  und  c  befindlichen  Werthe 
unendlich  wird,  vorausgesetzt,  dass  das  Integral 

von  d  ^  0,  (ö)  bis  *  =  c  endlich  und  stetig  bleibt. 

Um  hiervon  sich  zu  überzeugen,  wird  man  bloss  t^Mi 
einen  dieser  besondern  Werthe  eine  nähere  Betrachtung  ii^:X 
zustellen  haben,  weil  die  Verallgemeinerung  nicht  die  gering a  Wl 
Schwierigkeit  bietet.    Auch  bedarf  nur  der  erste  Sats  ein.- 
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ansführlichem  Erörterung,  da  im  Wesentlichen  für  den  zwei- 
ten bloss  eine  Wiederholung  der  nachfolgenden  Schlüsse 
nothig  ist. 

Dem  gemäss  werde  zwischen  0  und  c  die  Function  9  (0*) 
nur  f&r  ^  ^=^  a  unendlich ,  wo  also  a  stets  einen  von  0  ver- 
schiedenen Werth  besitzt.  Bezeichnen  wir  nun  durch  £  eine 
von  h  unabhängige;  positive  Grosse;  so  folgt  durch  Zerlegung 

e 

des  Int^rales  /  ^^  ^  ^>(,^)  ^^  i^  ^^^  andere  zwischen  den 

0 
Grenzen 

0  und  a  —  «,  a  —  €  und  a,  a  und  a  +  £,  a  -\-  s  und  c, 

dass    für    das    erste    und    letzte    derselben    beziehungsweise 

^(p(0)  und  0  die  Grenzwerthe  vorstellen,  wenn  ä,  d.  i.  w 

Lndlich  wird. 

Die  Grenzen  des  zweiten  und  dritten  Integrales  aber 
wird  man  entdecken,  wenn  man  die  beliebige  Grösse  £  so 
klein  wählt,  dass  sowohl  zwischen  a  —  £  und  a,  als  auch 
innerhalb  des  Intervalls  von  a  bis  a  4-  £  die  Function  97  {d) 
niemals  das  Zeichen  wechselt,  was  freilich  nicht  ausschliesst, 
dass  beim  Durchgange  durch  das  Unendliche  die  Function 
g>{^)  ein  anderes  Vorzeichen  erwirbt.*)  Denn  nun  gelten 
in  Bezug  auf  die  absoluten  Werthe  augenscheinlich  die 
Beziehungen 

J    sm-Ö"   ^^   ^  8in(a— «)  f  ^^    ^  Bm(a  — «) 


a — • 


•)  Ein  derartiger  Fall  ^ürde  z.  B.  eintreten,  wenn  q)(^)  für  alle 
Werthe  von  -Ö*  •<  a  mit identificirt  wird,  dagegen  für  '^>-a 

die  Function  — —  -  -  repräsentirt.   Alsdann  ist  offenbar 

F{p)=^VÖL^^-'yä,    oder    =K«^=^  — Kä. 

je  nachdem  ^  ^  «,  also  fortwährend  eine  stetige  Function  von  ^,  deren 

beide  Werthe  für  «^  ■>  a  zusammenfallen. 

Man  vergl.  über  diesen  Beweis:  Dirichlet.  Sur  les  söries  dont  le 
terme  g^n^ral  dopend  de  deuz  angles,  et  qui  servent  ä  ezprimer  des 
fenctions  arbitmires  entre  des  limites  donnäes.  Grelle  Journal  17; 
Seite  36  etc. 
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und 


f^  9>  W  ä»  <  ^„  [Fia+e)  -  /•(«)], 


a 


welchen  Werth  h  auch  annehmen  mag.    Der  Voraussetzung 

zufolge  aber  ist  a  von  0  und  wegen  «  <  ^  auch  von  jedem 

andern  Vielfachen  von  jt  verschieden;  die  Grenzen  der  beiden 
Integrale  müssen  daher  für  ein  unendlich  klein  werdendes  € 
mit  Null  zusammenfallen. 

Wie  klein  indess  die  von  h  unabhängige  Grosse  €  auch 
gewählt  werden  mögC;  stets  bleibt  für  ein  unendlich  grosses  h 


a— •  c 


U  a+« 

und  demnach  muss  für  /i  =  oo  auch  —  9  (0)  den  Grenzwerth 
des  Integrales 


/ 

0 


Bin  4^    ^^   ^ 


ausdrücken. 


§.  89. 


Die  Constante  r  fiberschreiiet  den  Werth  -^. 


Wenn  die  in  unsern  frühern  Betrachtungen  <  y  voraus- 
gesetzte Constante  c  zwischen    -  und  tc  liegt,  so  folgt  wegen 

dass  das  erstere  von  diesen  Integralen  l>eim  Uebergange  zqi 

Unendlichen  mit  —  9(0)  oder  deutlicher  mit  -?•  9>(4"0)  iden 

tisch  wird.     Den  Grenzwerth  des  zweiten  Integrales  dag^i 
wird  man  ermittehi,  nachdem  man  dasselbe  mittelst  der  Su 
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ft—e 

stitution  0"  =  jr  —  0"'  in  —   j  (p{n^d)  ^?  ^    e/O*  umgesetzt 


2 


hat.  Denn  nun  ergiebt  sich  auf  den  ersten  Blick,  dass  für 
-^  <  c  <  3r  das  Integral  mit  unendlich  wachsendem  n  der 
Null  sich  nähert,  dass  hingegen  für  c  =  w 

rt 
2 

0 

ist.     Und  daher  besteht  jetzt  folgender  Satz: 

I.    Erfüllt  die  positive  Constante  c  die  Beding- 
ung ^  <  c  <  fl",  so  ist  für  ein  unendlich  grosses  u 


e 


0 

besitzt  aber  c  den  Werth  x,  so  hat  man 

c 

lim  /Vw  ^  tf*  =  Y  [»'(''-0)+ 9(4-0)]. 

Obgleich  für  das  unmittelbar  Folgende  eine  grössere  Ver- 
allgemeinerung dieser  Betrachtungen  überflüssig  ist;  möge 
doch  das  nachstehende  Theorem  Dirichlet's  hier  ebenfalls 
noch  eine  Stelle  finden. 

II.  Bezeichnet  a  irgend  eine  positive  Constante, 
heisst  ferner  lit  das  grosste  in  a  enthaltene  Viel- 
fache von  jr,  und  stellt  endlich  q>{d')  eine  von  d'=0 
bis  0'  =  a  stetige  Function  von  0*  vor;  so  unter- 
scheidet sich;  je  nachdem  a  von  iir  verschieden, 
oder  mit  In  gleichbedeutend  ist,  für  ein  unendlich 
werdendes  n  das  Integral 


sin  ^    ^  ^    ^ 

0 

entweder  von  dem  Ausdrucke 


/ 


Bin  h  d" 
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«  [i  <P(0)  +  9)(«)  +  9>  (2  «)+...+  9>(/«)]=f  g>  (0)+«2'9<'*)' 
oder  voD  diesem 

f  [9(0) + 9('^)l + » 2^(*^) 

zuletzt  um  weniger  als  jede  noch  so  klein  gewählte 
Grösse.*) 

In  der  That,  man  hat  zunächst  die  Gleichung 

Zerlegt  man  nun  das  erste  Int^al  in  2/  andere  zwischen 
den  Grenzen  0  und  ^,  y  und  -^,  .  .  .,  (2/ — 1)  -^  ^^^^  2/  -- 
und  schreibt  in  den  einzelnen  Theilintegralen  anstatt  9" 
0,n;  —  9,n;  +  9,2n  —  9,2n;-\-  9,  .  .  .in  —  t] 
so  wird   in   sämmtlichen  Integralen   die  Variabele  9"  von  0 

bis  Y  sich  bewegen  ^  wenn  man  bei  den  Integralen  Tom  ge- 
raden Range  eine  Vertauschung  der  Integrationsgrenzen  noch 
vornimmt.  Und  daher  wird  unserm  frühern  Lehrsatze  zufolge 
fUr  n  =  00  die  Grenze  von 

TT 
0  0 

augenscheinlich  mit 


[9>(0)  +  9>(ä-0)  +  ()p(^+0)  +  ...+9>(/ä-0)] 


identisch   sein^    also   für   den  Fall  einer   stetigen  Function 

durch  den  Ausdruck  n  [i9>(0)  +  9>(Ä)  +  9>(2Ä)+.-.4-i9('«)] 
dargestellt  werden.  Offenbar  repräsentirt  derselbe  auch  die 
Grenze  des  Integrales  von  0  bis  a,  wenn  in  dem  zweiten  der 
obigen  Integrale  (1)  die  Constante  a  der  Zahl  In  gleich  isL 
Und  sind  a  und  In  von  einander  verschieden ^  so  wird  man 


*)  Dirichlet.    Sur  TuBOge  des  intiSgrales  däfinies  dans  la  sommation 
des  sdries  finies  ou  infinies.    Grelle.  Journal  Rd.  17.    S.  57  ff. 
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vermöge  des  vorhin    bewieseuen   Lehrsatzes   T.   aus   der  Be- 
ziehung 

sogleich  die  andere  folgern: 

*i™  r^  9»  (/«  +  *)  d»  =  f  vC/'T+O)  =  I  9.(/«). 

^ide  Resultate    aber   vereinigt   zeigen    die   Richtigkeit   des 
obig-^n  Theoremes. 

§.  90.        • 
Convergenz  der  Reihe  \  ho  +  -S  (/>,  cos  « ^r  +  «,  »in  s  x) 


Gestützt  auf  die  vorhergehenden  Lehrsätze  können   wir 
nwx     den  Beweis  liefern,  dass  die  unendliche  Reihe 


00 


^  Öq  -\-  £  (hs  cos  s  X  -\-  üs  sin  s  x) 
1 

convergirt,    wenn    ihre  Coefficienten   den  beiden   Glei- 
chciXigen 

^s  =       I  f{x)  cos  s  X  d  X,  ÖS  =  —  I  f{x)  sin  s  x  d  x 

—  TT  —n 

K^^üäss  bestimmt  werden.  Selbstverständlich  wird  dabei  unter 
f\^*^^  eine  solche  Function  voii  x  verstanden,  die  für  den  Fall 
deir  Discontinuität  bloss  endliche  Sprünge  macht  und  welche 
^^^^erhalb  der  Grenzen  —  tc  und  +  tc  nur  eine  beschrankte 
•^^^ahl  von  Maximis  und  Minimis  besitzt. 

Die  Summe  S  der  2fi+l  ersten  Glieder  dieser  Reihe  haben 
^^  früher  bekanntlich  durch  das  bestimmte  Integral 

t'  8in 

—  n  2 

Av^^gedrückt  und  gesehen,  dass  dasselbe  in  die  beiden  Integrale 

t,  beatimmte  Integrale.  17 
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sich  zerlegen  Hess,  wo  x  nur  von  —  jr  bis  -f-  ^  sict  bewegen  ^ 
kann.    Erreicht  folglich  x  weder,  den  einen,  noch  den  andern 
dieser  Grenzwerthe,  so  ist  offenbar  für  n  =  oo 

lim  w  =  ^f{x  —  0),     lim  v  =  \f{x  +  0). 

Wird  aber  o;  =  —  n,  so  hat  man,  weil  «;  =  0, 

lim  r  =  i  [f{-  n  +  2n-0)+f{-n  +  0)] 

=  i[A^-0)+A--^  +  0)]. 

Und  fallt  X  mit  +  ^  zusammen,  so  wird  nun  t;  ==  0  und 

lim  M;=i  [/-(ä  -2;r+0)  +/"(^-0)  ] = { [/•(-jr+0)+/-(«-0)]. 

Sämmtliche  Fälle  vereinigt  begründen  demnach  den  Satz,  dass 
die  unendliche  Reihe 


00 


^  ^j,  +  2J  {bg  cos  50;  +  Qg  sin  sx) 

1 

immer  convergirt  und  den  Werth  ^  {f{x  +  0)  -f-  fip^  —  ö)] 
erhält,  sofern  —  ä  <  a;  <  -|-  ä,  dass  hingegen  ihre  Summe 
fiir  die  Grenzwerthe  o;  =  +  ^  ^^  ^®°^  Ausdrucke 

oder  einfacher  mit  ^  [/"(+  »)  +  /*( —  »)  ]  äquivalent  ist. 

Bezeichnet  mithin  f{x)  eine  zwischen  —  n  und  -f*  * 
stetige  Function  von  x^  so  wird  im  Allgemeinen  die  Sinus- 
Cosinusreihe 


00 


i^Q-j-'27(^*cos^a:  +  «,sin5a;)=/'(a:),  wenn  — 3r<a;<-j-«>  luid 

=  \  [f{Tt)  +  /*(—  ä)],  sofern  o:  =  +  ^* 

Für  alle  Werthe  von  x  =  —  n  bisa;  =  +  ^  ^^^  sonach  die 
Function  f{x)  durch  die  genannte  Reihe  dargestellt  werden 
können,  wenn  f{x)  eine  gerade  l^\inction  von  x  ausdrückt 
Ist  dagegen  /*( —  o;)  =  —  f{x)y  so  kann  die  Sinus-Cosinas- 
reihe  nur  dann  für  sämmtliche  Werthe  von  x  innerhalb  des 
Intervalles  ( —  7r,-\-7t)  mit  der  Function  /"{x)  gleichbedeutend 
sein,  wenn  f{7c)  und  /*( —  ti)  mit  Null  zusammenfallen. 
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§.  91. 
Conrergenz  der  Sinus-  und  Cosinnsreihe« 

Die  Bildung  der  Sinus-Cosinusreihe  ^^urde  beim  Beginn 
der  bislang  gepflogenen  Untersuchungen  auf  die  bekannten 
Eigenschaften  der  Sinus-  und  der  Cosinusreihe  gegründet, 
iwonach  jene  zur  Darstellung  einer  der  Bedingung /( — x)= — f{x) 
unterworfenen  Function  zwischen  den  Grenzen  ( — n,  n)  ge- 
eignet schien ,  diese  hingegen  eine  Repräsentation  einer  ge- 
raden Function  innerhalb  des  genannten  Intervalls  zuliess. 
Diesen  Zusammenhang  nun  haben  wir  später  ganz  ausser  Acht 
gelassen.  Es  li^  uns  daher  jetzt  die  Verpflichtung  ob,  in 
Kürze  zu  zeigen ,  wie  aus  der  Convergenz  der  Sinus- Cosinus- 
reihe die  der  beiden  besondern  Reihen  von  selbst  entspringt. 

Zu  dem  Behufe  denke  man  sich  vorerst  die  Function  f{x) 
für  den  halben  Umfang  des  Intervalls  ( —  n ,  +  :r),  nämlich 
▼on  0  bis  4"  ^  ganz  beliebig  gegeben  und  setze  dieselbe  für 
die  zwischen  0  und  —  n  enthaltenen  Werthe  nach  einander 
den  beiden  Gleichungen 

gemäss  fort.  Diesen  Fortsetzungen  der  Function  /'{x)  auf  der 
n^ativen  Seite  der  x  entsprechend  werden  alsdann  die  Goef- 
ficienten  Om  oder  b^  aus  der  Sinus-Cosiuusreihe 

^2  J  "^^  m)  cos  m{^-  x)*) 


«    -7t 


von  selbst  verschwinden,  wodurch  wir  nunmehr  Darstellungen 
der  beliebigen  Function  f{x)  durch  eine  Cosinus-  oder  Sinus- 
reihe gewinnen. 

Wird  die  Function  /'(x)  der  Gleichung  f{—x)  =  f(x)  ge- 
mäss für  negative  x  fortgesetzt,  so  kann  für  a;  =  0  keine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  von  f{x)  eintreten,  und  /( —  n) 
wird  mit  f{7t)  gleichgeltend  sein.  Für  x  ==  0  ist  daher 
die  Summe  unserer  allgemeinen  Reihe  =  /"(O)  und  für 
oj  =  +  ^  ™^^  A^)  identisch.    Bedenkt  man  jetzt  weiter,  dass 


♦)  Diese  kurze  symbolische  Form  der  Sinus-Cosinusreihe  werden  wir 
bei  den  später  folgenden  ,,Fourier'schen  Integralen**  begründen. 

17* 
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0 


b,„==  ^  I  dd^fi^)  cos  m»  =  l[  f  ^^/W  cos  m» 


—  n  —  Ä 

n  n 


+  I  dd^  fid)  cos  w^l  =  l   j  d%f{9)  cos  m^ 

und  ebenso  ^/^  =  0  ist,  so  wird  nun  die  von  x  =  0  bis  x  =«  ä 
ganz  willkürliche  gegebene  Function  f{x)  durch  die  Reihe 

n 
2     /* 

^  ^^  4"  ^1  cos  :K+^2  c^^  2a;  +  •••;    ^^«  =       /  /'{x)coamxdx 

0 

vorgestellt,  welche  auch  noch  für  die  das  Intervall  begren- 
zenden Werthe  0  und  tc  gültig  ist.  Als  selbstverständlich  gilt 
dabei  die  Bemerkung,  dass,  wenn  f{x)  innerhalb  0  und  x  un- 
stetig in  der  früher  angedeuteten  Weise  wird,  die  Reihe  für  jeden 
solchen  Werth  von  x  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  ent- 
sprechenden Werthen  /'{x-\-0)  und  /'{x — 0)  gleich  zu  setzen  ist. 
Wird  aber  zur  Fortsetzung  der  Function  f{x)  für  nega- 
tive X  die  Gleichung  /*( —  x)  =  —  f{x)  benutzt,  so  wird  im 
Allgemeinen  für  x  =  0  eine  Unterbrechung  der  Continuitiit 
von  f{x)  eintreten.  Die  allgemeine  Reihe  besitzt  folglich  für 
x  =  i)  die  Summe  0,  und  dasselbe  findet  an  den  Grenzen 
X  =  +  n  Statt.    Erinnert   man    sich  also  noch ,    dass  jetzt 

^^  =  0  und  a,,^  =        j  dx  f{x)  sin  mx  ist,  so  zeigt  sich,  dass 

0 

die  Sinusreihe  im  Allgemeinen  für  ;c  =  0  und  .t  =  ;r  nicht 
mehr  zur  Darstellung  der  willkürlichen  Function  f{x)  von 
0  bis  n  benutzt  werden  kann,  was  jedoch  wegen  sin  0=0 
=i=  sin  n  sich  ganz  von  selbst  crgiebt. 

§.  92. 

Die  Darstellung  einer  Function   durch  trigonometrinche  Reihf 

IhI  nur  auf  eine  WeiHO  möglich. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  zeigen  also  unzweifel 
haft,  dass  die  nach  Sinus  oder  Cosinus  oder  beiden  Functione 
fortschreitenden  Reihen  stets  zu  den  convergirenden  gehören, 
wenn  ihre  Uoeflicienten  in  der  angegebenen  Weise  bestimmt 
werden.    Nur  dies  ist  bislang  nicht  entschieden,  ob  die  Dar- 
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Stellung  einer  gegebenen  Function  innerhalb  der  bekannten 
Intervalle  nur  auf  eine  Art  möglich,  also  die  Entwicklung 
eine  in  sich  völlig  bestimmte  ist. 

Nehmen  wir,  um  hierüber  Aufschluss  zu  erhalten,  ein- 
mal an,  dass  für  eine  beliebige  Fimction  f{x),  die  wir  der 
Kürze  halber  stetig  voraussetzen,  die  Gleichung  bestehe 

f(x)  =  /J^,  -j-  /*!  <^08  ^  +  1^2  ^^^  2a:  +  •••  +  /'«  cos  w.r  4"  ••  • 
+  «1  sin  a;  +  «2  sin  2.r  +  .  .  .  +  «^  sin  w.r  +  .  . . 

Wird  dieselbe  nach  einander  mit  cos  mx  dx  und  nmmxdx 
multiplicirt  und  darauf  zwischen  den  Grenzen  —  %  und  -f-  ?r 
integrirt,  so  ergeben  sich  die  beiden  Beziehungen 

jf{x)  COS  mxdx^^  £ß„fcos  n  x  cos  mxdx-\-  IJa^fain  n  x  cos  mxdx 

und 

x)  sin  mx  dx  =  2JßnJ(ioa  w  o;  sin  fnx  dx  +  2Ja„fsisi  n  x  sin  mx  dx, 

—  n  0     —  Ä  1     —TT 

Nun  findet  sich  aber  leicht,  dass  die  Integrale 

y  COB  nx  cos  mxdxj    /cos  nx  sin  mxdx,     /sin  nx  sin  mx  dx 

—  H  —  H  —  n 

immer  der  Null  gleich  sind,  sofern  die  ganzen  Zahlen  m  und  n 
nicht  zusammenfallen.    Nur  wenn  m  =  n,  ist: 

fcoamx^dx=7t,  oder  =2ä,  je  nachdem  m>  0,  oder  /w=0, 

imd 

n  n 

J  sin  mx^  dx  =  i/(l  —  cos  2mx)  dx  =  n, 

-  n  —TT 

TT 


Das  Integral  /sin  «o;  cos  mx  dx  oder  —  was  dasselbe  —  das 

7t 

IniegrdX  J^mmx  COS  nx  dx  dagegen  besitzt  in  allen  Fällen 


—  n 

den  Werth  Null. 


Hieraus  aber  folgt  mit  Nothwendigkeit 

n 

ß^  =  —  j  /"{x)  COS  mx  dx,  d.  h.  ß,^  =  b^, 


—  n 
n 


2  ß^%=  j  fix)  dx,    d.  g.  /3(,  =  i  b,, 

—  n 
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und 

n 

a^n  =    I  /(»r)  sin  mx  dx,     d.  i.  a«  =  flf«,. 

-   7t 

Die  Untersuchung  für  die  Cosinus-  und  Sinusreihe  können 
wir  unterlassen;  weil  sie^  wie  wir  wissen ,  schon  in  der  obigen 
Betrachtung  mitbegriffen  ist. 

§.  93. 

Erlftuternngen  ttbor  die  Sinns-  und  Cosinusreihe  9  wenn  das  Inter- 
rall  Ton  0  bis  n  eine  Aendernng  erleidet« 

Die  Reihen 

1  ^0  H"  ^1  ^^^  a;  +  &.^  cos  2a;  +  .  .  .  ==  if(x) 

und 

a^  sin  x  -\-  a2sin2x  -{-.,,  =:  xQ^)} 
welche  wir  abgesehen  von  ihrer  Summe  kurz  durch  die  ge- 
nannten Symbole  bezeichnen,  sind  Functionen  von  Xy  welche 
ähnliche  Eigenschaften  besitzen   wie  der  Cosinus  und  Sinus. 
Namentlich  ist 

t  ( —  ^)  =  ^  {x) ,         ^  (^  +  2s7i)  =  if{x) 
und 

X{—  x)  =  —  x{x),      x{x  +  2sir)  =  x{x). 

Hat  demnach  die  von  0  bis  n  durch  die  Reihe  ^(x)  oder  %{x) 
auszudrückende  Function  f{x)  nicht  die  nämlichen  Eigen- 
schaften wie  die  zu  ihrer  Darstellung  benutzte  Reihe,  so  kann 
auch  von  einer  Identität  über  das  Intervall  von  0  bis  n  hinaus 
gar  keine  Rede  mehr  sein. 

Setzt  man  z.B.  x  =  \  =  % {x) ,  so  ist  bekanntlich  für 
0  <  a-  <  jr 

n    sin  a:  ^^  sin  3a;  ^^  sin  5a:     ^^ 

4    ~  "1        I  3  '  6         r   •  •  • 

Dieses  Resultat  aber  würde  völlig  unbrauchbar  werden  ftr 
—  Ä  <  a;  <  0;  alsdann  muss  noth wendig  diese  Gleichung 
Statt  finden: 

*  «    sin  j;  j^  sin  3a'  _,     sin  5a:    , 

weil  sonst  die  Reihe  die  Zahl  —  nicht  darstellen  könnte. 

4 
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Nehmen  wir  hingegen  f{x)  =  | ,  so  wird  für  negative  x 
aiich/'(a;)  negativ  y  und  wir  dürfen  nun  behaupten ;  dass 

^        fmx          sin  2  or     ,     sin  3  a;  ^        ^    %       a\ 

8   =  -£ 2 1 3-: .  .  .  ,      —  JT  <  X  <  4-  %*). 

^öf  grossere  Werthe  von  a;  als  ».  z.  B.  für  n  <^  x  <  3n, 
^rde  dagegen  nicht  mehr  die  Gleichheit  der  Function  f(x)=^x 
ööd.der  Sinusreihe  bestehen,   weil  ^  (o;  +  27t)  nicht  =  ^  x 
^st    Soll  daher  für  jr  <  a;  <  3jr  eine  Function 

-     >./   N         Bin  X          sin  2  a;     I     sin  3a; 
fix)  =  -j __  +  ____... 

« 

^^in,  so  muss  diese  Function  die  Eigenschaft  f{x)=^f{x  —  2n) 
"^sitzen,  weil  die  Sinusreihe  nur  auf  die  Function,  deren  Ar- 
fiT^Ment  zwischen  —  n  und  +  ^  sich  befindet,  unmittelbar 
Angewendet  werden  darf.  Dieser  Bedingung  aber  genügt  das 
Argument  x  —  2»,  wenn  x  zwischen  it  und  Sjt  sich  bewegt, 
und   daher  ist  nun  dem  Obigen  gemäss 

Bin  (ag--2«) ain  2(a; — 2n)    .    sin  3(a;  -2«) 


^  dn  o;         sin  2a;    ,    sin  So? 


^  .         I  OUA    UU  aXXX    it%ti         I         DIU    Li««'  ^  ^x      O 

2   *=*=  n  -\ j 2 1 .  .  . ,     Ä  <  .T  <  6n. 


§.  94. 

^Ic  Function  f{x)  kann  innerhalb  des  gegebeneu  Intervalls 

verschiedenen  Gesetzen  folgen. 

Bislang  haben  wir  die  willkürliche  Function  f{x)y  welche 
^   durch  trigonometrische  Reihen  darzustellen  suchten,   für 
®^    ganzen  Umfang  des  Int^rvalles  von  0  bis  %  oder  von 
"p  3r  bis  +  Ä  uns  gegeben  gedacht.    Wir  dürfen  jedoch  die 
^^tiahme  machen ,  dass  für  verschiedene  Theile  der  genannten 
^tervalle  die  Natur  der  Function   sich  ändert!    Die  Unter- 
teilung bleibt  ganz  die  frühere,  weil  eben  die  darzustellende 
^  ^^^Xiction  ganz  beliebig  ist ;  nur  die  Form  der  Betrachtung 
^*^dert  sich,  indem  die  Coefficienten  ^w,  a,n  nicht  mehr  für 
^^1  ganzen  Umfang  des  gegebenen  Intervalles  nach  demselben 


*)  Vergl.  2,  §.  83. 
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Gesetze  gebildet  werdeu.  Die  Integrale  für  bm  und  a^  mit 
den  Grenzen  (0,  n)  oder  ( —  n,  n)  zerfallen  nämlich  jetzt  in 
so  viel  andere  als  Äenderungen  in  der  Natur  von  f(x)  ein- 
treten ;  die  Grenzen  dieser  Theilintegrale  sind  durch  die  Stellen 
angezeigt,  an  denen  ein  Wechsel  in  der  Bildungsweise  von 
f(x)  Statt  findet,  und  der  Functionalfactor  /'(x)  ist  in  den 
einzelnen  Theilintervallen  durch  die  dort  vorkommende,  be- 
sondere Function  von  x  zu  ersetzen.  ' 
Sei  beispielsweise  die  durch  eine  Sinusreihe  zu  reprasen- 

tirende  Function  f{x)  nur  beliebig  von  0  bis  ^   und  zwar 

=  q>{x),  für  das  Theilintervall  ( y;  ^)    hingegen    der    Be- 
dingung fix)  =  (p{7C  —  x)  unterworfen.    Alsdann  wird 


(im  =       f  f{x)  sin  mx  dx 

0 


2 


=  —      f  ^{^)  sin  mx  dx  +    /  (p{7t  —  x)  sin  mx  dx  L 


0  rr 

m 

aber 

0 


fq){7t—x)sinmxdx=J(p[jt — {x-{'n)]8mm{x-{'X)dx 


n_  —  n 

i  2 

n 


=  ~  fq>  (x)  sin  m{n  —  x)  dx  =  (—  l)'H-i  f(p(x)  sin  mx  dx, 


n 
2 


folglich 


flr«=^[l+(— 1)"^*J  /  (p(x)shimxdx=^ 

u 


m  gerade 


2 


¥' 


—  I  q){x)  fdn  mx  rfx, 


Die  beliebige  Function  <p{x)   ist  daher  für  das  Intervall  voi 
0  bis  —  darstellbar  durch  die  Reihe 

a^  sin  X  +  «3  sin  3x  +  a-^  siu  5x  -{-...  y 
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und  man  sieht;  dass  für  die  untere  Grenze  die  Entwicklung 

im  Allgemeinen  nicht  zulässig  ist ,   wohl  aber  für  x  =      • 

Aehnliches  gilt  augenscheinlich  für  die  Function  (p{it  —  x). 
Nimmt  man  den  besondern  Fall  9  (a;)=.r,  (p{7t—x)=7t — x, 
80  kommt  wegen 


n 
i 


2    sm{2m+ir 


(27/1  +  1)«     ' 


also 


,m 


_   4      (-  1)' 
«2IH-1—  ^   (2in+l)«- 


^          4    raiii  a?          ün  80:     ,     sin  5  j?  T     /\  n 

*=«[-? 3«-  +  -6«-----J'^<-'^<   2- 

dagegen  wird 

^  4    raina;  sin  3a7     ,     ain  5j?  1     '^ 


<   X  <    7t, 


1«  3*         '         5« 

-■bleibt  aber  q)(x)=x  von  0  bis  »,  so  ist  dem  Frühern  zufolge 

sin  3^ 


2  /sin  X          sin  2a;     ,     sin  3a;  \     /\  -  ^ 

(     1 2 1 3 "  ')'  ^-  <^^  <^' 

^  ^T    ^  =  -^  müssen  sämmtliche  Entwicklungen  identisch  ' 
den  ,  und  in  der  That  ist 

4/i_i^,i,         \_i^'. 


Y 


2    ""  ^  [l    ~  3    +   5    ""   •  *  -J   ~  ^  •  4  • 

Vig.  9. 

f{x)  =  g)(a?);  f{x)  =  qp(Ä-ic). 


\ 


"S* 


\ 


\ 


\ 


\ 


\ 


4tfM7ü 


Die 


geometrischen  Bilder  dieser  Beispiele  sind  leicht  zu  con- 


—    266    — 

struiren;  so  würde  für  den  speciellen  Fall  q>(x)=^,  gf{n — x) 
die  gebrochene  Linie  OBit  (Fig.  9)  die  Function  f{x)  darstellen. 

„.    ,„  Offenbar    wird    eine    der 

flg.  10.  • 

i    obigen  ganz  analoge  Betrach- 

y/\    tung  bei  der  Darstellung  der 

gebrochenen  Geraden  — «Oi 

durch    die    Sinus-Cosinnsreihe 

/  innezuhalten    sein.     Wie    die 

ij*  _  j    Figur  zeigt,  ist  /'{x)  Ton  — x 

•^  ""'  ~  ^^  bis   0   der  Null   gleich,    hin- 

gegen von  0  bis  x  mit  x  identisch;  die  Coefficienten  &q,  du 
und  a,n  werden  demnach  definirt  durch  die  Gleichungen 

n  n 

bm=—  l/{x)cosmxdx=  -  jxcosmxdx^ 1 — 5^0= 

—  Ä  0 

und 


cos  mn 


71  n 

a^=—  u{x)smmxdx=^—  j  xsmmxdx= — 

—  tt  0 

Mithin  ist 

f/\  «     2    ["cos  X     ,      008  3  J?   j_    COfl  6x     1^  1 

/  W  —  X  «    ["l«~  "^         3«         I  6«         T   •  •  •  J 

,    sin  j?  ein  2j?     .     sin  3j?  ^ 

i        J  2         '         3 


•  •  • 


ünstetigkeit  tritt  nicht  ein,  also  muss  /"(O)  =  0  werden,  was 
wegen  0  =  ^ ^  wirklich  Statt  findet;   ebenso  muss 

-^-  die  Summe  der  Reihe  für  o:  =  +  jr  heissen,  und  in  der  That 

endlich  stellt  den  Werth  der  Reihe  für  o;  =  —  y  dar. 

Wollte  man  jetzt  —  ähnlich  dem  vorhergehenden  Bei- 
spiele —  die  den   ersten   und  dritten  Quadranten  halbirend 
Gerade  durch  die  Sinus-Cosinusreihe  auszudrücken  suchen, 

TT 

würde  dies  offenbar  wegen  fx  cos  mx  dx  ^=0  unmöglich  sein 

-     7t 

man  erhielte  also  nur  die  früher  erwähnte   Sinusreihe,  ein 
Resultat,  das  unsern  obigen  Betrachtungen  zufolge  auch  ü 
Voraus  zu  erwarten  stand. 
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§.  95. 

HerleltoDg  einiger  bestimmten  Integrale  mittelst  der  rorlier- 

gelienden  Leliren. 

In  §.  92.  haben  wir  den  Nachweis  geliefert,  dass  die  Dar- 
stellnng  einer  beliebig  gegebenen  Function  durch  trigonome- 
trische Reihen  innerhalb  der  Grenzen  (0,  ä)  oder  ( —  ä,  n) 
nur  auf  eine  Weise  geschehen  kann.    Wird  man  daher  durch 
irgend    welche  Untersuchungen    auf   eine   Entwicklung   der 
Function  /'{x)  nach  den  Sinus  oder  Cosinus  der  Vielfachen 
yon  X  gef&hrt,  in  der  die  Coefficienten  a  oder  b  im  Voraus 
bekannt  sind;  so  ist  durch  diese.  Entwicklung  zugleich  die 
Kenntniss  eines  bestimmten  Integrales  gegeben ,  dessen  Her- 
leitang   möglicherweis  ohne  die  vorangehenden  Lehren   mit 
Schwierigkeiten  verknüpft  gewesen  wäre. 

Nehmen  wir  z.  B.  f(x)  =  z ^^^-^ -. — i,   so  ist  für 

'  ^   ^         1  —  2r  cos  X  -{-  r^' 

-  I  <r<  +  l 

11  —  r  cos  X  i     I  I      o  o       I 

.     . — r i — T  =  1  +  r  cos  a;  +  r*  cos  2a;  +••  • 

1  —  2r  COB  j:  +  r*  '  '  ' 

+  r*"  cos  mxr\-  ,  .  -*) 
•Within  ergeben  sich  sofort  die  Beziehungen 

7t 

Om  =  f*    ==  —    I  -, — s — T i — *  COS  'wa;  dx. 


0 
rt 


Jß  =  Jlf  =   —     I   -     -~ ; — -   dx. 

^  Ä     /    1  —  2r  COB  a?4- r* 

u 

^chx'cibt  man  aber  die- Gleichung  1.  in  folgender  Gestalt 

1  —  r  008  X  1    1  1  —  r* 

1  — 2rC08a?-|-r*  Y  Y  '  1  —  2r  C08i  +  r* 

—  +  ^  COS  X  -{-  r^  cos  2x  -}-... , 
*^    Entspringt  nun  bloss  die  eine  Relation 


n 
1  —  r?     /*        COS  mx  dx        ^^^^ 

n      J    r  —  2  r  COS  a: -f  ''* 

u 


*)  Vergleiche  Cauchy.     Analysis  S.    197    der  deutöclien  Ausgabe 
^^«»  Hurier. 

**)  Vergl.  Poi880Q.    Journal  de  Tdcole  polyt.  cah.  19,  p.  487. 
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Dieses  auf  den  ersten  Blick  vielleicht  etwas  befremdende  B 
sultat  lässt  sich  jedoch  an  den  betreffenden  Integralen  selb 

n 
2     /*  1 

als  richtig   nachweisen.     Da   nämlich  —  /   -  cos  mx  dx   f 


/^ 


/w  >  0   den  Werth  Null    besitzt;   so   hat   man  offenbar   d 
Gleichung 


n 


2      /"        1  —  r  COS  j;  ,  2     /•  1  , 

—    1  . — ■=, ,— ,  COS  ;wa;  ao; I  —  cos  mx  dx 

«     /    1  —  2  r  C08  a •  +  »••  n    f    2 


0  u 

n 

*  1  1  — r«  , 

COS  m  x  dx. 


__   2     /•  1 

-  n  J   Y'l- 


2r  COS  a-  +  r* 
l) 


TT 

2     /M 


2      /    1 

Für  w  =  0  dagegen  ist  —    I   _  cos  mx^dx  =  1  und  demna< 


u 


.    2    /•     1  —  r  COS  j;      ^     2    /*!_  1— r« ,     i    -  /*!  w 

''~nj    l-2rC08x+r«"^~"irJ   2  '  l_2rc08J>f  rt^"rij  2^' 


0  0 


Auch  mit  der  von-  Cauchy  (a.  a.  0.  S/213)  entwickelt« 
Formel 

2.  e""^^*  cos  (r  sin  x)  =  \-\-r  coso;  +  v— s  cos  2a;  +  •  • 
in  welcher  wie  in  der  folgenden 

3.  ^oot«  sin  (r  sin  a:)  =  r  sin  o:  +  r— ^  sin  2a;  +  •  •  • 

r  jeden  zwischen  —  oo  und  +  cx>  befindlichen  Werth 
nehmen  darf,  hat  es  eine  ähnliche  Bewandtniss.  Denn 
mittelbar  entspringt 


ti 


^«,  ==—,  =  —  1  ^'^co**  COS  (r  sin  x)  cos  mx  dx. 


0 
n 


2      / 

^Q  =  2  =  —    I  (?'*«>»-*^  cos  (r  sin  x)  dx , 

0 

wogegen  wiederum  nur  die  eine  Gleichung 

n  n 

ji    i    ^rcotx  cog  /^  giu  ^\  cos  wo;  ^.r  —      1  cos  /wo;// 

ü  ü 
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Statt  findet,  wenn  man  zuvor  auf  beiden  Seiten  der  Formel  2. 

die  Zahl  ^  subtrahirt.    Doch  ist  diese   Vereinfachung  bloss 

^einbar,  weil  man    auf  die  obigen   Formen  zurückkommt, 

J^  nachdem  man  m^O  setzt.    In  der  That  existireu  also  die 

*^ideii  Gleichungen' 

4.  j  ^oo«x  ßQg  fj,  gjj^  -j.\  QQ^  ^^  ffj^^^^r        ;w  >  0, 

J  ^  ^     ml 

7t 

5.  /  ^rcosx  ßQg  (^  gjji  x)  dx  =  Ä. 

Diö  Reihe  3.  dagegen  liefert  nur  die  eine  Beziehung 


7t 


J*  m 

^CO%X   gJu    /^  gjjj   ^\    gju    ;^^.    ^^    __    ^     —       *) 
^  '  2    TOI         "^ 

0 

Aus  diesen  Integralen  wird  man  sehr  leicht  andere  For- 
meln ableiten  können.  So  ergiebfc  sich  z.  B.,  wenn  man  in 
der  obigen  Gleichung 


m 


n 
/*       1  —  r  COS  a?  j 

1  7  — i, ,  -i  cos  wo;  ax  = 

f    1  —  2r  008  a:  +  r* 


2 


=  \y2,  ,..  n  setzt  und  die  Resultate  addirt^  mit  Benutzung 
«er  Formel    Vcos5'^=-i  +  4^ ^    —ohne Seh wie- 

Ji  sin  ,^ 

^«keit  die  Relation 

/  1  — rcOBa:        sin(2n  +  l)a:    ,  n  1  —  r"'^^      i    ^        ^  i 

^^    der  wieder  für  n  =  cx>  die  andere  fliesst 


Y 


1.        i*       1  —  r  cos  a?        sin  {2n-{-  l)x    ,     n         l 

f    1  —  2r  cos  .r  +  7^  sin  .v  2      1  -    r ' 

u 


»,        *)  Die  Formeln  4.,  5.,  G.  finden  »ich  schon  bei  Poisson:  Journal  de 
^^^U  polyt.,  cah.  19,  p.  493. 


—    270    — 

wie  es  in  der  That  sein  muss^  sogar  f&r  ein  beliebiges ,  Ton 
1  verschiedenes  r. 

Aehnliche  Formeln  lassen  sich  noch  entwickeln ,  wenn 
man  die  ebenfalls  von  Cauchy  (a.  a.  0.  S.  197)  nnter  der 
Bedingung  1  >  r  >  —  1  bewiesene  Gleichung 

■ 

r — ^ ,    ,  =  r  sin  o;  +  r^  sin  2a:  +  r^  sin  3a:  +  •  •  • 

ZU  Grunde  legt.    Alsdann  nämlich  hat  man  unmittelbar  die 
Beziehung 

Jr  sin  a?  .  ,  «  .^ 
j — i  Sin  mx  öa:  =  -s  r*. 
1  —  2  r  C08  X  -j-  r*  2        ' 

ü 

folglich 

n 

-  r  ^—'—  s=  I  z iT"^^   I  _^dx\smx4-sm2x4-...4-Binnx\. 

2         i p  —   fl  —  2r  cos  X  +  r*        L  i  i         i  j 

u 

Nun  ist  einer  früher  erwähnten  Formel  zufolge  der  innerhalb 
der  Klammer  befindliche  Ausdruck  mit 

^         C08(2n+l)| 

i  Cütg  -^ — -  - 

^  2  sin  £ 

2 

identisch  y  und  daher  wird  jetzt 


U 


7f 
2 


J* r  sin  2a:        _  cos  (2n  +  l)j?         x  j  • 

1  —  2 r  cos  2i  +  r*  cos  x  ^ 

0 

Diese  Gleichung  aber  wird  besonders  einfach ,  wenn  ms 
über  jede  Grenze  hinaus  wachsen  lässt;  denn  vertauscht 
zunächst  in  der  bekannten  Beziehung 


n 


0 

d^  mit  -  —  'ö',   so  kommt  —  abgesehen   vom   Vorzeicl 
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2 


xmd  daher  moss,  weil  fid')  =  , —  ,^  ^^^-r^— s — i  cotg  ^  hier  in 

'  '  \    ^  1  —  '2r  C08  2-0'  +  '^ 

0  übergeht  y  die  Gleichung  bestehen 

n 

/r  Bin  X  L     X   j  rn 

1  —  2rC08a'  +  ^  2  1  —  r 

u 

Benutzt  man  dagegen  die  Formel 


it 

^(—  1)'"*  sin  50:  =  i  tang  |  + 


sin  (2n  +  1)  ^ 


,  2  cos  ^. 

^  2 

^  erhalt  man 

^  [r  _  r^  +  r^  —  r*  +  .  .  .  +  r«] 


n 
2 

TT 


r-^r  C08-.  +^  **°8  2  '^^ 


"2 


sin  (2n  +  i)x  .  , 

v_._j — ^  tanff  rr  ^o:, 


1      /*  r  sin  2a? 

—  /  1  —  2r  cos  2x  +  »^  sin  a* 

%lich  wegen 

lim  fl  -^^^^^ -^  ?iL(?£+l)?  taug  xdx  =  0: 

f  1  —  2r  cos  2«  +  r*  sm  a:  ® 

/r  sin  Ji;  -         X    ,  n       \         i^>^  i 

*^2rc08a;  +  ^  ^  21+ r' 

^,  Noch  andere  derartige  Integralbestimmungen  können  in 
^^Qülch's  ^;Beiträgen  zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale" 

Bachgelegen  werden. 
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§.  96. 
Die  Foarier'gchen  Integrale. 

Die  Darstellung  einer  willkürlichen  Function  f{x)  diudi 
die  Sinus-Cosinusreihe  ist  unmittelbar  nur  fär  das  Intemll 
von  —  jr  bis  -j-  Ä  möglich.    Soll  folglich   die  Function  /"(i) 
zwischen  den  beliebigen  Grenzen  —  c  und  +  c  durch  die  ge* 
nannte  Reihe  repräsentirt  werden ;    so  kann  dies  nur  dann 


geschehen ;  wenn  das  Argument  x  so  von  einer  neuen  Ver- 
änderlichen 2  abhängt ,  dass  in  Bezug  auf  diese  eine  Darstel- 
lung der  gegebeneu  Function  innerhalb  des  Intervalles  von 
—  3t  bis  +  ^  erscheint.  Wie  nun  aber  auf  den  ersten  Blick 
erhellt;  wird  diese  Forderung  befriedigt;  wenn  o;  «=  az  ist^ 
wo  a  eine  gleich  näher  zu  bestimmende  Constante  vorsteUt 
Denn  wird  z  =  +  jr,  so  muss  a:=  +  ««,  d.  h.  +c-«+«« 

und  folglich  a  =  ^   sein.    Mithin  entspringt  die  Gleichung 


■•/(: ') 


=  i^o  +  ^i^^sz-j-^2COs2z+...+*«co8»iz4-... 

+  «,  sinz  +  ör2  8hi2z+...  +  ö*8inmz-f-..., 

in   der  die  Coei^cienten  bmy  Om  den  Bedingungen   genügen 
müssen : 

^fn  =  ^  I  f\^  z\  COS  mz  dzy  am  =  -  j  fi^  z\  sin  mz  dz. 

—  n  .  —  n 

Setzen  wir  aber      z  =  Xj    so   gehen  diese  Integrale  in   die 
andern  über: 

bm  =  ^  f  f(x)  COS (m^x\dx  und  a^=-  j  f{x)  sin  —*  x  dx, 

—  c  —  e 

und  die  dem  Intervalle  ( —  c,  +  c)  entsprechende  Reihe  heisst 
nun  so: 

2.     /'(J)=yf^^-\-b^cos-x-\-b.^cos''-x-^,,.-\-bg^coBm-X'^'... 

f.  c  c^ 

Kaum  nöthig  ist  hierbei  wohl  die  Bemerkung^  dass  vot- 
kommenden  Falls   die  linken  Seiten   der  beiden  Gleichungen 
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1.  und  2.  den  früher  erörterten  Umständen  gemäss  zu  berich- 
tigen sind. 

Behufs  weiterer  Folgerungen  wollen  wir  der  Reihe  2.  eine 
kurze  symbolische  Form  jetzt  geben.  Schreiben  wir  nämlich 
die  Reihe  in  der  Gestalt 

f{k)  dk-^--  ^J  I  f{k)dX  cosj?-a:cos5 -A+sin«-a:sins'' A 


—  e  *  — c 

OD 


—  c  ^        — c 

so  folgt  mit  Beachtung  des  Umstandes 
V  /7(A)  dX  cos-^  (A  _  a;)  =  V  /V(A)  rfA  cos -J  (A-  a:), 
dass  wir  dieselbe  auch  in  folgender  Weise  ausdrücken  können : 
^(^)  =  2li  2^0  y /"W  cos  5  ^-  (A  ~  a:)  tfA,  -  c  <  a:  <  +  r 


-•      -tf 


Daraus  fliesst  nun  sofort,  dass,  wenn  c  über  jede  Grenze 
hinaus  wächst,  —   eine    unendlich   kleine   Grösse  bezeichnen 

mnss  und  dass  —  eine  Grösse  vorstellt ,  die  in  unendlich  klei- 

nen  Intervallen    fortschreitet.     Nennen  wir  mithin  —  a,  so 

c      ' 

werden  wir  dem  Geiste  der  Infinitesimalrechnung  gemäss 

durch  da  andeuten  und  das  Summenzeichen  durch  das  Symbol 
der  Integration    ersetzen   müssen.    Besitzt   also  für  c  =  oo 

das  Integral  Jf{k)  cos  a(A — x)  dx  einen  Sinn,  so  führt  diese 

Betrachtung  auf  die  Darstellung  einer  beliebigen  Function  fix) 
durch  das  DoppeUntegral 

--     /  äfa    /  dXf{k)  cos  a(A  —  x), 

wobei  natürlich  ganz  dieselben  Bemerkungen  gelten,   welche 
frfiher  bei  den  Fourie^,'scheu  Reihen  gemacht  wurden. 

ÜSTSB,  bettimnite  Integrale.  18 
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Auch  dies  darf  gewissermassen  als  selbstverständlich  an- 
gesehen werden;  dass  die  Befolgung  desselben  Gedankenganges 
bei  den  bloss  nach  den  Sinus  öder  Cosinus  der  Vielfachen  von 
X  fortschreitenden  Reihen  zu  den  Gleichungen 

00  QO 

1".     fix)  =   -  f  da   I  cos  ax  cos  aX  f(l)  dX,    0  ^  a?  <  oo 


und 

QO  00 

0  Ü 

führen  wird.    Doch  ist  ihre  Herleitung  bei  weitem  einfacher; 


00  00 

I*.     f{x)  =  ^-  ida  sin  ax   l  f{X)  sin  aX  dX^    0<x< 


wenn  man  die  Gleichung 


00  00 


I.  /•(a;)  =  -^    Cda  j'f{l)coaa{X  —  x)di 


—   00  —  00 


zuvor  in  die  Form  bringt 


00  00 


/(x)  =  —  /  rfaTcosaa:  j dX/'{X)cosaX'\-smax  j dX/{X)BinaX\ 

—  00  —  00  —  00 

alsdann  bloss  für  positive  x  die  Function  /"(x)  willkürlich  sich 
gegeben  denkt ,  auf  der  Seite  der  negativen  x  aber  den  beiden  . 
Gleichungen  /*(.r)  =/( —  x)   und  /'(x)  =  —  /( —  x)  gemäss  *« 
fortsetzt   und   schliesslich    eine   Zerlegung   der  Integrale   ü 
andere  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  0,  0  und  +  ^»  vor- 
nimmt. 

Die  vorhergehenden  Doppelintegrale,  welche  durch  ihi 
ausserordentliche  Fruchtbarkeit  in  der  Theorie  der  bestimmteHia 
Integrale  sowohl ,  als  auch  in  andern  Gebieten  der  Mathemati^^ 
sich  auszeichnen,  nennt  man  ihrem  Entdecker  zu  Ehren  dj 
Fourier'schen  Integrale*).     Sie  lassen  sich  als  speciell 


*)  Historisch  zu  bemerken  ist  hierbei,  dass  Fourier  die  GleichoBj 
in  einer  andern  Form  dargestellt  hat,  nämlich  in  dieser: 

00  00 

f{x)  =   ~    I  da  I  dl  fiX)  cos  o(A  —  x), 

ü  —  X 

Sic  findet  sich  Icioht,  wenn  man  die  Siuus- Cosinusreihe  2.  vonfs«0 


Falle  einer  ganzen  Klasse  von  Integralen  auffassen'^);  von 
denen  wir  indess  bloss  die  nächstliegende  Verallgemeinerung 
der  Gleichnng  I.  hier  beHlhren. 

Bezeichne  nämlich  a  eine  positive  Constante  grösser  als 
0  und  kleiner  als  c,  und  sei  die  Function  f(x)  von  o:  =  —  c 
bis  a?  «=»  —  a  und  ebenso  von  a;  =  +  abis:i;  =  4"^  der  Null 
gleich,  von  —  a  bis  -|-  a  hing^en  stelle  sie  die  beliebige 
Fonction  /i  {x)  vor.    Dadurch  nimmt  offenbar  die  Gleichung 


00  « 


^(^)  =  12  f^^^^  ^'''  ^  7  (^  -  ''^)  ^^ 


folgende  Grestalt  an 


OD         a 

^'(*)  =  rc2'/^'^*^  cos  s^  (A  -  a:)  rfA 


-flO    _« 


00  « 


=  h2 -cß'^^'^ '"^ '''■  ^^ -''''"' ^' 


-•  -« 


6' 

xndem  durch  Zerlegung  des  Integrales  /  f{X)  cos  s~{k  —  x)  du 

—  c 

in  drei  andere  zwischen  den  Grenzen  (—c,  —  a),  (— «,  +«)> 
(jüy  c)  das  erste  und  letzte  derselben  verschwinden,  das  mitt- 

m 

lere  aber  gleich   //',(A)coss  -  {X  —  x)  dX  wird.    Lässt  man 
nnn  das  beliebige  c  unendlich  gross  werden,  so  wird 


00 


3.  /,  («)  =  ^J^ «  /Vi  (^)  cos  a  (A  -  a;)  rf  A 


—  00         — a 


ond  diese  Gleichung  existirt  immer,  weil  —  wie  stiUschweigend 


00 


"A/' 


«ssoo  nimmt  and  das  Integral  — ^r—  i  f{X)  dX  vemachlässigf,   wa» 


—  00 

wegen  e  ^^  oo  geschehen  darf.    Fonrier.   Theorie  analytique   de   la 
chalear. 

*}  Siehe:  Paul  da  Bois-Reymond.  üeber  die  allgemeinen  Kigen- 
•chaften  der  Klasse  von  Doppel  integralen,  zu  welcher  das  FouriorVche 
Doppelintegral  gehört.   Borchardt's  Journal.    Bd.  CO,  S.  65  fF. 

18* 


—    276    — 

vorausgesetzt  wurde  —  /,  {x)  zwischen  —  a  und  +  a  niema 
unendlich  wird. 

Ebenso  selbstverständlich  darf  die  Bemerkung  gelten^  das 
an  den  Stellen ;  wo  eine  endliche  Discontinuitöt  von  /,  (a 
eintritt,  links  statt  /*,  (x)  das  arithmetische  Mittel  ans  den  doj 
Statt  findenden  Werthen  zu  nehmen  ist.  Uebrigens  wizd  m 
den  Grenzen  +  a  selbst  die  Stetigkeit  von  /*,  {x)  als  nicli 
unterbrochen  anzusehen  sein,  weil  der  Voraussetzung  sufolg 
/"{x)  in  —  a  und  +  ^  schon  zweiwerthig  ist. 

Da  in  Gleichung  3.  das  positive  a  nur  kleiner  als  da 
positive  c  sein  soll,  sonst  aber  ganz  beliebig  ist,  so  kann  € 
auch  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen.    In  diesem  Falle  abe 


—  a 


los  ist  für  ör  =  <x>,  die  frühere  Fourier'sche  Formel  erscheinei 
Dass  man  den  Gleichungen  I".  und  I\  analog  hier  eben 
falls  speciellere  Integralformen  aufstellen  kann ,  bedarf  keine 
Beweises. 

§.  97. 

•  .  Anwendung  der  Fonrier'schen  Inte§rrale* 

1.    Bei  den  Gammafunctionen  haben  wir  das  wicht 
Integral  fe^^  dx  kennen  gelernt  und  gesehen,  dass  es  < 


—  QO 


Werth  \/n  besitzt.    Mit  mehr  Aufwand  von  Rechnung  frei 
als  dies  früher  der  Fall  war ,  können  wir  zu  demselben  It 
tat  gelangen,  wenn  wir  in  Gleichung  l**.  f(x)  mit  der  F 
nentialgrosse  e-**'  ideutificireu ,  in  der  die  Constante  k  w 
verstandlich   positiv  sein   muss,    und   cos  aA  durch  die 
äquivalente  Reihe  ersetzen-,  allein  eine  derartige  Entwic 
ist  mit  dem  andern  Vortheile  verknüpft,  dass  sie  gleic) 

QO 

die  Kenntniss  des  Integrales  fe'^"^'  cos  «.r  dx  uns  ver 
Nehmen  wir  also  die  Gleichung 

(1.)  6'-**'  =        /  da  cos  ax   j  dke-^^'*  cos  a) 

Ü  ü 


und  erionem  wir   uns,   dass  cosaAe»  ^2  ^       ^^'^  ^^ 

0 
unter  0!  —  wie  üblich  —  die  Zahl  1  verstanden  wird;  so  geht 

das  zweite  der  vorkommenden  Integrale ;  d.  h.  jer^^  cos  aXdl 

0 

fiber  in: 

0  0  0  0 

.N^vn  sei  vorläufig  A:  =  1;  alsdann  folgt  durch  theilweise  In- 
filtration und  nachherige  Reduction 


/ 


00  oo 


0 

Uüd  daher  ist,  wenn  man  allmählich  n  =  n  —  1,  n — 2,...0 
scrlireibt  und  sämmtliche  Resultate  combinirt^ 


r^i.  XU  ax  =  (i!LrJH2»-3L(2nr:6)^^3 ,1  r,,  ^^ 

0  0 

ine  etwas  andere  Form  aber  können  wir  diesem  Integrale 
S"^a"ben,  sofern  wir  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  rechts  durch 
^  n)  (2«— 2)  (2n  -  4)  .  .  .  4  .  2  =  2«  .  «  !    multipliciren.     So 
dämlich  erhalten  wir  die  Relation 

00  30 

Ce'^'X^-dX  =  ^^-^^  j'e-^'dX, 

in  welcher  das  auf  der  rechten  Seite  befindliehe,  gegenwärtig 
als  völlig  unbekannt  angesehene  Integral  offenbar  eine  nume- 
rische Constante  ausdrückt.  Nennen  wir  dieselbe  vorläufig  c, 
und  substituiren  wir  in  die  letzte  Gleichung  statt  X  die  Grösse 

X  }/k,  so  entspringt  nach  einigen  leichten  Reductiouen  die 
neue  Beziehung 


/ 


00 

c         2n! 


^*^  A2«  dX  =  - 


[Ak)''yk    «• 


Und  demnach  wird  jetzt 
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00 

I' 


ü  0 

QO 


d.  g.  mit  Benutzung  der  Gleichung  er""  =  ^  ^-^ 

QO  .    flf* 

(2.)  /*«-"'  cos  aA  dA  =  r^  «   "• 

Indem  wir  aber  diesen  Ausdruck  in  (1.)  einführen,  bekommen 
wir  die  Formel 


QO  a^  Vi        V 


e?-**'  — 


=  -  I  da  C0&  ax  .  p=  e       *=-—  I  ^         cos  ao:  rfa, 

aus  welcher  wieder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2.)  die  neue 
Beziehung  erwächst 

«  Vk  j/i_  « 

r  ik 
Und  hieraus  entsteht  endlich  ^  weil  c  nur  positiv  sein  kann, 


0 


«  o' 


(3.)  c=f€-^'dX  =  iy^ 

folglich 

(2".)  I  tr-'"'  C06  2axdx  =  ^  j/^  e    " . 

U 

Ein  Blick  auf  die  letzte  Gleichung  aber  zeigt  noch,  dass 

aus  ihr  durch  Differentiation  die  Werthe  der  beiden  Int6gral»_ 

/QO 
a^  cos  2ax  e-***  dx,  f  er^'^  a?^^  sin  2ax  dx 

0  0 

wird  ableiten  können. 

Der  vorhin  befolgte  Gedankengang  ist  darum  vor  alle^B 
bemerkenswerth,  weil  er  lehrt,  wie  die  gegenseitige  Abhangi^B 
keit  der  beiden  Integrale  (2'.)  imd  (3.)  zu  ihrer  völligen 
Stimmung  benutzt  werden  kann.  Wäre  es  bloss  unsere  A. 
sieht  gewesen  zu  zeigen,  wie  mit  der  Kenntniss  des  Intc^pral 

00 

Jc~*^  dx  =  yn  die  des  andern  gegeben  ist^   so  hätten 


QO 
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dies  viel  einfacher  in  folgender  Weise  erreicht.    Substituirt 
ixian  nämlich  in  dem  Integrale  J  er^  dx  statt  x  den  Aus- 

—  ao 

druck  J^Ä* .  a;  +  /J,  wo  A*  >  0  und  /J  Constanten  ausdrücken, 
80  kommt 


•• 


/  g-*x'-»  yir.px  ax  =  j/^  e^, 


—  flO 


also  far  ein  imaginäres  /) 


00 


—  oo 


woraus  endlich  durch  Vertauschung  von  2ß}/k  mit  2  a  die 

obi^e  Formel  entspringt.*) 

2.  Wenn  wir  statt  der  Exponentialgrösse  e-^*^  die  andere 
e»— 4«  f^  ^^^^  wählen  und  nun  die  Gleichungen  1",  und  P. 
^^  Anwendung  bringen;  so  bekommen  wir  die  schon  früher 
^^i^tersuchten  Laplace'schen  Integrale 

0  0 

^^    der  That  hat  man  bei  der  Ableitung  nur  der  Beziehungen 


/ 


00  <x> 

kx 


cosd'a;rfx=ro:^;  /  e""^''''sin^.r^a;=^^i3^ 

0 


^loh  zu  erinnern.  Man  beweist  dieselben  entweder  durch 
^'W'^imalige  partielle  Integration,  oder  am  einfachsten  mittelst 
^^s  üeberganges  vom  Imaginären  zum  Reellen;  indem  man 
^icli  hierbei  auf  die  bekannte  Euler'schC;  übrigens  aber  auch 
^Hxnittelbar  einleuchtende  Gleichung 


a 


atOtrt.*) 

Ausser  den  früher   erwähnten  geben  die  Laplace'schen 


*)  Vergl«  Laplace.    Theorie  analytiquc  des  probabilite».    3.  Kilitioii. 
^»rU  1820.    Page  96. 
•)  Vergl.  §.  64,  70. 


Integrale  noch  zu  andern  Folgerungen  Veranlassung,  worüber 
wieder  Schlömilch's  ^^Beiträge  zur  Theorie  der  bestimmten 
Integrale"  einzusehen  sind. 

3.    Sei  jetzt  f(x)  =fq){v)e-''^dv,  so  entspringen  die 

u 

beiden  Gleichungen 

b  CO  CO  h 

(1.)   j q>{v)e~^^dv=—  jcosaxda  j  dk cos aX  itp{v)e~^''dvj 

a  0  0« 

b  er  CO  b 

(2.)    l q>{v)er'*' dv=  —  j sinaxda  j  shiaXdl  j q>(v)er^^dv, 

a  ü  U  tf 

die  man  augenscheinlich  wie  folgt  schreiben  kann: 


CO 


(!«.)  I  (p{v)  e-'^  dv  =  ^    /  cos  ax  da  j  (p(v)  -~-^  dv, 

h  CO  b 

(2-.)J*<p{")  e-''  rfr  =  I   /'sin  ax  da  j\{j,)^,  ^"'^ 

a  0  a 

Bei  nur  oberflächlichem  Anblick  könnten  diese  Beziehungen 
gar  leicht  den  Gedanken  einer  unnützen  Formelschreiberei 
erwecken ;  doch  ist  dies  keinesweges  der  Fall.  Vielmehr  deu- 
ten ims  diese  Gleichungen  ein   von  Cauchy**)  herrührendes 

Integrationsverfahren  an,  das,  wie  wir  in  dem  folgenden  Ka 

pitel  sehen  werden,  von  der  grössten  Bedeutung  für  die  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  ist  und  dessen  Wesen  sich  kurz  ii 
nachstehender  Weise  charakterisiren  lässt. 

Bislang  nämlich  haben  wir  den  bekannten  Lehrsatz  voi 
der  Umkehrung  der  Integrationsordnung  bei  Doppelint^^ei 
nur  in  der  Art  zur  Anwendung  gebracht,  dass  wir  aus  Ainpr       —mm 
gefundenen  Integrale  durch  Multiplication  mit  diesem  nd<  ■■>r 

jenem  Factor  und  mittelst  darauf  folgender  Integration  zw » 

sehen  bestimmten  Grenzen  ein  neues  Integral  zu  eiitwlckelHB.  n 
suchten.  Offenbar  können  wir  nun  aber  auch  den  ande^i^cJi 
Gedanken  verfolgen,  dass  irgend  ein  gegebenes,  bekannt 
oder  unbekanntes  Integral  vielleicht  das  Resultat  einer  dop] 

•)  Vergl.  Dienger.  Differential-  und  Integralrechnang.  Tbl.  2.  8. 
**)  Journal  de  Täcole  polytech.  28,  vergl.  Bierens  de  Haan 
do  la  theorie  des  propriet^^s  etc.  des  integrales  di^finies,  page  438. 
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ten  Integration  sein  könne  ^    indem   ein  in  jenem  Integrale 
vorkommender  Factor  hier  ein  bestimmtes  Integral  mit  con- 
stanten   Grenzen  vorstellen  würde  und   dass  folglich   durch 
Umkehrung  der  letzten  Integrationsordnung  möglicherweise 
^e  Aoswerthnng  des  vorgelegten  oder  eines  neuen  Integrales 
gewonnen  werden  könne.    Und  in  der  That,  ersetzt  man  — 
immer  den  Bedingungen   des  Lehrsatzes  entsprechend  —  in 
einem  noch  unbekannten  Integrale  z.  B.  auf  passende  Weise 
^'nen  darin  enthaltenen  Factor  durch  ein  bestimmtes  Integral 
ond  kehrt  nun  in  dem  so  gebildeten  Doppelintegrale  die  Ord- 
nung der  Integration  um ;  so  gewinnt  man  eine  von  der  ersten 
verschiedene  Form,   die   wirklich  in  nicht  wenig  Fällen  zur 
Bestimmung  des  gegebenen  Integrales  führt.     Nöthig  ist  es 
aladann  freilich,  dass  sowohl  die  erste,  als  zweite  Integration 
<tuf  l)ekannte  Ausdrücke  zurückfuhren.    Ist  dagegen  nur  die 
erste  Integration  ausführbar,   so  erhält  man  natürlich  bloss 
®i*ie  neue  Form  des  ursprünglichen  Integrales,  die  nichtsdesto- 
weniger grosse  Vorzüge  bieten  kann. 

Beispielsweise   lässt   sich   in   dem  obigen  Integrale  der 


OD 


^  Äctor  e"'^  nicht  nur  mit  —   i   5^^—-^ ,   sondern    auch   mit 


"*^  als  gleichbedeutend  ansehen,  und  sonach  gelten 


^^^    Gleichungen 


/k  b  CO  »  b 

9>C»)«-*'rf»=| /rfv 9i.v)r^fffia=~fcos axdxj 9>(i')„,^  „A , 

a  U  Ort 

■*^ filmen  wir  in  der  ersten  a:  =  0,  so  kommt 


b  oo 


Jtp{v)dv  =  ^Jda  j  'P(fi)-^-idV' 


a 


^^t^  man  aber  hier  f(p  {v)  dvaia  bekannt,  z.  B.  =  f  rr-^-    =  v 
'Voraus,  so  gewinnt  man  die  Gleichung 
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ao 


0  0 

Nun  ist 


«  ^^  2    /'        r         vdv 


=7-=  =  -^, lg ,.— V__ ,.         +  const., 


also 


1 

f  vdv ^  1         j     KH^»  +_} 

^  (ot-fat)^l_i,«  2^1+««        Ki+a«  -  l' 


und  daher  wird  jetzt 


ao 


/da      ,     Ki+öM^J  ^  ^ 


Schreibt  man  noch  a  =  tang  x,  so  entspringen  die  gefalliger« 
Formen 


2.  2 

*l^  I  +  COB«     rfa:      ar*       f\^  «^i«  ^  ''^      *' 

C08  a:  4 


2.  2 

/*!      I  +  COB«     rfa:  ar*       f\  ,      x 


V.  Kapitel. 
Verschiedene  andere  Integralbestimmungen. 

1.   Anwendung  der  Ctiuchy'schen  Integrationsmethod 

§.  98. 

ao 

Daslntetrrai    A'^'^^TJ^- ^^' 
Verwandt  mit  den  Integralen 

ao  00 

J— i  1-^  rfx  und  /  e-^'^"  cos  2  iJ  o;  dx 

ü  0 

ist  offenbar  das  folgende  /  ^  —  2ir*:«    ~  ^•^*?    ^^^   welchem    • 
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sichtlich  wieder  A:  >  0  sein  muss.*)  Zwar  lässt  dieses  Inte- 
gral keine  ZurückfOhrong  desselben  auf  Elemeutarfunctionen 
ZQ|  gleichwohl  kann  in  der  Weise  eine  bedeutende  Yerein- 
&chimg  erzielt  werden,  dass  die  drei  Parameter  k^  a^  ß  unter 
dem  Integralzeichen  verschwinden  und  statt  dessen  die  Bildung 
der  Grenze  ft  in  der  zum  Vorschein  kommenden  Transscen- 

deiiteny(r~^^/  bewirken.     Am   einfachsten   geschieht   diese 

Beduction  des  gegebenen  Integrales  auf  die  genannte  Trans- 
scendente  mittelst  der  im  Vorigen  berührten  Integrations- 
methode. Und  ganz  besonders  elegant  wird  die  hierzu  die- 
nende Rechnung,  wenn  man  nicht  von  der  nahe  liegenden 
Sabetitation 

QO 

=     /*^«M^V  du 


/■ 


^xi&g^i**)  sondern  mit  Dirichlet  die  andere  Gleichung 


oo 


k  r 

aqrp  =   /  ^~**  cös  xz  dz 

0 

der  Untersuchung  zu  Grunde  legt.     Ersetzt  man  nämlich  in 
dem  Intq;rale 

*  oo 

*®  Grosse    ,,    .  durch  den  gleichgeltenden  Ausdruck 


oo 


V' 


e""*  cos  xzdZj 
^othwendig  a  >  0  sein  muss:  so  ergiebt  sich  sogleich 

oo  oc 

yssa^l  e~«*  dz  I  e*"^*'  cos  xz  cos  2ßx  dx 


^^  f^"' dz  rer^'^dx[cos{z'\-2ß)x  +  cos{z—2ß)x'\, 

j  Den  besondem  Fall  k  =  0  habeu  wir  ja  schon  erörtert. 
^   **)  VergL   SchlOmilcb    in    seiner   Zeitschrift  für  Math.  u.  Physik. 
^  ^  >  8.  186^1SS. 
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d.  h.  in  symbolischer  Form 


OO  CO 


Aber 

J  e-^''cos{z±2ß)xdx  =  ^j/'^e      *^    , 
folglich 


Ergänzt  man  jetzt  «  r  +  \~^7=  i  x7= )     ^'^   einem    voUs 

digen  Quadrate   ( — ^  +  «  J^^  -f-  z^  )     und    zieht    hiei 

\2f'/c  Vk/ 

[a^  k  +^2  a  ß]    wieder    ab ,    so    bekommt    man    die    an< 

Beziehung 

0 

Hieraus  aber  ersieht  man  auf  den  ersten  Blick ,  dass  di 
Einfahrung  des  Werthes  x  statt  -^-|p  +  «>^^  i  i^  ^ 
Integral  die  Gestalt  annimmt: 

OO 


-'^^Ä 


d.  h.  in  anderer  Schreibweise: 


OO 


1  /  <?     **^  COS  2  Ä  j;     , 


0 

OD  00 


Differeotürt   man   diese   Gleichung   nach  /);   so   ergi 
sich  noch 
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OO  00 


.1^*  +  ^ 


denn 


^2^-*"'"  fe-'^  äx  =  ^{±  2«)  e±'''^re-^  dx 

-  yr  -  y/c 


und 

Wie  man  sieht^  sind  die  Laplace'schen  Integrale  speeielle 
*^^lle  der  vorstehenden;  denn  einem  früher  bewiesenen  Satze 
^^rfolge  darf  in  diesen  Gleichungen  k  wirklich  mit  Null  iden- 
^■^fioiit  werden.  Und  setzt  man  auch  ß  =  0,  so  folgt  die 
*^^l^Ännte  Beziehung 


OO 


/dx       n 
a*  +  a:'  2ä  ' 


0 

en  erhält  man: 

CO  00 


lOi  bloss  ß  =  0  gewählt  wird. 

In  Betreff  der  für  die  Theorie  der  Wärme,   der  ntmo- 
^X^*^Sri8chen  Refraction  u.  s.  w.  wichtigen  Transscendenten 

J   ^~~'^  dx  endlich  mögen  noch  folgende  Bemerkungen  eine 

^*«lle  hier  finden. 

Zerlegt  man  das  Integral  J  e^^^  dx  in  die  beiden  andern 


j  er'^  dx  und  /e"^'  dx, 
^.  hat  man  sofort  die  Gleichung 
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yV*'  dx  =  ^j/n  —  fe-^  dx. 

/*  0 

Dabei  kann  ft  positiv  oder  negativ  sein;  indess  darf  fi  stets 
als  positive  Grosse  betrachtet  werden ,  weil  für  ein  neg^tires 
fi'  =  —  ft  offenbar 

/  e^^  «fa;  =  —  fer^  dx 

0  0 


und  sonach 


ist. 


fe-  "^  dx  =  ^f/n  +/*«-*'  dx 


§.  99. 


/r^A*)^. 


Inteirrale  Ton  der  Form 

Wird  in  dem  Laplace'schen  Integrale 

1  "* 

die  Grosse  -fj—^  durch  das  hitegrBlfer-<9H-^¥dy  ausgedrückt, 

SO  entsteht  die  Gleichung 

iO  00  QO  90 

^  r-P9  =  jdxcospx  C€r^^M-^ydy=  ic^^dy  fe-y^coBpxdx. 

0  0  0  0 


Nun  ist  aber 

QO 


I  e-if'^co8pxdx  =  ^j/-e   *^, 
und  folglidb  wird 


oo 


;-(*'^+Q4^_^5^„ 


oder 

00 


/  er  dx  =^  -     e-^f'i, 

0 
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Dieses  Iiit^;ral  bildet  einen  besondem  Fall  des  folgenden 

m 

0 

das  seinerseits  wieder  in  dem  allgemeinem  Integrale 


f 


f{x)  dx 


n 


enthalten  ist.     Behandelt  man   dasselbe   ebenfalls  nach  der 
Cauchy 'sehen  Integrationsmethode  ^  schreibt  man  nämlich 

«~*  2 


n     v^ 


«-***  cos  2py  <Jy, 


so  bekommt  man  das  Theorem 


I. 


Je   '  f{x)^  =  hS^^  caa2py  Jery^'fix)  dx. 

m  0  « 

Ans  demselben  fliessen  ohne  Schwierigkeit  die  nachstehenden 
Int^prale,  in  denen  f{x)  nach  und  nach  =  x  e-^^'^  er^'  sin  rx^ 
er-^  eos  r  x  und  a  =  0 ,  ^  =  oo  gewählt  ist: 

U 

Z.fe~  ^'"^'^^  rfx=^«^^  [^0082;,^  +  Asin  2p,t]/^, 
A.j'e~^^'^'^'^^dx=^er*p^[XcoB2pt,-t^Än2pii,]-f/^. 


Man  hat   bei  diesen  Integralbestimmungen  nur  der  Euler'- 
schen  Gleichungen 

•  .    ^  ,         fsin/iCarctff     =^ib) 

{CO^vx  «    I  cos  a '^ 

ach  zu  erinnern,  ausserdem  aber  bei  der  zweiten  Formel  die 
froher  bewiesene  Beziehung 


u 


in  Betracht  zu   ziehen  und   bei   den  Gleichungen  3.   and 
(h'e  erst  später  (§.  106.)  zu  rechtfertigenden  Relationen 


» 


j  (^>  J.+^  cos  2  p  a;  rf  a-  =  J^^'.  [A  cos  2p  ^-^«11 2p  #*J 

ZU  berücksichtigen. 

Führt   man   in    die  Gleichungen  3.  und  4.    statt  x  i 
neue  Veränderliche  x^  ein,  so  entspringen  die  Formen: 

i*i  ^*  '  "*"  •^'^sin(ra;2)^a:=^2''^[fiC0s2pft+Asin2p/f]^/-j^ 


/  6'  ^         '  ^ ^o%(rx^)dx=\  ^ V  [A  cos  2p  ft— ft  sin 2p/f ]^  -^ 

aus  denen  wieder  für  ^  ==  0,  p  =  0  die  specielleren 
hungen  entstehen: 


OO  ^7 


5. 1  e    ''  sin  (rxO  rfa-  =  J  ^^  e-''''*^[cosp/2y+siiip>^2f-^l' 

Ü 


00  ^« 


;.  y  e    "^  cos  (r.r^)  //.r  =  \  j/^^e-P^'^'^[cospl/2r—8mpy2r 


7.  JV^^-'  sin  (r.:0  fix  =  i /^^'"^^';:+^^^^ 


0 


8.  JW-  cos  (r.^)  rfx  =  \/^'^^^;^+Ä 

U 

Nocli  eine  andere,  für  das  Nächstfolgende  sehr  wichti 


r 
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Gleichung  liefert  uns  das  Theorem  L,  wenn  wir  f(x)=xf*e-'^*'^ 
und  ebenfalls  wieder  «  =  0,  b  =  oo  voraussetzen.  So  näm- 
lich   erhalten  wir  die  Relation 

/   ^    ^        '^ar/'-i  rfo:  =■  ^_  /  dy  cos  2py  (  e-^^+^*>''xfdx*}, 

«        ^  0  0 

aas    welcher  mit  Beachtung  der  bekannten  Formel 


00 


sofort  die  andere  sich  ergiebt: 

9.  fe~ ^'"'''^x,'-^  dx  =  ?-I^  f'^  ^^^^. 

i-'iese  Gleichung  aber  lasst  sich  in  der  Form 

^    €5— a/f  R^^   -L    ^"-y)"  (2^^   I      (n+2)(>»+l)>i(n-l)  (2  p)"-^    ,  l 


^OÄ^eiben,  wenn  wir  unter  fi  die  ganze  Zahl  n  verstehen. 

Setzen  wir  noch  g  =  Y^^ ^  P  =  Vy  ^    ^"^    ^^^   Kürze 
*^all>er  die  Coefficienten  in  der  Klammer  rechts  beziehungs- 

__   (7t-fl»)(w4-W— l)...[/l  — (//i— 1)]  . 

"•  2.4.6  .  .  .2w  ' 

entspringt  unmittelbar  die  folgende  Beziehung: 


}/l(^^    »^J'e   ^       '''x-^dx 


[^  +  ">2f«y  +  ''^(ife+"] 


e-^far 


•***»    »»088. 


)   Man  sieht  hieraus,  dass  für  den  Fall  eines  negativen  fi  l-{-fi'^i) 

B. 

,  bMtimmte  Integrale.  19 


-     290    — 

*  §.  100. 

2.       Beweis  eines  allgemeineii  Theoremes  Ton  des  G 

fünctioneii«*) 

Die  vorhin  gefundene  Gleichung  10*.  ist  ffir  uns  deas- 
halb  von  besouderm  Interesse^  weil  sie  uns  als  Basis  fär  die 
Ableitung  eines  allgemeinen,  die  Gammafunctionen  betrefien- 
den  Theoremes  dienen  wird.  Multipliciren  wir  nämlich  die 
genannte  Formel  mit  -^^"^  e~fi^  dd'.  wo  fi  und  ß  beide  pori- 
tiv  sind,  und  integriren  wir  darauf  zwischen  den  Grenzen  0 
und  oo;  so  geben  zuvorderst  die  Glieder  der  rechten  Seite 
Ausdrücke  von  der  Form 


OD 


wo  fi  natürlich  stets  grosser,  als  n  sein  muss. 
Das  Doppelintegral 

I  e-ß^d'f'H-'  d»  j  e    ^       '^  x^-i  dx 
hingegen   lässt    sich  durch  Umkehrung  der  Integrationsof^' 


QO 


a^-^dx 


nung   sogleich    in    das    einfache   F(fA+i)  / 

verwandeln.     Und  daher  besteht  nunmehr  die  Gleichung 


00 


dx  rcf») 


Wird  darin  a  =  y  =  1  und  /3  >=  0  genommen ,  so  kommi 

HM  +  i)    fj^yx      ^    r(a)      ,     (n+1)»  r(>t-l)    , 


*)  Vergl.  Schlömilch.  Beiträge  zur  Theorie  der  bestt  Integr-*^ 
S.  88—91. 

A.  Meyer.  Expose  ^lementaire  de  la  theoric  des  integrales  d^fin^^ 
BruxelletK  et  Leipzig  1851.    Page  323. 
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Das  Integral  aber  stellt  ein  Euler'schcs  der  ersten  Gat- 
-^^g  vor;  es  ist  nämlich  mit  dem  Integrale 

or>       n  -f-/4  —  1 

dx 

gleichbedeutend;  wie  sich  sofort  durch  VertauscLung  von  x^ 
mit  X  erkennen  lässt.*)  Einem  bekannten  Theoreme  zufolge 
muss  daher  die  Beziehung  Statt  finden 

und  demnach  ist  jetzt 

+  ^"+'-^,^"^>  r(^-2)  + . . . 

Ersetzt  man  in  dieser  bemerkenswerthen  Gleichung  die 
ganze  Zahl  n  nach  und  nach  durch  die  andern  tn—Xj  m—2 
und  nimmt  statt  fi  überall  fn—ii,  so  erhält  man  die  speciel- 
leren  Beziehungen: 

1.^  (2->>)  (4-M)  (6-^)  ■  ■  j^^_:::2-j>w  _  ^ 

,   m{m—\)  p.  . K  ,  fTO+lKw— l)(i»— 2)  p,  ON    I 

und 

j,_  (l-»)(8-y)(6-j>),^,(2g-3-j0  _  f,(^        ) 

r(/i4)  am  fi)K  ^         '^^ 

_j_(j»-l)J»-2)^^^_^_^  )  +  >?'/»-l)(>>.-2H^-3)j^^_^_g^_^ 

Augenscheinlich  erfordern  nur  die  linken  Seiten  derselben 
eine  uähere  Erläuterung.  Nehmen  wir  daher  zunächst  die 
Gleichung  l'*.,  so  zeigt  sich,  dass  durch  die  Substitutionen 
m — ft  statt  ft;  n=m — 1  die  linke  Seite  der  Gleichung  1.  vor- 
erst diese  Formel  annimmt: 

^-^"7>-?)  rm- 

*)     Vergl.  §.  60. 

19* 
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Beachtet  man  aber,  dass  der  frühem  Bedingung  ft  >  it  zu- 
folge das  neue  fi  offenbar  zwischen  0  und  1   sich  befinden 

muss;   so   kann  für    /  ( -~")  der  gleichgeltende  Ausdruck 

gesetzt  werden.     Und  da  nun  andererseits 


cos  "  - 


r(»-i)-r(»-+>-i)-('-j){2-i)(ä-i) 

folglich 

rKi)rcr)=(.-irW)/-te 


-  ('-^=) 


'I' 2»«_ 


ist:  so  wird  ersichtlich 


Vn     -^     \         vi    V   W  r^sini 


eine  Beziehung,  die  nur  in  der  Schreibweise  von  der  obiges: 
Form  sich  unterscheidet. 

Für  die  Gleichung  1^.  hingegen  hat  man,  wenn  ft  auc'^ 
hier  als  echter  Bruch  betrachtet  wird,  diese  Reductionen: 


(i?)   T(V) 


2 


rii)" 


Die  Gleichung   1.  lasst   sich    übrigens  in  einer 
symbolischen  Form  darstellen,  wenn  man  einer  früher 
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terten  Schreibweise  sich  erinnert.*)  Dieser  zufolge  nimmt 
Mäiaalieh  die  Gleichung  10.  der  vorangehenden  Nummer  zu- 
iiädigt  die  Gestalt 


j 


q    \gj  ^r(r+l)  r(«-r+l)  \^2"-r     (^pg)—'') 

Und  hieraus  folgt  wie  oben 


00 


0  0 


em  man  aber  mit  dieser  Beziehung  die  vorhin  angezeigten 
brmungen  vornimmt,  erhält  man  schliesslich  die  Form 

-±     \       2        JJ-     \    2    J       ^2"-'       r(r+l)  r(n-r+l)      ' 


Jntegralbestimmim gen   mittelst   Differentiation    und   nach- 

heriger  Integration. 

§.  101. 
Yorerinnemiigen« 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  durch 

Cauchy'sche  Integrationsverfahren    neue  Belege  für  die 

^^^^serordentliche  Tragweite  des  Theoremes  von  der  Umkeh- 

^^'^g  der  Integrationsordnung  bei  Doppelintegralen  mit  con- 

^^^'^ten  Grenzen  gewonnen  haben;  liegt  es  uns  nun  noch  ob, 

*^    ^iner  Reihe  von  Beispielen  jene  ebenfalls  nicht  gering 

^  achtenden  Folgerungen  iu  helleres  Licht,   als  dies  früher 


*)  GL  3«.  §.  76. 
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geschehen,  zu  stellen;  welche  wir  aus  der  Differentiation  ein^ 
Integrales  nach  einem  Parameter  ziehen  können,  wenn  wür 
diese  mit  einer  nachfolgenden  Integration  in  Beziehung  setzeiL 
Die  Methoden,  welche  aus  einer  derartigen  Combination  bei- 
der Operationen   für   die  Theorie    der  bestimmten   Integrale 
erwachsen,  theileu  sich  in  Bezug  auf  die  genannte  Differen- 
tiation naturgemäss  in  zwei  Hauptgruppen.    Entweder  näm- 
lich führt  dieselbe  bei  einem  zu  entwickelnden  Integrale  auf 
ein  unmittelbar  bekanntes  oder  doch  leicht  zu  ermittebdei 
Integral,  oder  sie  ermöglicht  die  Bildung   7on  Differential- 
gleichungen.    Gelingt  daher  in  beiden  Fällen  die  nachfolgeDde 
Integration,   so  ist  dadurch  der  Werth  des  zu  bestimmenden 
Integrales  aufgezeigt. 

Dass  übrigens  die  nothwendigen  Bedingungen  des  Leib- 
nitz sehen  Satzes  erfüllt  sein  müssen,  bedarf  keiner  weitem 
Erörterung.*) 

Nach  diesen  Andeutungen  über  den  Geist  der  hier  auf- 
tretenden Methoden  wenden  wir  uns  zu  ihrer  nähern  Erläu- 
terung durch  Beispiele  und  beginnen  mit  der  zuerst  genannten 
Gruppe. 

§.  102. 
Kcdnction  eines  unbekannten  Integrr&lcH  auf  ein  bekanntes  d^r^^ 


Differentiation  nacli  einem  Parameter« 

h 
Heisst  das  Integral  J  f{x^  «)  dxy  dessen  Werth  wir 

a 


'be- 


stimmen wollen,  kurz  u,  und  nehmen  wir  an,  dass  die  Gr^^' 


•)  Wir  haben  dieses,  sowie  das  Theorem  von  der  Umkehrung     ^^ 
IntegrationKordnung  bei  Doppelintegralen  freilich  nur  für  den  Fall  ^^| 
tiger  Fuuctionen  und  endlicher  Integrationsgrenzen  bewiesen  und  ^^^ 
dann  später  beide  Lehrsätze  ohne  Weiteres  auch  in  solchen  Fällen    ^ 
Anwendung  gebracht,  in  denen  eine  Modification  jener  ursprünglich^** 
Annahme  eintrat.    Wir  waren  indess  hierzu  berechtigt,  weil  die  ^c^ 
noch  hinzuzufügende  Bedingung,  dass  das  zu  bildende  Integral  ni^^^ 
ohne  Bedeutung  sei,  nach  den  vorgeführten  Lehren  über  den  Sinn  »^^ 
eher  Integrale  sich  gewisscrniasBen  von  selbst  verstand.    Man  vergleic''^ 
übrigens   in    dieser   Ilinsiclit    beispielsweise    die    Paragraphen  43,  -1^' 
71  und  75. 
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2611  a  und  b  unabhäugig  von  der  Constanten  a  sind ;  so  folgt 
dnrcli  Dififerenidation  nach  a: 

b 


/ndem  wir  aber  den  Werth  dieses  Integrales  als  bekannt  und 
zwar  =  ^  (a)  voraussetzen ,  erhalten  wir  durch  Integration 

u  +  const.  =  J  tj;  (a)  da, 

eine  Gleichung  also,  welche  zur  Kenntniss  von  u  führt,  wenn 
das  unbestimmte  Integral  zu  den  angebbaren  gehört.  Dies 
nun  vorausgesetzt,  liegt  uns  folglich  nur  noch  die  Bestimmung 
der  Integrationsconstanten  ob.  Offenbar  geschieht  dies  sofort 
durch  Ermittlung  eines  solchen  besondern  Werthes  von  a, 
ftf r  welchen  das  ursprüngliche  Integral  unmittelbar  bekannt  ist. 

Da  wir  von  dieser  Methode  bei  Gelegenheit  der  auf 
Ockrnmafunctionen  zurückführbaren  Integrale  schon  Gebrauch 
S^i^nacht  haben*),  so  mögen  nur  noch  einige  Beispiele  eine 
Stelle  hir  finden.    Behufs  naheliegender  Folgerungen  kehren 

jedoch  vorerst  auf  die  damals  entwickelten  Integrale 


1. 


o  s 

zurück. 

I.  Schreiben  wir  nämlich  in  dem  letzten  Integrale  p-\-q 
^'»statt  q,  80  kommt 

'*;nl  :cP  dx  =  lg  ^+?±i. 

lg  X  ^      p+l 

^^«M'aus  folgt  weiter,  wenn  p  mit  P'\-  r  und  in  dem  ersten 
^^  obigen  Integrale  q  mit  p  vertauscht  wird  und  beide  Inte- 
8**ale  nach  einander  mit  dem  eben  benutzten  durch  Subtnic- 
^ou    verbunden  werden: 


/ 


1 


P+V+1 


(p+i)  (?+i 


\} 


0 


^)  Siehe  §.  80,  Schluss. 
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Wiederholt  mau  diesen  Gedankengang  immer  von  nenem^    so 
erhält  man  nach  und  nach  Relationen^  aus  denen  man  durok 
Gleichsetzung  sämmtlicher  Binomialfactoren  leicht  allgemeixme 
Formeln  abstrahiren  kann,  die  sich  ohne  Mühe  mittelst  voll- 
ständiger Induction  zur  Gewissheit  erheben  lassen.    Eis  s: 
dies  die  Gleichungen: 

/V^^^^  (-  D'  (:)  lg  [in-s)p+t] 
und 


«=n 


1 


J  ^~  ^'  ^^  =2  (-  *)'  C) '« \p + (''-^)  ^ + 13' 


0  0 


welche  ihrerseits  wieder  zu  weitern  Folgerungen  Veranlasso.!^  J 
geben,  wie  man  in  Bierens  de  Haan:  ,, Expose  de  la  thfo*'^*-^ 
des  proprietes  etc.   des   integrales   definies,   pag.  347   eto^ 
nachsehen  kann.    Aber  ein  viel  allgemeineres,  dem  in  §.  8^^9 
Schluss  bewiesenen  Satze  verwandtes  Theorem  lässt  sich  ^""^  '**' 
Hülfe  der  Gleichung  1.  entwickeln. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dass/'(a:)  eine  solche  Functi 
von  X  bedeute,   die  für  x=\  verschwindet,    übrigens" a):>< 
in  nachstehender  Weise  sich  schreiben  lasse: 

2.  f{x)  =  a^  x°^  -{-  a^x^  -\-  a^x*^  -{-  .  .  . 

Die  Grössen  a  und  a  bezeichnen  hierbei  willkürliche  CkF 
stauten,  von  denen  die  letztem  indess  sämmtlich  positiv 


1 
sollen.     Giebt  man  nun  dem  Integrale    I  ^^  dx  die  Gestio  '* 

0 

1  1 


so  entspringt  mit  Berücksichtigung  der  Beziehungen  1.  un^^ 
/■(l)  =:  a,  +  «2  +  •  •  •  =  0  sofort  die  von  Euler  gefonde 
Gleichung 


e 


j 

0 


')  Vorgl.  §.  61,  Formel  7.  —  Üie   obige  Cileichuog  findet  üdi  io 
Euler,  Inst.  cal.  int.  vol.  IV,  sup.  V.  §.  27,  p.  276. 
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II.    Unmittelbar  aus  den  früher  bewiesenen  Euler'schen 
IToirniebi  erhellt,  dass  der  Werth  des  Integrales 


0 

/ 

0 


ao 

e~'      sin  a  X   , 
dx 

X 


'fcangx  heisst.     Abgesehen  jedoch   von  dieser  Deduction 

sich  das  Integral  nach  der  hier  in  Frage  kommenden 
Affetuhode  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Differentüren  wir  nämlich  die  Gleithung 


CO 


OD 

■-  =    /  ^--**  cos  ax  dx  = 


dy  r^kx ^^  ^ 


e         sm  üf  j:     . 

— -i — ''^ 

'^ach  a^  so  ergiebt  sich 

^itJiin  wird 

"*^^ii  ist  für  a  =  0  auch  y  =  0  und  demnach  const.  =  0. 

Würde  man  dagegen  die  Differentiation  nach  k  vorziehen, 
erhielte  man 

ao 


y  =  —  arc  tang  — f-  const. 


**^    ce  =  0  aber  ist  y  =  ^,    wenn  wir  der  Küi*ze   halber  a 
"■^^^itiv    voraussetzen,    und   folglich   y  =  ~  —  arc  tang  - 
^^0  tang  p 

Will  man  in  derselben  Weise  .die  beiden  Integrale 

sin  a*r  rfo;  und    /  — i^o^axdx 
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behandeln,  in  denen  k  und  Ar,  natürlich  positiv  sein  müss^JS 
so  findet  man 

Ce"^ tf"~^»*    .  k  k 

I sin  ax  dx  =  arc  tanir  —  —  arc  tanir  - 

0 

und 


00 


/ .^ COS  «x  dx  =  i  Ig  -^^. 

u 

Die  Integrationsconstante    bestimmt   sieh    dabei    am   zweck- 
massigsten,  wenn  man  k  =  k^  setzt,  also  von  /',  bis  k  integriri 
Schreibt  man  endlich  in  dem  letzten  Integrale  a  =3  0, 
so  folgt  noch 


/ 


00 


III.     Ein    anderes    hier   passendes    Beispiel   liefert  das 
Integral 


QO 


J*      jL^  sin  a  o;    sin  ö  x    , 

0 


das  sogleich  zu  der  Beziehung  fQhrt: 

ü  *ü  0 

=  ^ jarc tang ^  j}-  —  arc tang  -y-l- 
Daraus  fliesst  weiter 

y ^P  arc  tang  -  J?  +  ^-.^  "  «'«^  '^'^^  HT  +  4  '«  *$tf  5) 

weil 

Tarc  tang  ":^da  =  a  arc  tang  "t~  ~  ^  J  c^O^h^ 

=  a  arc  tang -"^-  +  b  arc  tang^"^-  —  ^,  lg[c'+(a+i>)']+cons^^ 

ist  und  für  a  =  0  auch  y  den  Werth  0  erwirbt.     Berüclr* 
sichtigt  man  aber  die  bekannte  Formel 

=^    Vergl.  §.  80,  Schlub»  oder  Gl.  1«. 
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arc  tang  u  +  arc  tang  v  =  arc  tang  j^-  > 


folgt  leicht  * 

4-    A   Icr    ^'+(«-P)' 
■■      4    ^    Ä:«+(a+P)«' 

Und  hieraus  fliesst  wieder  für  a  =  ß 

j;_,,  (^Bin^.y  ^,  =  „  3,e  tang  ^  -   1  lg  **+ '  "'• 

o 
^iVfirde    endlich  der  Sinus  durch  den   Cosinus   vertreten,   so 
>3a£isste  man,   um    ein    nicht   sinnlos  werdendes  Integral  zu 
lial>en,  dasselbe  in  dieser  Gestalt  schreiben 


oo 


"-/' 


/      ».^  cos  a  ,7.*  —  cos  ßiv^    , 
=  Ig-^* —       j—    *^     ax. 


^ie  Differentiation  nach  a  führt  dann  sogleich  zu  der  Be- 
ziehung 


oo 


I» /%-*•»  Bin  2  «X  <;a;  =  _  arc  tang  ~, 

Ott  J  X  ^ 

*^Us    \7elcher  sich  nun  wieder  in  bekannter  Weise  der  Werth 
yj  nämlich 

«  .  2fl  .  2a    ,     A:   1     A:«+4a« 

y  =  /3  arc  tang  -f  —  a  arc  tang  -^  +^\s  k^  +  ^ß^ 

^^t^^ickeln  lässt.     Die  ausführliche  Betrachtung  dieses  Inte- 
ns wird  in  dem  folgenden  Paragraphen  geschehen. 

§.  103. 
Fortsetzung* 

Nicht  inmier  ist  der  im  Vorigen  innegehaltene  Gediinken- 

g  so  einfacher  Natur.     Es  kann  sich  sehr  wohl  ereignen, 

^         mehrere  nach  einander  zu  vollziehende  Differentiationen 

^^"fcljig  werden,  um  auf  bekannte  Integrale  zurückzukommen. 

^^^    der  nachfolgenden  Integration  sind  alsdann  offenbjir  eben 

^iel  Constanten   zu  bestimmen,   als   Derivationen  voraus- 


—    300    — 

giugen.  Und  zwar  geschieht  deren  Bestimmung  am  zweck- 
mässigsten  in  der  Weise  ^  dass  man  für  jedes  unbestimmte 
Integral  einen  solchen  besondem  Werth  eines  in  Betracht 
kommenden  Parameters  aufsucht,  für  welchen  das  gleich- 
namige bestimmte  Integral  unmittelber  bekannt  wird.  Die 
Auflosung  sämmtlicher  so  gewonnenen  Gleichungen  liefert 
dann  die  Werthe  der  verschiedenen  Gonstanten. 

Um  auch  hier  das  Gesagte  durch  ein  Beispiel  zu  ers- 
tem, wollen  wir  das  im  vorigen  Paragraphen  schon  ange- 
deutete Integral 

^-^' -^ *^  dx,     k  >0 

0 

einer  nähern  Betrachtung  unterwerfen.  Differentiiren  wir 
dasselbe  zunächst  nach  a,  so  ergiebt  sich 


CO 


!*  =  _  fe-^^c^l^ax, 


0 

und  hieraus  konnte  man  also  mit  Rücksicht  auf  die  FormeLS 

CO 


J 


z  —  «^    I     •     Q.      ^  r(fl+l)      sin  a'0 

^kx  ^-1  gm  ^^  ^jj  _^  ^         ^^- 

n  H 


0  ^jtt_|.^t)» 

sogleich  schliessen,  dass 

g^  =  -  arc  tang  -j- 

ist.  Gegenwärtig  sehen  wir  indess  von  einer  Beuutzimg  d< 
Euler^schen  Relation ,  sowie  von  dem  im  vorigen  Paragraph^ 
Gelehrten  gänzlich  ab,  differentiiren  vielmehr  unser  Int^ral 
nochmals  nach  a.    Dadurch  kommt 


*^  =  —  2  /  t-'''^  cos  2ax  dx  =  —  r.  IV«*), 


und  folglich  wird  durch  Integration  dieser  Gleichung  nach 
die  Beziehung 


*)  Vergl.  die  §§.  64;  70,  Aumerk.  2;  07,  2. 
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entstehen,  welche  sich  einfacher  so  schreibt: 

g^  =  -  arc  tang  ^  , 

i^eil  för  a  ==!  0  offenbar  ^^  =  0  ist.    Die  nochmalige  Integra- 
tion, nach  a  zeigt  nun,  dass 

/*  2a  2a       k 

arc  tangy  rfa=^ — aarctg  -r^4"  v^ßl^'^+^^^+^^^^st. 

Weil  aber  für  a  =  ß  das  bestimmte  Integral  tj  den   Werth 
N' 1.1 11  erwirbt,  so  muss 

const.  =  ß  arc  tang  ^/  — ^  lg  [^"^  +  ^i?^] 


^  4 

d  demnach 

/CO 
arc 


OD 

x^  2a    ,  r .^kx  cos  aa;'  —  cos  fi.r^   , 


a  U 


i»  1     2fl  .     2a    ,    Ar,     /:«  +  4a« 

=  /J  arc  tg  ;  -  «  arc  tg  -j^  +  -lg  ^^^^^ 

Wäre  endlich  die  zweite  Differentiation  nach  k  statt  nach 
'ollzogen,  so  hätten  wir  diese  Gleichung  gehabt: 


adk-J 


QO 

2a 


e~^^  sin  2a  x  dx  = 


Ä«  +  4a« 
ü 

^au8  aber  entspringt 


li=   I         /TVi=  ^^^^°»  2"«  +  ^^^«*- 


aj/        /      V^v       .„x.„„  Ä 


a. 


OO 


8.,  weü  für  A  =  0  If  =  -  f"^-'^'' dx  =  -  f  (a  >  0) 

0 


öy  .  Ar«  j2a 

-^  =:  arc  tanf?  ,,  —  -  =  —  arc  tang  -7- 

^  da  ^  2a         2  "    A- 

^-    s.  w. 
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§.  104. 
Umkehrungr  des  im  Obigen  befolgten  GedAnkengaages. 

Nur  mit  einigen  Worten  wollen  wir  einer  Integmta« 
methode  hier  noch  gedenken,  die  sich  als  Umkehnmf^ 
vorhin  gepflogenen  Betrachtungen  zu  erkennen  giebt. 

Sei  nämlich  das  zwischen  den  von  a  unabhängigen  GrJ 
zeii  a  und  b  genommene  Integral 

h 
y=//(a:,  a)  dx, 

a 

dessen  Werth   wir  bestimmen  wollen,  eine  stetige  Functf^ü 
des  Parameters  a.    Alsdann  lässt  sich  immer  die  Gleichoii!^ 

a  ah 

Jyda  =z  Jdajf(x^  a)  dx 

bilden.  Da  nun^bei  einem  unbestimmten  Integrale  die  untere 
Grenze  durch  die  sogenannte  Integrationsconstante  vertretoi 
wird ,  so  kann  man  rechts  die  Ordnung  der  Integrationen  ?e^ 
tauschen,  und  folglich  erhält  man 

b 
Jyda  ^=JdxJf{x^  a)  da. 

Lässt  sich  mithin  nicht  nur  das  unbestimmte  Integral  ^/'(x^a)^«^ 

h 
sondern  auch  das  hesüminte  fdx  f/'{x,  a)  da  ermitteln ,  w 

ergiebt  sich  wieder  durch  Differentiation 


y=fif  äx  j  f{x,a)da. 


Der  Hinzufügung  einer  Constanten  bedarf  es  bei  dem  unb^ 
stimmten  Integrale  J/'{x,  a)  da  natürlich  nicht ,   weil  sie  j» 
durch  die  nachfolgende  Differentiation  wieder  verschwindet 
1.     Sei  z.  B.  der  Werth  des  Integrales 

y  ^  Je~^x  dx 

0 

anzugeben.    Integrirt  man  hier  unbestimmt  nach  a^  so  konU»^ 


1  1 

I  yda  =  /  X  dx  I  i--«^  da  =  —   1  c^  dx 


«-1 

; 

a 

0  0 
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und  sonadi  wird 

^  dct\        a        J  OL* 

2.    In  ganz  ähnlicher   Weise  entspringen    aus  dem  In- 
le 

y  =/^  sin  ax  dx 

u 

cii^^se  Gleichungen: 

y,                   /* .                                sin  ff                 »in  a  —  a  cos  a 
y  da  =  —  I  dx  COS  ax  = ~  ,     y  = ^y . 

Dass  übrigens  auch  hier  eine  wiederholte  Anwendung  der 
genannten  Operationen  unter  Umständen  erforderlich  werden 
,  versteht  sich  wohl  von  selbst.    So  ist  beispielsweise  für 
Integral 

y  =  Jer-^"  x'^dx         * 

0 

®iiie  zweimalige  unbestimmte  Integration  von  Nöthen.  Man 
^^t  nämlich,  wenn  man  die  Hinzufügung  der  Constanten 
^^^terdrückt,  welche  ja  auch  hier  wieder  aus  dem  Endresultate 
verschwinden  müssen, 

•  ^  2 

I  yda  =  —   Ix  tr-^  dx,      1  tjda'^  =  ~~  ^ 

0 

/!.  w„  _    rf   /'l  -  '-'\  __  ««-"+  e-'-  1 


-    } 


J''""         d»\       a       J 

QUcI 

§.  105. 

^ntei^albestimmangren  mittelst  Differentialgleiehangen  der 

ersten  Ordnang. 

Die  in  den  Paragraphen  102.  und  103.  erwähnten  Metho- 
^  zur  Ermittlung  unbekannter  Integrale  beruhen  auf  der 
^*Äahnie,  dass  die  Differentiation  schliesslich  auf  ein  bekanu- 

Integral   zurückfülirt.    Dieser  Voraussetzung  aber   dürfte 
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bloss  in  verhältüissmassig  sehr  günstigen  und  desshalb  ux  ^t 
sehr  zahlreichen  Fällen  entsprochen  werden.  Weit  öfter  v^Tnrd 
voraussichtlich  der  Fall  eintreten,  dass  ein  unbekanntes  In- 
tegral das  Ergebniss  der  Differentiation  bildet  Geling  n 
alsdann  aber,  durch  irgend  welche  Mittel  ein  Abhängigk^^^ts- 
verhältniss  zwischen  diesem  und  dem  ursprünglichen  Ii 
grale  herzustellen,  so  erhält  man  offenbar  eine  oder  auch 
simultane  Differentialgleichungen,  deren  Integration, 
sie  möglich  ist,  nun  zu  dem  Werthe  des  vorgelegten  Izs.'te- 
grales  füliren  wird. 

Die  Ordnung  der  so  erzielten  Differentialgleichungen  ^ 
entweder  die  erste,  oder  eine  höhere,  und  zwar  eutsdiei^^ 
hierüber  die  Anzahl  der  Derivationen,  welche  beha£B  ^^ 
langung  einer  Relation  zwischen  dem  ursprünglichen  Integi'^® 
und  den  Abgeleiteten  desselben  zu  vollziehen  sind. 

Obwohl  wir  schon  früher,   bei  dem  Beweise  der 
sehen  Formeln  nämlich,  mit  dem  Wesen  der  hier  nothig 
denden  Operationen  Bekanntschaft  gemacht,  ist  es  doch 
wünschenswerth,  die  Natur  dieser  Methoden  noch  eingehen^ 
zu  beleuchten  und  namentlich  auch  solche  falle  vorzufölun^^'^ 
in  denen  bloss  eine  Differentialgleichung  zu  behandeln  ist« 

Selbstverständlich  werden  wir  nun  zunächst  solche  B  *^' 
spiele  auswählen,  welche  nur  die  Bildung  einer  Differenti*^" 
gleichung  der  ersten  Ordnung  verlangen. 

I.    In  §.  99.  haben  wir  gesehen,  dass  ^f/jrc^-^   d^^ 

X 

Wertli  des  Integrales   /  r-^'-^r-  dx,  «  >  0  vorstellt,  und  zWä*" 

haben   wir   uns   dabei    auf  die   Kenntniss  des  Laplace'scb^ 
Integi-als    /  ^^\_  '^  dx  gestützt.    Unmittelbar  aber  können  "i^ 

zu  dem  genannten  Resultate  gelangen,  wenn  wir  die  Enni^ 
lung  des  Integrales  von  der  Behandlung  einer  Differenti-^' 
gleichung  der  ersten  Ordnung  abhängig  zu  machen  suchea  ^)' 


*)  Memoire  8ur  le»  integrales  definies  por  Poisson  in:  Journal     ^ 
lecolo  polytechnique  cab.  1(5,  p.  237  etc. 
Vergl.  auch  §.  44. 
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Und  in  der  That,  aus 


00 

jr  — 


-/ 


«         -      a 

£ '_ 


er-^-^  dx 

ö 
folgi  sogleich 

«         -      a 
cy  I    e  '  dx 


Död  hieraus  fliesst  wieder  durch  Vertauschung  von  x  mit 


X 

oo 


u 


*^^lier  ergiebt  sich  jetzt  durch  Integration 

lg  //  =  const.  —  2  }/~a , 
^*^d  folgUch  wird 

-^^xi  ist  für  «  =  0  y  =fe-'"  dx  =^  /ä  =  (/,  also 
^sserdem  aber  hat  man  noch  unmittelbar 

****  ^       «  00  1 

—4:'——  ^0    —(gx— 

0 


2?^ 


II.     Auch   das  schon   öfttjr  betrachtete   Laplace  sehe  In- 


y  =  I  er'^''  cos  2aa:  dx 
i 

**^5at  hier  ohne  grosse  Mühe  sich  bestimmen.    Denn 


oo 

d 

d 

u 
^XTKB,  bmtlininte  Integrale. 


oo 

g^  =    /^-*'  (—  sin  2aa;)  2x  dx 


20 
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00  OD 


I  er-^8m2ax{ — 2x)dx=  1  -^- — -  sin  2axdx 


QO  00 


^*'8in2aa;    —  2a  1  er-*' cos2ccxdx=^'—2a  j  e~*^coa2i 


0 

folglich 

da  ^ 

Integrirt  man  aber  diese  Differentialgleichung^  so  kommt 

lg  y  =  —  a'  +  const. , 
und  dies  giebt  sofort  die  andere  Gleichung 

Weil  nun  für  a  =  0    y  =  q  =  ^  j/n  ist,    so  hat  man 
früher 

00 

fer-**  cos  2ax  dx  =  ^  j/x  e^''\ 

0 

IL    Ersetzt  man  dagegen  den  Cosinus  durch  den  Sini 
so  wird  man  auf  eine  neue  Transscendente  geführt.    Denn  ai 


CO 


entspringt 


y  =J  e~^  sin  2ax  dx 


ao 


d  ü 


-^  =  I  er-*'  cos  2ax  .  2xdx  =    —  er^  cos  2ax\ 


XI 


—  2a  l  e~*^  sin  2axdx, 


0 

d.  h. 

1^  =  1  -  2ay. 
da  ^ 

Multipliciren  wir  aber  diese  Differentialgleichung  mit  e^, 
ergiebt  sich  leicht 

da        —  ^  ' 

und  folglich  ist 

f/  =  e""'  fe"'  da. 
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Htm  geht  für  a  =  0  auch  /<?-''  sin  2a a;  dx  in  0  über,  und 

u 

Jemnach  muss  für  a  =  0  das  Integral  /er«*  da  verschwinden. 
Mit  andern  Worten  aber  heisst  dies 

y  =  e-^^Jev'  dq>. 

IV.    Eine  fernere  Anwendung  der  hier  befolgten  Methode 


OD 

gestattet  das  Laplace'sche  Integral   /  ^^_  ^  d  x.    Denn 


wir  den  Werth  desselben  vorläufig  y,  so  kommt  sogleich 


00 


dy /*a?  sin  d'x   , 


0 

oo 


Factor  ^  ^.^  *ber  ist  mit  dem  Integrale   /  e~**cos  kzdz 


CD  OD 


Kleichbedeutend;  mithin  wird 

oo  oo  ... 

öy  er  f*  ^ 

gy  «= —  I dz  C08  kz  je^'^' sin  d'xdx= — 1  dzcoskz,^^.^^ 

0  0  0 

^^öi",  wenn  wir  kz  mit  ^x  vertauschen , 

CO 

dy  t    /"cos  -d"«   ,  , 

0 

Wiederum  also  entspringt  die  einfache  Differentialgleichung 
?♦  "^^  —  Ary ,  deren  Integral  y  =  ^-^*  q  nun  sofort  zu  der  be- 
^'^ten  Beziehung 


oo 


/C08  ^^    j       W 
ifct  _|_  ^t  «^  —  2Ä 


20 
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§.  106. 

Inte^albestlmmungen  durch  Differentlalgleichuntfreii  höherer 

Ordnang. 

I.    Die  Keuntniss  der  Integrale 

00  OD 

/*C08  d"  X    ,  j      f*x  Wl  d'X    , 

0  0 

können  wir  uns  auch  dadurch  erwerben  ^  dass  wir  zaySrderst 
den  Werth  des  Integrales 

/'sin  ^-x    dx 

^~J  k^'+~x*  "^ 
u 

bestimmen,  was  in  folgender  Weise  geschehen  kann. 

Differentiiren  wir  y  zweimal  in  Bezug  auf  ^,  so  gewin- 
nen wir  die  beiden  Gleichungen 

OO  30 

dy  /*C08  ^x    ,         ^y /'^_^^^  ^^  // 

in  denen  wir  natürlich  die  Integrale  als  vorläufig  noch  unbe- 
kannte Grössen  betrachten.  Indem  wir  aber  dem  letztem  In- 
tegrale die  Gestalt 


00  X 


0  u 

geben    und  der  Kürze  halber  d-  >  0  voraussetzen ,   gewinnen 
wir  sogleich  die  Differentialgleichung 

Wird  dieselbe  durch  2  5y  multiplicirt  und  darauf  integrirt, 
so  ergiebt  sich  die  neue  Beziehung 

V^.y  =  khß  —  7ty  +  const. 


(U) 


Diese  vereinfacht  sich  indess ,  wenn  man  schon  jetzt  die 
Constante  bestimmt,  also  bedenkt^   dass  für  ^  =  0  offenbar 

§»  =  ^f^f  y  =  0  und  folglich  const.  mit  rj~  j     gleichbedeu- 
tend   ist.    Denn    nun   (erhält   man   mit  Berücksichtigung  des 
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Umstandes^  dass  für  '9'=0  die  obige  Gleichung  eine  identische 
werden  moss. 

Daraus  aber  fliesst  wieder  die  andere  Relation 

Und  bestimmt  man  jetzt  die  Constante  f/  in  der  bekannten 
Weise,  so  folgt  schliesslich 


00 


y  =  ^(l-^^^)  = 


2ik« 


/*8in  ^  X  dx  :|5N 


n.  In  der  soeben  gewonnenen  Gleichung  wollen  wir  für 
den  Augenblick  die  Constante  k  complex,  nämlich  =  r^* 
voraussetzen.  Alsdann  erhalten  wir  offenbar  folgende  Be- 
ziehung 


oo 


sin  ^o:      dx n         2ai^-*  *" 


die  ihrerseits  wieder  verschiedene  besondere  Falle  in  sich  be- 
greift, wie  wir  sogleich  zeigen  werden,  nachdem  wir  uns  von 
der  Zulassigkeit  der  hier  befolgten  Induction  überzeugt  haben. 
Dies  aber  bedarf  nur  weniger  Worte. 

In  der  That,  differentiirt  man  auch  hier  zweimal  nach  0-, 
so  muss  ersichtlich  die  Gleichung 

zum  Vorschein  kommen.  Und  hieraus  fliesst  nun  leicht  weiter, 
dass 

sein  wird,  weil  bekanntlich 

das  Integral  der  Differentialgleichimg 


*)  Man  vergleicbo  hierbei  die  in  der  AuBführung  der  Bochnung  etwas 
abweichende  Behandlung  dieses  Integrales  von  Serret  in  Liouvillc':^ 
Journal  de  math.,  p.  22.  T.  YUI. 
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vorstellt.    Da  nun  der  Sinus  sin  ^x  numerisch  den  Werih  l 

oo 

nicht  überschreiten,  also  das  Integral  /      "^.  ^     —  mit  -         9 

ü 

nicht  unbegrenzt  wachsen  kann,  so  wird  die  Constante  c  noÜi^C^- 
wendig  mit  Null  zusammenfallen  müssen.  Die  Constante  ^  C| 
hingegen  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  für  ^'^        -0 

auch  y  =  0  und  somit  c,  =  —  — ,  er-^^  ist.  Es  findet  iilii  ■  nn 
wirklich  die  Gleichung 


oo 


1-        /;7>-$^¥=  2^-^(1—'^''') 

0 

Statt. 

Vertauschen  wir  in  derselben  a  mit  —  a^  und  combinire^^'en 
wir  alsdann  das  gewonnene  Resultat  mit  dem  ur8prünglicheflE.^sii, 
so  entstehen  die  Relationen 

oo 

o      /*  ain  &x  ^^_?_  Fl  _g-rJ»oo« a  Bin(2tt-fr^  8in<rraK^)l 


0 

und 

oo 


3-  /^S33  f =^[coB2a-^-o.«eos(2«+rthrin.^.;J 
Ganz  dieselbe  Behandlung  der  Gleichungen 

4  ^  =   /'_22L^f_  da:  =  —  «-«•  «-'*•'"' 

8*       J  r«e*«'+a^  Sr*^^  ' 


u 


y p  X  sin  ^o? 

liefert  femer  die  Beziehungen 


X 


C08  ^x  dx  ^       n         r99o%a  Bip(«+^^"P«) 

r*  +  2r»j;«C08  2a+a:*  *^2r»  Bin  See 


OD 


J  H+2r«a^C082a+j?»        2r«  sin  Sa 

II 
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Und  hieraus  entspringen  wieder  durch  eine  zweimalige 
i>i£Fereutiation  nach  ^,  welche  augenscheinlich  hier  vollzogen 
-vrerden  darf,  die  andern  Formeln 

OD 

'     ^+2r«a^C08  2a+j:»  "^2r  ^  sin  2a 


8in(2a — r^sina] 


^  r      ar»  ain  dag  .  rfa;         ^  n       r^cosa  !i?(l« 

•      J  r*+tr^a^C0s2a+a:^         2^  "     8in2« 

Wir  haben  die  verschiedenen  Relationen  gleich  in  ihrer 
fiM^sten  Gestalt  hingestellt^  weil  die  auszuführenden  Rech- 
ngen  ausser  einer  gewissen  Weitläufigkeit   nicht  die  ge- 
gste   Mühe    verursachen.     Man    erinnere    sich   bei   ihnen 
XLSixnentlich  nur  der  bekannten  Formeln 

^   ^^      =  cos  V    und    L_^ =  sin  v. 

2  2i 

Speciellere  Formen  lassen  sich  aus  den  vorhergehenden 
Grleichungen  dadurch  erzielen ,  dass  man  den  Bogen  a  =  0, 

^©r  =  -j   voraussetzt.    Dagegen  würden  bei  der  Annahme 

^  **=*  ^  oder  allgemeiner  a  =     ""^       ,  wo  n  eine  ganze  Zahl 

ausdrückt,  die  meisten  der  vorstehenden  Integrale  unzweifel- 
haft  sinnlos  werden*). 

Die  neuen  Gleichungen,  welche  unter  den  angedeuteten 


^3  -^^  den  Gleichungen  3.,  4.  und  5.  kann  man,  wie  es  wohl  ge- 
*^^olit,  leicht  die  Integralformen  herleiten: 


0  j/ 


2r 


OD 


/x  sin  ^x   , 


=  —  Y  COS  rd" 


Da. 

^7   ^her  für  x^^r  eine  unendliche  Discontinuität  eintritt,  so  scheinen 

^^     bei  n&herer  Untersuchung  die  Integrale  ohne  Bedeutung  zu  sein. 
*®ti^  auch  §.  109.    Cauchy  giebt  das  erstere  dieser   drei  Integrale  im 
^y*^^al  de  Töcole  polyt.,  cah.  19,  p.  578;  die  beiden  letztem  in  Gergon- 


^^  ^    Annalen  Bd.  17,  S.  106. 
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Voraussetzungen  zum  Vorschein  kommen,   sind  übrig^is 
nachstehenden. 

Aus  den  Formeln  2. ,  6.,  7.,  8.,  9.  entspringt  zuvöid« 
für  a  =  0,  wenn  man  die  in  der  unbestimmten  Form  f 
scheinenden  Ausdrücke  in  bekannter  Weise  entwickelt , 
folgende  System 

/"^sm^x    1^  _  _«_  r  1  —  A-r»  ^  +  r^1 . 

/•  cosd^ ^         n    ^^^ i+r» ^. .     rxän»x ^    ^ ^ 
(a;«+r«)«"^— 2r8^  2        ^' J  (a:«+r»)*  ^ 

OD  OD 

/x^cosd'x  ^  n    _y.^  1 — r^"      [*a^m^x^  n      ^^- 
u 

Für  a  :=  Y  hingegen  hat  man  diese  Beziehungen: 


11.    ^ 


OD 


/  i?!^  f = I*  [1  -  ^-'■**^ «°«  (»"^  ^)]5 


OD 


/^F^  rfx  =  1,.^'*'^  sin  (r^K'2); 


U 

QO 


/^^  '^^  =  I  ^^*  "^  CO«  ('•^/2) ; 


OD 


U 


4r3 

QO 


=^!S-"*^*[cos  (rö'^2)+8in  (r^^^l 


0 

=  ~  e-r»  ^  [cos  {r^y2)—ÄVL{r^y 

Endlich  haben  wir  noch  mit  einigen  Worten  der  bei 
früher  erwähnten  Formeln 

*)  Vergl.  §.  75. 
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OD 

0 

gedenken ;   in  denen  bekanntlich  X  und  ^  die  Ausdrücke 

bedeuten*). 

Schreibt  man  nämlich  q^  =  r^  cos  2  a  und  r*  =  ^*  +  s^\ 


r  ooaft=jfAy^  +  ^'  +  y\  rsina=j/^?'-&lz_Z*,  r2siu2a=5; 
so    erhält  man  aus  den  Gleichungen  6.  und  8.  sofort  die  andern 


o 

und 


XSr^-fS =f,  ^'^'  [^  ^^«  (^^^)  -  ^  «"^  (2^^)] 


^^*'    ^rücksichtigung  der  Beziehung 


X  — 


g*X  s 


Vq'  +  s*  V7+ 


^^   fliesst  hieraus  weiter,  dass 


8 


jC 


^     ^oS^i)q:?r^^  =  ^^^^^^M^cos2^^-^sm 


mnss. 

in.    Bezeichnet  a   eine   positive  Gonstante    und  n  eine 
^?^^  Zahl,  so  besteht  unsern  frühern  Betrachtungen  zufolge 
^   Gleichung 


0  Siehe  §.  99. 


14      f*  <^^f>tsc  dx  ne    ^        >yT       r(2  n  —  r  —  1)      ^g    y^ 

0 

Wir  können  dieselbe  auch  dadurch  beweisen ,  dass  wir  zuerst 
die  Bestimmung  des  Integrales 

4  «v  f   oui  et  X  d  X  IC 

lO.  V=    /— r^ -j 


/sin  ax  dx 


von  der  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  der 
2n^eH  Ordnung  abhängig  machen.    In  folgender  Weise  abe 
ist  dies  möglich. 

Durch    eine  wiederholte  Anwendung  des  Leibnitz'i 
Satzes  von  der  Differentiation  eines  Integrales  nach   ein 
Parameter  a  ergeben  sich  nämlich  aus  15.  nach  und  nach  di* 
Beziehungen : 


OO  00 


dy /*C08  ax  dx      d^y [*x  sin  ax   , 


dy 
d( 

0  0 


16.^ 


d'p /'x*  COB  a  X   .       8*u /*»'  Bin  ax   . 


0  0 

00  _  »0 


Jbt—l 


d^y         {*x*  cos  «j?    .  y^y  .      /*  g        Bin  < 


und  daher  wird 

"■     ''-(:)fc^+(:)w-(:)»+-- 

0 

Bildet  man  nun  die  charakteristische  Gleichung 
^(^»l-Qr^+QH-  ...±r«-  =  (l-r»)- O, 

80  zeigt  sich,  dass  jede  ihrer  Wurzeln  +  1  eine  nfach^ 
und  dass  somit  die  Ausdrücke 


*)  Zu  vergleichen  »ind  hier  die  Abhandlangen  von  Catalan  und 
in  Liouville'8  Journal  T.  V.  et  VIII. 


er-  ;   aer  ^    t?€r  ,  .  .  .  a*^^  «^ 

particnläre  Integrale  der  Differentialgleichung  17.  liefern  wer- 
den. Erwagt  man  aber,  dass  y  nicht  unbestimmt  mit  a  wach- 
sen kann,  so  wird  offenbar  nur  die  Wurzel  r  =  —  1  zur 
Bildung  der  besondem  Integrale  hier  benutzt  werden  können. 
unser  Integral  15.  muss  demnach  diese  Form  besitzen: 


inrenn  wir  —  der  leichtem  Rechnung  halber  —  den  willkür- 
lichen Gonstanten  A^,  A2,  ...  noch  die  angezeigten  üoeffi- 
cienten  beifögen.  Sind  folglich  die  willkürlichen  Constanten 
lestimmt  worden,  so  wird  augenscheinlich  die  Ermittlung  des 


OP 


Integrales    /  - — ^^  dx  nur  noch  eine  weitere  Behandlung 


19 


der  Gleichung 

erfordern. 

Zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Constanteu  A^yA^j  ... 
mSoer  werden  wir  in  sehr  einfacher  Weise  gelangen,  indem 
^^nrir  die  in  18.  ausgedrückte  Beziehung  (n  —  l)mal  nach  a 
^eriviren  und  darauf  in  jeder  der  erzielten  Gleichungen  a  mit 
-3full  zusammenfallen  lassen. 

Da  nun  allgemein 

'-^-(-')-['-(;)i-:+(;)s-±^] 

ist,  so  folgt  sogleich  für  a  =  0 

gi]-(-,y[4,-(;)^,+(;)_^,-...±^,]- 


a=0 


—   :ur>    — 


Und  wird  hierin  **  allmülilich  =  ^>,  1,  .  .  .  // —  1  gewählt,  so 
findet  mau  leicht^  dass  allgemein 

»•-.='.+ (:)(ifU(;)(föX+-+(&). 

sein  wird.  Die  den  verschiedenen  DüFerentialquotienten  von  y 
angehängte  Null  soll  dabei  den  Werth  der  Abgeleiteten  fär 
a  =  0  ausdrücken. 

Nun  erkennt  man  aber  aus  16.  auf  den  ersten  Blick,  dass 

für  ein  gerades  m  (  — ^  j   =  0,  für  ein  ungerades  m  hing^^ 


oo  CO  m 


r(«) 


Statt  finden  wird,  je  nachdem  nämlich  »ii=+l ,  — l  (mod.  4) 
ist.   Führt  man  also  diese  Werthe  in  Gleichung  20.  ein,  so  hat 

man  wegen  t/Q  =  —  ^  die  nachstehende  Relation 

21.   ^,+1= [Q  fTi)r[«-i)  -  (;)r(t)  r(«-4) 

+  (5)m)r(n-^)-...]^^„3. 

Behufs  der  uachfolgeiiden  Betrachtung(»n  werden  wir  inde^ 
statt  derselben  zweckmässiger  ein  in  trigonometrischer  For^r^A 
dargestelltes    Integral     benutzen.      Schreiben    wir     nänilics.1i 

-x> 

-^    in    das 


7t 

2 


gende  ysin  ^"*  cos  ^2«-w-i  ^^  über,  und  sonach  wird 

0 


22.     .4.  +  ?  =J\^%  cos  ^''-'-  [(;)  sin  »  cos  *-« 

-(",)  sin  *»  cos  #"  ='  4-  r ^  siu  ^  cos  d— *  —  .  -       'J 


7t 

"2 


=   I   cos  ^»«-^-i    .     -  ^0^, 
f  Bin  -0" 

0 


^/ 


/. 
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Daraus  aber  fliesst  weiter,  dass  die  Differenz 


1 


n  r(2ii—  s) 


cos  -»«— '-1  cos  {s  —  V)%d%  =  -     '-  „— ^  '  -, 


gl^xc^libedeuteud  ist.  Der  Coefficient  A^^x  dagegen  bestimmt 
sicila  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  78.  gefundene  Liouville  sehe 
Cr\^ichung 


n 
T 

/BJD  tt  -^  coa  '^^"^    ,  .   n_ 
sin  ^                ^  2 


dixr*cli  die  nebenstehenden  Relationen: 


«  2 


'    2  f  sin  ^  J  »m  -Ö" 


0 

2  8 


^  fcoad^^  COS  n^d»-^  rcosd^-^cos(n-2)^d»*)^?,+0—~' 


O  0 


*   ^'[-^'t    Benutzung   dieser  Werthe  nimmt   daher  Gleichung   19. 
"i^se  Form  jetzt  an: 


CO« 


/^^^^^  W         _  J'  _  ^"Jl  r  ^(^^— ^)      I    r(2«— l—l)  2a    ,    r(2w— 1-2)  (2  a)«   , 


a^ 


_J_  r[2«~l~(w— 2)]  (2a)"~*  ,    r[2n— 1— (w-1)]  (2  a)''^!] 
h. 


ycos  aa?     ,      __^_  f_"    S^      r(2yi— r — 1) .^    \r 
(Tf^  «*  —  2«»-l  r(;ö  ^  r(u-r)  r(r+l)  ''^"J  • 

ü  0 


*)  Man  beachte  hierbei  die  in  §.  78.  bewiesene  Formel 

ff 

2 


Vergleicht  man  noch  die  Formeln  21.  and  22.,  so  hat 
man  für  s  '^n  —  1  eine  Darstellung  des  Integrales 


j 


TT 

sin«^ 


cos  .^-'-1  ^^  dd^ 
Bin  ^ 


0 

durch  Gammafunctionen,  und  hieraus  konnte  man  wieder  eine 
ähnliche  Beziehung  für  das  Integral 


2 


/cos  ^'*-*-i  sin  (ä— 1)  ^  cotg  ^  d^ 

ü 

ableiten.      Mehr   Interesse   bietet  jedoch   eine   andere,    ?oi 
Catalan  gefundene  Relation  zwischen  Gammafunctionen.*) 

Beachtet    man    nämlich   die   bekannte   Eigenschaft  d( 
Binomialcoefficienten 

(T)=G)  +  (A)."(;)-(r)-(A 

SO  folgt  einerseits 

rr,n)\^^i'^  ^^"  -  *)-  (2)^*)A«-5)+(:)A4)IX«-4) ..j 

und  hierin  heisst  das  letzte  Glied  +  /   (  2"  i  /  ( ** —  « /' 

oder  +  /   (4)/   y^ — 2)'  ^®  nachdem  s  gerade  oder  ^-mzm.ji' 

gerade  ist. 

Andererseits  hingegen  findet  diese  Beziehung  Statt: 

\^^'  "*"  2;  ~  y^'-^'  "t"  27  —  ""  ^ii=^  r(ii-*)  r(«) ' 

und  daher  wird  nun 

(23.)  ,-s^,^¥^^=Al)A«-i)-(;)m)iX«-t) 

+  (;)  rn)  r(«-^)  - . . . 

In  dieser  Formel    bedeuten   also^    um    es   nochmals, 
wiederholen;   n    und   s  absolute   ganze   Zahlen,    von    dext 
s  <,  n — 1  sein  muss. 

*)  Liouvillu.    Journal  de  luath^matiqueB  etc.    T.  V.  p.  108  etc. 
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BücksichÜicli  des  Historischen  diene  folgende  Bemerkung. 

QO 

Die   Bestimmung   des   Integrales     I  ^^— ^  dx   mittelst 

u 

einer  Differentialgleichung  der  2n^*''  Ordnung  ist  zuerst  von 
Gafaüan  ausgeführt  worden,  nachdem  schon  Poisson  die  Werth- 
littelung  des  allgemeineren  Integrales 


0 

0 


COS  ax  dx 


A  +  Bx^  +  Cx«  +  .  .  .  +  a;' 


^welchem  das  Polynom  ^  +  Fx^  +  Cx^  +...+  x^"  keine 
n  Wurzeln  besitzen  darf,  von  der  Integration  einer  sol- 
Differentialgleichung  abhängig  gemacht  hatte.*)     Beide 
^'thematiker  aber  wurden  hierbei  auf  die  absurde  Gleichung 

C508  axdx^^O  geföhrt.    Diese  Schwierigkeit  vermied  Serret, 

em  er  zur  Herstellung  der  Differentialgleichung  das  Inte- 


Bin  aa:       x  —  n   ^j^jj^jg^g  ^jj^J  f^j  J^^  Fall  W  =  l   die 


J  [1+a^r    ^  2 

0 


►^^i^werst  einfache  Rechnung  wirklich  ausführte.**)  Für  den 
^U^^emeinen  Fall  dagegen  scheint  nur  ein  mit  dem  unserigen 
er  Gedankengang  als  zweckmässig  sich  zu  erweisen, 
z.  B.  von  Catalan's  Darstellung  gilt.  Man  beachte  bei 
Studium  des  Catalan'schen  Aufsatzes  nur  den  Umstand, 

die  dortigen  Coefficienten  -^q,  ^, ,  ^2  •  •  •  ®^^^  ^^^  ^®^ 
^^^^serigen  abweichende  Bedeutung  besitzen,  nämlich  mit  un- 
serer Differens^  Ag^i  —  A,  zusammenfallen. 

§.  107. 
Anwendung  simultaner  Differentialgrleichnngen. 

00 

IHe  Integrale    fe-^^'^'^Kl  dx  =  {  Vn  .-«^^^.««(«^2. 

J  sin  fx^?  sm  ( 

ü 

J[m  Hinblick  auf  die  früher  bewiesene  Euler'sche  Gleichung 

^       *)  Jonmal  de  T^cole  polytechnique,  cah.  16,  page  222  et  Nouveau 
*^etin  de  la  Soci^fcö  philomatique  nro  50. 

*•)  Lionyille.    Journal  de  math.    T.  VIII  pagcs  21  et  22. 
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QO 


/' 


D 

bemerkten  wir  iu  §.  105^  dass  unter  Umstanden  die  Bestim- 
mung eines  vorgelegten  Integrales  von  der  Integration  zweier 
simultanen  Differentialgleichungen  abhängig  gemacht  werden 
könne.     Tritt  ein  derartiger  Fall  ein,  so  bildet  natürlich  das     ^ 
gegebene    Integral    eine    Combination   zweier   verschiedenen^.,^ 
Integrale.     Und  zwar  werden  diese  in  einer  solchen  Abhängig- 
keit zu  einander  stehen  müssen,  dass  durch  eine  zweckmässige 
Behandlung  der  Integrale  eben  jene  gleichzeitigen  Differen 
tialgleichungen  erscheinen. 

Ausser  den  schon  erörterten  Integralen 


OD 


0 


gehören  auch  die  folgenden,  für  die  Theorie  der  Wärme  se^ 
wichtigen  Integrale 


CO  QO 


ü  u 

hier   her.      Offenbar  sind  dieselben   echte  Brüche,    weil    däe 
Functionen  sin  und  cos  nur  zwischen   —  1  und  +  ^  »i«5i 
bewegen  können.     Stellen  wir  nun  die  beiden  Integrale     fn 
der  einen  Form 

1.  s  =  u  —  vi=  i€r-'^~]^^dx 

u 

uns  vor,   so  dürfen  wir  der  Vermuthung  Kaum  geben , 
die  schon  öfter  bewiesene  Formel*) 

2a 


l^er-^'-^dx^^/n: 


unmittelbar  zur    schnellen   Darstellung  der  genannten  Int^^^ 
grale  wird  dienen  können.     Und  in  der  That,   ersetzen  .i 

a?  durch  a*^/,  also  a  durch  a  j/  i  =  "-  [+  1  +  i]  j/2;  so  koi 

*j  Vergl.  die  §§.  23,  44,  9y,  105. 
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0 

d.  h. 


00 


2.  I  e  "^^  cos  {^^  d.v  =  ^J/jt  6»   «''2  cos  a  }/2 

0 


und 


CC 


3-  /  e-'""  sin  ("I)  //a:  =  +  ^-^  ^- « ''  ^  sin  a  y  2. 

u 

*^enii  da  a  stillschweigend  als  positive  (Jonstante  angesehen 
^st,  so  kann  der  reelle  Exponent  von  e  nur  —  a  ^2  heissen. 
^icht  so  unmittelbar  einleuchtend  aber  ist  die  andere  Frage, 
welches  von  den  beiden  Vorzeichen  das  Sinusintegral  führen 
'^^ss-  Jedoch  entscheidet  sich  dieselbe  leicht,  wenn  man 
"^Ächtet,  dass  durch  eine  zweimalige  Differentiation  des 
^osinusintegralcs  nach  «  das  Sinusintegral  sich  ergiebt*),  die 

2^eite  Derivirte  von  £?-«'^^  cos  a  ]/2  aber,  also 

lf„  [^«^Tcosa/2]  =  4^-«''^ sin  «^2 

ttiit  dem  Pluszeichen  behaftet  ist.  Mithin  kann  in  Gleichung  3. 
^Ur  das  obere  Zeichen  gelten.  Abgesehen  hiervon  wird  in- 
"Gss  auch  die  gleichfolgende  strenge  Begründung  der  Rela- 
tioixen  2.  und  3.  uns  üewissheit  verschaffen.  Einer  solchen 
iCeclitfertigung  aber  bedarf  es  noch,  weil  die  zur  Induction 
*^nutzte  Formel  nur  für  reelle  Werthe  von  a  bewiesen  wurde. 

*)  Man  hat 
ac.  --  -J  e--  sin  (^-^,j    -^  =       J  c       sin(.r,^)    ^.^-^ 


0  0 


2  I  e    ""'  sin  {x^ 


)dx] 


~  =  2j\.^''  sin  Gr'O  ';  dx  =  4  Je  -*"  sin  (f,)  dx. 

KTBB,  bestimmte  Integrale.  21 


Dififerentiiren  wir  Gleichung  1.  nach  a,  so  gewinnen  wir 
die  Beziehung 

ds  du  .  dv  o  •    /*  .  «**    *'  ^^ 

—-  =  - ,-=  —  2t  I  e  -i  ax, 

da  da  da  J  x*         ' 

und   hieraus   folgt   durch  Einführung  der   neuen  VeÄndei 
liehen  x*  =  — 

*  X 


f:--2<A-^--'.».. 


0 

Wird  aber  nochmals  nach  a  derivirt,  so  entspringt 


=^4ai  l'e  ''5  =  4»  j'e         ^   dx, 


dc^  ^ 

d.  h. 


Durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  entstefcm^u 
folglich  jetzt  die  beiden  DifTerentialgleichungen 

I.  ^—  =  iv  und  5-i  =  4«/. 

Um  ihre  Integralgleichungen  zu  entdecken,  setzen  wir  a'mjf 
Grund  der  Beziehungen  2.  und  3. 

II.  u  =  p  e^^  und  v  =  q  c^«, 

wo  Py  qy  X  noch  näher  zu  bestimmende  Constanten  ausdrücke^:^^* 

Bezeichnen  nun  wirklich  die  in  II.  genannten  Grosse^^^ 
die  Integrale  der  Differentialgleichungen  L,  so  müssen  ihnesB^**^ 
zufolge  offenbar  die  Beziehungen  gelten: 

p  k*  tf^«  —  4  ^  <^^«  =  0  und  q  A*-^  tf ^«  +  4  ;;  <?^«  =  0. 

Daraus  aber  iiiesst 

^  =  i  A2  und  i^  =  -  4:  A« 

und  deminach  besitzt  X  den  Werth 


d.  h.   k    stellt  die   Wurzeln  der    biquadratischeu  Gleichui^^^Ä^ 
y^  =  —  10  Vü4*. 
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Schreiben  wir   nun  der  bessern  Uebersicht  halber  A  in 
folgender  Form 

und  bedenken  wir  noch;  dass  -  :  -  die  Beziehung  q  =  +  p  i 
giehi]  so  können  wir  jetzt  unsern  Gleichungen  IL  die  Gestalt 

u=p  e^^^'^^t')  und  r  =  + />i  ^«^«"••(i±0 

geben.     Diese  Ausdrücke  sind   offenbar  vierdeutig;  je  zwei 
besondere,  derselben  Zeichencombination  entsprechende  Func- 
tionen u  und  V  genügen  somit  den  Differentialgleichungen  I. 
öies   gilt  selbst  dann  noch,  wenn  wir  jede  der  besonderen 
^'unctionen  mit  einer  speciellen  Constanten  p  multipliciren, 
^iö     in   den   einander  entsprechenden   Functionen  den   näm- 
Kchen  Werth   besitzt.     Das  Integral   jeder   der  Differential- 
grleiohungen  setzt  sich  hiernach  aus  vier  Theilen  zusammen 
Und  um  dies  in  Kürze  sichtbar  zu  machen,  wollen  wir 
^^     Punctionen  u  und  v  in  der  nebenstehenden  Form  dar- 
stellen 

^e<ienkt  man  nun,  dass  u  und  v  zu  den  echten  Brüchen  ge- 
»^ÖX'en,  so  kann  das  Zeichen  +  für  e  nicht  Statt  finden;  so- 
^5^ch  können  u  und  v  nur  die  folgende  Gestalt  besitzen 

ti  =  2;/?  ef-«  ^2  (i±o^   v  =  2; +  /;!>-«  ^<i±'>. 

^^n  diesen  Ausdrücken  behandeln  wir  zunächst  den  zweiten, 
offenbar  muss  die  eine  der  in  demselben  enthaltenen  besondern 
konstanten  mit  +  i,  die  andere  mit  —  i  multiplicirt  sein, 
^amit  für  a  =  0  v  den  Werth  Null  erwirbt.  Nur  unent- 
schieden bleibt  vorläufig,  welche  der  Constanten  p,  p^  mit  + 1 
^lurch  Multiplication  zu  verbinden  ist,  Indess  beantwortet 
^ich  diese  Frage  leicht,  wenn  wir  die  Exponentialgrössen  in 

^lie  goniometrische  Form  umsetzen ,   die  Gleichung  ^  =  4  t; 

\)erücksichtigen  und   schliesslich  das  Reelle  vom  Imaginären 
^    Sondern.     Alsdann  nämlich  hat  man  nach  und  nach: 

=  6'-  " '-  [{p+Pi)  cos  «  ^2  —  /  (p—Pi)  sin  ß/2|, 

21* 


—    :)24 

=  ^«  ^  [+  (;>+/>,)  siD  ay2  +  i  (p-p,)  cos  a  /2J, 

=  4iQ» — ^Pi)  cos«  j/2  .e-« 

Daher  kann  in  der  letzten  Formel  links  nur  das  Ploszeic 
gelten,  und  folglich  muss  p^  mit  —  i  multiplicirt  sein. 

Die   zweite   unserer   obigen   Gleichungen  besitzt  mi 
folgende  Gestalt 

Erwägt  man  nun,   dass  für  a  =  0  auch  v  in  Null 

u  hingegen  mit  ^  |/;r  zusammenfallt,    so  gewinnt  man 
Beziehungen 

P+Pi  =  ^Vn:  und  p-^p^=  0, 
d.  g. 

Und  sonach  wird  schliesslich 


CO 


und 


w  =  /  <^-^'  cos  r^^^  dx  =  \Vn  ^«  ^  *  cos  a  >^ 

0 


o. 


=  /  6-^'  sin  ("*)  (Ix  =  K^  e^^  ^  siuay2. 


r 


§.  108. 

Bemerkongren  zu  dem  Vorigen  und  deu  Ealer'sehen  tilelchuifsi 

iu  §•  68. 

1.  In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  die  EmiittluDg  def 

Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen  ^  "  =  4i?,  |-^i=*^* 

aus   Dirichlet's   Vorlesungen    über    partielle   Differentialgl^ 
chungen    entlehnt.*)      Einfacher    gelangt    man    indess  zQi^ 

*)  Die  vollstäiKlige  Wiedergabe  cIcb  Dirichlet'schen  Gedankengange 


OD 

in   '      ''  ' 


t'~^'  .    {   ->  div  findet  man  in  deo 
sin  i^  ) 
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Ziele    durch    sofortige    Integration    der    oben    gewonnenen 
Gleichung 

l^emi  bildet  mau  die  ciiarakteristische  Gleichung 

/(r)  =  r^-~4/=-.0, 

so    heissen    die    beiden    Wurzeln  "  derselben  r  =^  2  j/i    und 

f  ==  —  2  j/T]  mithin  muss  zufolge  der  bekannten  Theorie 
Kuearer  Differentialgleichungen  ohne  zweites  Glied  das  all- 
gemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1.  durch  den 
Ausdruck  ♦ 

vorgestellt  werden.     Beachtet  man  nun,  dass 


00  „3 


-ß"'--' 


dx 

u 


^^t,     a  nicht    unbegrenzt    wachsen    kann;    so  folgt  sogleich, 
aa«s    Jie  willkürliche  Constante  r,   den  Werth  Null  besitzen 

^^iss.    Nun  ist  aber  f ür  a  =  0  s  =  ^  y%  und  daher  auch 

OD  — •> 

^^  ===  ^  Y^'     ^^  Integral    I  e        •'^'    dx  ist  sonach   gleich- 

^^eutend  mit  dem  Ausdrucke 

i  y%  (r-2«*^"^  =  i  /ii  6?-  « ^^2 (1+0 ^ 

*^ssen  weitere  Behandlung  oben  gezeigt  wurde. 

2:  Bei  Gelegenheit  dieser  Betrachtung  wollen  wir  noch 
^^tiige  Worte  den  Euler  sehen  Formeln 

00 

*  1   /*      t.,     ^    ,  cos    tv       j  T{a)       cos  i      .      ,  1     ^ 

^         ,  /  sin  —  sin  (  *^* 

^^dxnen,  deren  strenge  Begründung  wir  bekanntlich  früher 
^    ^er  Dirichlet'schen  Weise  gegeben   haben.     Wir  fanden 
^^Älich  damals  die  Differentialgleichung 

ds  ai 

d»~  ~^  k+Wi  ^' 

^  Hattendorff  hcraasgegobencn  Vorlesungen  Riemann's  über  partielle 
>QTentialgleichangen,  Seite  134—136. 


s  =  u  —  vf  =J  6'-<*+^*>  x^-^  dx 

0 

war. 

Auch  diese  Differentialgleichung  gestattet  eine  unmittel- 
bare Integration;  denn  schreibt  man  dieselbe  in  der  Form 

so  ergiebt  sich  augenblicklich 

lg  5  =  lg  (?/  —  vi)  =  —  a  lg  (A-f-'Ö'i)  +  const. 
Nun  ist  für  -^  =  (V 

und  demnach 

const.  =  lg  (^i'^/'")  =  l«r(rt). 

Wir  erhalten  also  jetzt  die  Gleichung 

2.  lg  s  =  -  «  lg  (A- -\-»i)-\-  lg  r(fl). 

Beachtet  man  aber,  dass  für  positive  Werthe  von  u 

Ig  {(u-vi))  =  ^  lg  («»+t;^)  -  /•  arc  taug  ^  +  lg  ((1)), 

dagegen  für  ein  negatives  u 

lg  i{u—vi))  =  i  lg  (m'  + 1;-)  —  /  arc  tang  ^  +  /  ä  +  lg  ( (  ■   >  ) 
und  wegen  des  positiven  A 

lg  ((A:+*0)  =  i  lg  (A'+t«»»)  +  .•  arc  tang  |  +  lg  ((1)) 

ist,  wo  die  doppelte  Klammer  in  lg  ((1))  etc.  nach  Cauc 
bekanntlich  die  Vieldeutigkeit  der  Ijogarithmeu  anzeigt"^); 
folgen  nun  aus  Gleichung  2.  durch  Sonderung  des  Reell 
und  Imaginären  die  frühern 'Relationen: 

i  lg  ("*  +  «'*)  =  -  "  lg  (*'  +  «*)  +  lg  na), 
also 

i/^  +  ,A»  =  (A'^  +  ^0  ""  l'^W 
und 


•)  Cauchy.  Algebraische AnalysiSjEmleitg.,  Kap.  9. — .lg((l))««i' 
wo  r  beliebig  und  ganzzahlig. 
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arctang  —  =  a  arc  tang  7  ,  w  >  0, 

t»  A 

arctang  —  .=  «  arc  taug :»:,  m  <  0, 


d. 


e- 


—  =  taug  a  tl;  ^=  tang  {atl>  —  n). 

Augenscheinlich  sind   bei  diesem  Verfahren  die  einfachsten 
£x>^arithmen  der  Kechnimg  zu  Grunde  gelegt,  was  auch  ge- 

beliehen  darf,  solange  die  Grössen  a  arc  tg  -r  und  a  arc  tg  -r — n 
Jas  für  arc  tang  —  und  arc  taug  -r  vorgeschriebene  Intervall 

i ^'  H"  ¥;  °i^^*  überschreiten.    Tritt  aber  das  Gegentheil 

^iii,  so  wird  man  zur  Vermeidung  von  Ungereimtheiten  dem 
L'Og'arithmus  von  s  ==^  u  —  vi  ein  Vielfaches  von  7t i  hinzu- 
'^ög'on  müssen  und  die  d^rin  enthaltene  ganze  Zahl  r  den 
^curlcommenden  Umständen  gemäss  bestimmen*);  den  Loga- 
ritihxnus  von  /:  +  -d-i  dagegen  wird  man  immer  in  der  ein- 
'».olisten  Gestalt 

lg  (A:  +  ^  0  =  i  lg  (Z:^  +•  ^^)  +  I  arc  tang  f 

**^^li.  vorstellen  dürfen. 

3.  Nicht  ganz  ohne  Interesse  dürfte  noch  die  Bemerkung 

cos  I  a* 


dass  die  beiden  Integrale    /  c'"*"' 

u 


'■  ^  '  sin  :  ^' 


dx  durch  eine 


JiÄoli  a  zwischen  den  Grenzen  0  und  «  ausgeführte  Integra- 
tioi^  der  früher  in  §.  99.  bewiesenen  Formeln 


^)  Die  beiden  oben  orwilhnten  Formen  für  Ig  ((ä))  können  in  die  eine 
lg  {{u—vi))  =-  ^  lg  {u^+v^)  —  I  arc  tg  ^  +  .V  Ä 1 

*w*amjnengefas8t  werden,  wo  für  M  entweder  ±2r,  oder  ±(2r+  1) 
***  'WülJen  ißt,  je  nachdem  man  m  >  0,  oder  m  ■<  0  hat. 

Zugleich  ersieht  man  hieraus,   dass  zur  Uerleitong  der  Beziehung 

u    '^^  tang  a  '^  die  nähere  Angabe  von  M  nicht  einmal  erforderlich  ist 

^  ^ass  die  Bestimmung  der  obigen  Integrationsconstanten  immer  in 
^^  ^angedeuteten  Weise  geschehen  kann.  Jedes  Multiplum  von  n  i 
^^^chne  man  nur  immer  durch  JMf. 
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OD      a' 


I  e    '"'  sin  (.r^)  dx  =  {l/27Cir-<'  '-'2  [cos  «  j/2  +  siu  a  ^^2 


0 

und 


CO      a^ 


fe   ''  cos  (x^)  ^o:  =  1^  f/23r  e?-«  '^  [cos  «  ^2  —  sin  «  f/  2) 

u 

gefundeu  werden   küuueu  uud  dass  folglich  umgekehrt  dies 
aus  jenen  durch  Differentiation  hervorgehen  müssen. 

In  der  That,  setzt  man  zunächst    -i==^\'y  so  bekomn 

man  leicht  die  Beziehungen 


00       a*  an 


j  e        sin  (.rO  //.r  =  j  e-^  sm  r ij    ^v  5 


0  0 

00      a'  CO 


Je'  ^  cos  (.r')  rf.r  =  J*'?-^'  «os  (^j)  «^, 


Ü  Ü 

Und  daher  wird  einerseits 


00  00 


Jäaje--  sin  (f.)  £,  rf.  =  ^ /•.-.' ,/.  Jsiu  (^I)  rf  (^ 

0         0  0  ü 

00  00 

=  i /*''""['  -  """^  (S)]  '^^  =  I  /^  -  i  /''^"  cos  (J)  rf. 
lind 

y  rforj  e--'  cos  (J)  ^,  dx  =  ^  j  c—'  sin  (^l)  rf^- 

Anderseits  aber  findet  man  durch   theilweise  Litegration  so 
fort  die  Gleichungen 


a 


innV'Z    -cosaj^ 


fe-  ^^  cos  «  j/2  ^«  =  e-" ''«  Bin«j-2    -  cos«r2  i 

0 
a 

0 
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Mithiü  hat  mau  jetzt  die  augenscheinlich   mit  den   frühern 
zusaimneufalleuden  Beziehungen 


00 


2.     If/jt-^i  Te— 'co8C^,W=|//«-:t^2«6-«*'«£??"'^2 


0 

und 

00 


3.  i^e-"  sin  (ß)  ä..  =  t  /2«  e-  ^^  -^/"^ 

0 

4.  Näherliegeud  als  vorhin  ist  jedoch  die  Ableitung  der 
Integrale  2.  und  3.  aus  den  Formeln  11.,  §.  106.,  IL 


0 

00 


u 

Berficksichtigt  man  z.  B.  bloss  die  erste  dieser  Gleichungen, 
was  ©JFenbar  genügt,  weil  ja  die  andere  durch  zweimalige 
Differentiation  nach  «  aus  jener  entspringt;  so  ergiebt  sich 
Dait    Benutzmig  der  sofort  durch  die  Euler  sehe  Formel 


00 

/^-'*  sin  ^x  .  o(f-^  dx  =  -       -     ^^ 

0 


^-'*  sin  ^x  .  er*-*  dx  =  -       -      .  sin  ß  ^' 
zu  rechtfertigenden  Gleichung 


OD 

=    /  e~^'^'  ^m  z  dz 


^^achst  die  Beziehung 


OD  OD 


y:^  /  ~  i«Xr    " ^  =  i7^  /  X  Bin2ax  dx  1  e-""  -  sni  z  dz 


0  0 

OD  00 


=  j-^  /  sin  z  dz  I  e-^*'  o:  sin  2aa:  «fo:. 

Nu  '^  " 

^   folgt  aus  der  Relation 
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0 

durch  Derivation  nach  a 


/  ^-=^'  cos  2ax  dx  =  ^j/^  e    ' 


*  a' 


/  C'^'xsin  2axdx  =  ^j/^ 


e        •  — . 

2 
0 


Mithin  wird  jetzt 


00  Go  00      a' 

_J_  /'sin  z  öfz  i*e-'-^\x  sin  2«a:</a:  =|  /V^  ^  dz, 


0  U  0 

d.  g.,  wenn    ^^  =  o;  gesetzt  wird, 


«  O'  00 


a     r       »  sin  z    ,  /*      ^»    •     /«"X    j 


2 

ü  Ü 

also  ist 


oo 


Jer-'^  Bin  (pj 


?*")  </x  =  i  ^«  fc-«  ^  sin  (a  j/2). 


§.  109. 


OD 


4.     Das  Integral  /  c*^'*  "^l  dx. 


—  X 


Die  meisten  von  den  in  §.  106.  vorgeführten  Integnd^^ 
bilden  oflFenbar  specielle  Falle  der  von  —  oo  bis  +  cx>  int^ 

grirten  rationalen   Brüche   von  der  Form  ^pr,    in  welche 

die  beiden  zu  einander  primen  Polynome  (p{x)  und  /"(x)  b^ 
ziehungsweise  vom  m'^"  und  n'*'"  Grade  sein  sollen,  wenn  dc^ 
Zähler  q)(x)  dieser  Brüche  mit  einer  der  Functionen  Sinm^ 
oder  Cosinus  durch  Multiplication  verbunden  ist,  vorausgesefa^ 
natürlich;  dass  solche  Integralformen  überhaupt  gebildet  we^ 
den  dürfen.  Dies  nun  ist^  wie  aus  unseni  frühem  Erörti^ 
rungen  über  die  Integration  der  gebrochenen  Function^ 
zwischen  den  Grenzen  +  <x>  sofort  erhellt,  im  Allgemein^ 
immer,  aber  nur  dann  möghch,  wenn 
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erstens    die  Wurzeln    von    f{x)  sämmtlish    complex    oder 

rein  imaginär  sind  und  wenn 
zweitens  der  Grad  des  Polynomes  (p{x)  kleiner,    als  der 

von  f{pc)  ist.*) 
Im  Vergleich   zu   der  Integration   der    nicht   mit  Sinus 

oder  Cosinus  multiplicirten  Brüche  »ypr  "aber  findet  jetzt  der 

Unterschied  Statt,  dass  nicht  wie  bei  diesen  der  Zähler  tp  {x) 
t^inen  mindestens  um  zwei  Einheiten  niedrigeren  Grad  be- 
sitzen muss,  als  der  Nenner  f{x).    Denn  schreiben  wfr  wieder 

^w^ie  damals  77^=  a;'""'*  ^  (x),  so  entstehen  jetzt  die  Integral- 

Toriuen  /  ^"'^  ^{x)^^^  \^x\  dx,  wo  d^  coustant,  und  folg- 
Kch  ist 

/  x^-"*  tl^ix)  **"'  j  ^x  (ix  =  R  I  .c«--  ^"^  \^x  .  (!x. 
J  CO8*  J  cosL 

p  p 

i 

^^n  den  Integralen  1  o:*"""  ***"  |  ^x  dx  aber  wissen  wir,  dass 

J  cos  I 

p 

*)  Bezeichnet  ,T^a  eine  solche  einfache  Wurzel  von/'(j?)=0,  fiir 
Welche  entweder  der  Cosinus,    oder  Sinus  ebenfalls  verschwindet,    so 

30 

^ii'd  das  entsprechende  Integral  nicht  sinnlos.    Z.  B.    I  ^^^  ^  dx  ist 

,/   ar  —  r* 

.  —  » 

*^nt  ohne  Bedeutung,  wenn  ^  einem  beliebigen  ungeraden  Vielfachen 

^  -  gleich  ist.    Man  hat  unter  dieser  Voraussetzung  in  der  'J'hat 


von    ^ 


n  j'  \  tl.r 

*-  -^        —         -  sni  '     '      =  ( .    I )*^^ '  - 

r  2  r 


x^  —  r' 


^^iehe  §.  10«.  II.  Annierkg.  1).    Ebenso  gehört 


X 

*8in  d'x   (l,v        n 


i    Bin  vx    (Lv W  I  —r^\ 


—  X 


*^''  her.    Formen  dieser  Art  wollen  wir  indess  von  unserer  Betrach- 
^**W  auBgchHessen. 


si(.'  mit   waclist'iRk'iii   />  uinl  7    dtT  (ueiize  Null    sich    iillheri  1  <. 
soiVni  m        n  <  0,    also  m  <  //  ist.     Zu    bemerken    ist   fibiri- 
geiis  hierbei,  diiss  beliuis  Auweiiduiig  des  ^liixiiuum-Miiiiiuun^  x 
»Satzes    die  Grössen   p  und  q    in    der  Weise   des    §.    G6.    ^ 
wählen  sind. 

Im   Gegensatz    zu    unserer  ehemaligen  Betrachtung  d 

Brüche    .;—!  wollen  wir  jetzt  noch  annehmen,  dass  eine  W 

zel  a  von  f{x)  auch  wiederholt  vorkommen  kann,  dass  al 

bei  der  Zerlegung  von  j^  in  Partialbrüche  Nenner  von 

Form  {x — «)"  erscheinen  dürfen.    Stelleu  wir  nun  die  beid 

I 


ntecfrale  i  ^J^-{  cos  ex  dx  und  /  ^/ ,   sin  ex  dx.  in  denen 

—  ao  —  30 

statt  der  Constanten  0"  gewählt  ist,  in  der  einen  schon  v( 


OD 


r(  ^)  ^^^  ^"^  ^"^  ^^'5  *^ 


— 00 


ducirt  sich  die  Untersuchung  derselben  auf  die  lutegratio 

A  e^"^ 

eines    Ausdruckes    von   der   Form dx  oder   einfache 


qo 


.     Wir  gewinnen  also  das  Integral/ , 

{x—af  J    {x—iL^pff 


wei 


« 


a  =  ft  +  i//  gesetzt  wird,  wo  ^i   auch  den  Werth  Null 
sitzen  darf.     Durch  die  Substitution  x  —  yL  =  x    aber  gei 
das  vorhergehende  Integral  in  das  folgende  über: 


y 


00 


%r(.r+^)^rf^. 


{x-vxf    ' 

an  dessen  Statt  wir  einfach  das  Integral 


—   T> 


00 


/*  e"'  dx 

J     (.v-vi)" 

—  00 


setzen  dürfen,  weil  wesentlich  nur  die  Form  des  resultireudei 
Integrales  Interesse  für  uns  hat.     Diese  letztere  Darstdlimg«-' 

*)  Journal  de  IVcolc  polyt.,  cah.  1*.),  p.  578. 
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weise  unserer  Aufgabe  aber  erinnert  uns  lebhaft  au  die  frü- 
Gleichung 


/ 


«<•*•■  d^  0.r<0 


—  00  r(fl) 

mit;     deren  HQlfe  wir   bekanntlich  zuerst  die   Keniitniss  der 
L«Af>lace sehen  Integrale    1      , ^ ,    ^    ,     I     ^,,^s  ^/^   uns    er- 


oo  —  x> 


L.  Es  liegt  daher  der  üedanke  sehr  nahe,  die  er- 
w^ahüte  Beziehung  auch  jetzt  zu  verwerihen.  Und  in  der 
Tl:i£i,t;,  beachten  wir,  dass  {x — vi)'*  =  (—  /)"  {v-^-xi)",  so  folgt 
sog-löch  die  Relation 


oo  —  CD 


sciichnet  mithin   v  eine  positive  Grösse,    so   ist  hierdurch 


30 


dl. 


IFransformation  des  Integrales  /  -  als  beendigt  an- 

J     (a;— vi)' 


CO 


len  und  folglich  die  Anwendung  des  obigen  Satzes  sofort 
Für   ein    negatives  v  hingegen   ist  das   Integral 


jcxi  I 

-    ^   iiüchmalä  umzulbmicii,  uiinilicli  in  der  (iestfllt 
xi)-  ' 


da 


(-1)-  /  '"'".-  =  (-1)"  f  "-''"'i- 

—    X  » 

^-^stellen. 

^U8    der    vorliegenden  Untersuchung    ergiebt  sich  nun 


o 


oo 


"bar  der  Satz,  dass  ein  Integral  von  der  Form  /  (f"^*  %;^  dx 

-30 

auf  die  Zahlen  ä  und  e  zurückgeführt  werden  kann. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  in  §.  1()6.  betrachteten  Inte- 
^>.     Um  aber  einige  Fälle  wenigstens  vorzuführen,  wollen 
die  dort  entwickelten  Integrale 


/ 
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ao  ao 

^coBQ'xdx «    —r^l+J^       j   i*oc%m29'xdx «      »VT  ' 

0 

WO  *&  positiv  sein  soll,  nochmals  in  Betracht  ziehen. 

Augenblicklich  ergiebt  sich  nun,  wenn  wir  zuvS 
das  erstere  Integral  erörtern,  dass  x  =  '^ri  die  Wi 
des  Polynomes  f{x)  darstellen.  Die  Theilintegrale,  m 
wir  mithin  jetzt  zu  betrachten  haben,  sind  offenba 
folgenden  • 

OD  CO 


TfÜi^  und    /'fÜ-^ 

J   {x±ri)^  J    x±ri  ' 


QO  —  00 


Nun  zeigt  aber  die  vorhergehende  Entwicklung,  dass  \ 
der  Beziehungen 

^        V    (-r+xty—       J     (r+xi)^    —  ^V       r+xi      *= 

—  00  —  QO  —  oo 


nur  die  beiden  Integrale 

J    (j?— n)  J  (r+art)* 

—  oo  —  QO 


und 


00  OD 


—  QO  —  JO 


für   unsere  Untersuchung  Bedeutuug   haben.    Bei    der 
legung  des   Bruches  7-54-5^1   in  Partialbrüche  brauchen 

daher  auch  bloss  die  beiden  Glieder 

A     ^ 1_       1 ^j     A,    ^ {_      1 

{x — ri)*  4r*  (x — n*)*  a: — n  4r*a:  —  ri 

ZU  berücksichtigen.     Dies  aber  führt  uns  auf  den  Ausdr 

r.e»"  dx 1_    Ce^'*  rfx    _     .       Ce»"  dx 

J  (»•>+;•»)«  4  r»  J    (a— n)«  4  >■  »J     •«—»•«" 

CO  »  —    QO 

~4t-«^        ^  4H    ^  2l*^  ^^^^ 

und  donuiiU'li  ist  wie  früher 
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CO 


/C08  ^x  dx  n  <^  n   I  ^Ä\ 

0 


Betrachten  wir  jetzt  das  Integral    i  ^""      ^  dx. 

Die  Wurzeln  des  Polynomes  f{x)  =  o;*  +  1  werden  hier 
bekanntlich  durch  die  Ausdrücke 

+—4  I  n    \     *    •      n 
e        =  +  cos  —  +  '  sin   ~ 

Vorgestellt,  und  demnach  heissen  die  Coefficienteu  der  Theil- 
brOche 

^1  =  4^=i  [cos  (~  ^^'^)+/sin(-  ^^]  =  -  i, 

^2  —   4  7   ^3  —    4  >    -^4  —  4  • 

Dax^ias  folgt 

f       a?«+l  4/  «..«»4/  «,^.w 

e/  ,  /    ic — 008— — ißin—        ,  /    a;— C08— +f8in  — 


00  00 


4/  «..w  4/  w,..w' 

^    a?+C08j — tarn—  ^    jH-coB-+»ain-T- 


•Nun  ist 


~  00  *  '  —  00 


OD  OD 


]K..3f  /  ,     .      It  /  .31,. 

a?-~C08-7 — «sin  —      . /  X  —  i  am  —  . /  sin  —  +  .r  i 


4 

—  00  *■  —  cfj 

00 


—  00 


^^  das  erste  Glied  im  vorhergehenden  Ausdrucke 

OD 

/         g^^"^'  dx  _  «  ^^Yi  ^-.-^/^T 

./    X — cos- — isin- 
*^  4*4 


—  00 


und 


00 


if: 


e^^'^dx  i» 


,        w       .  .    «      4  2  ' 

a?+C08— — t8ln  — 
die   beiden    «indem  Integrale   dagegen. sind  der  Null  gleich. 
Daher  wird  schliesslich 

J   &'  + 

—  oo 

und 


sifjri  j  _  


*a:  sin  2&a:  da:        ^>    /  *.t  sin  2  -O"  a- 


Ja:  Bin  2'9'a?  rfj?         ^    /  .T8in2^a'    ,  «» l-'T     •      «.  ,/15 

^  +  ,       =^J     ^, :^ j  ^/a;  =  ««--*'*  8111  *>^. 


oc  0 


§.  110. 
5.    Uas  Diriehlet'sche  Integral 


/ 


CO 

-''^'d»  1  1  «    .^    1 


(p+»'){k+»ir  {fc,+mr  (*,+^o'"       '    (*+o*(*i-w 


— » 


Im  vierten  Bande  des  Orelle'schen  Journals  für  reine  und 
angewandte  Mathematik  hat  Dirichlet  die  Wissenschaft  mit 
einem  Integrale  bereichert,  das  eine  Fülle  von  einzelnen 
Resultaten  in  sich  begreift,  wie  sie  nur  wenigen  Int^ralen 
zukommt.  Mit  der  Bildung  dieses  Integi*ales  wollen  wir  uns' 
jetzt  beschäftigen,  beschränken  aber  dabei  im  Einklang  mit 
den  bisherigen  Betrachtungen  die  Werthe  gewisser  üonstanten 
vorerst  auf  das  Gebiet  der  reellen  Grössen. 

Bezeichnen  /  und  c  positive  (-onstanten,   so  gelten  be- 
kanntlich die  Beziehungen 


oo 


/*C08  c-O"    ,«>         «       /..         1      /"»in  r-ö"  j^        .. 

—  CO  —  r 

aus  deren  Combination  sofort  die  neu(»  Gleichunsr 


n 

30 


~c»'  ffQ.         n 


—    X/ 
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entspringt.  Sie  besitzt,  wie  man  sieht ,  die  Eigenthümlichkeit, 
dass  die  positive  Grosse  c  einerseits  im  reellen,  andererseits 
hingegen  im  imaginären  Exponenten  erscheint.  Und  gerade 
diese  besondere  Eigenschaft  unserer  Relation  ist  von  ausser- 
ordentlicher Tragweite.  Denn  multipliciren  wir  die  früher 
bewiesene  Euler'sche  Gleichung 


QO 


2.  /'e-(*+»Ox  yf-i  dx  =      ^^"^     *) 


0 


Äiit  -^ttm^  '^^  integriren  wir  hierauf  zwischen  den  Grenzen 
—  oo  und  +  oo,  so  bekonmien  wir  das  Integral 

—  CO  Ü  — « 

aus    clem  nun  vermöge  der  in  1.  ausgedrückten  Beziehung 

CO 

—  « 

uiÄcl     folglich  nach  einigen  leichten  Reductionen  die  Formel 


QO 


3.  /       «""''•  <'» «.^-/c       1 


/ 

—  CO 


('•+^*)(*+^tr     '        (*+o' 


^^•^^öt    Diese  aber  zeigt  den  nämlichen  Charakter  wie  Glei- 
^^^^  1.,  und  daher  können  wir  augenscheinlich  den  vorhin 
■^  S'^wendeten  Process  von  neuem  vollziehen.    Sind  demnach  k^ 


'^'""    fl|  wie  oben  k  und  a  positive  Grössen,  so  entspringt  aus  2. 


0 

r(«)/ 


CO 


—  CO 


0  — oo 


^  Jn  derselben  ist  —  um  es  hier  nochmals  mit  Nachdruck  bervor- 

a 

^^^^^^i-ben  —  bekanntUch  (k  +  ^t)"«  =  (*«+^)"  '^  e"^,  wo 

****^   arc  tang  -r  zwischen  +  s~  ^"^   ~"  s"  '*^^*^*  befindet.  (Vergl.  §.G2,7I). 

,  bettimmte  Integrale.  2*2 
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und  (lies  giebt  wegen 


J 


'%-«■+')*•■  rf^      _«,-/,H.., 


(/»+*«)  (*,+4^.r     '  (*i+o"' 


—  X 


also 

CD  QO 


0  —OD  0 

die  Beziehung 


CO 


—  X 

Wie  man  aber  in  dieser  Weise  weiter  gehen  kann^  leuchtet 
unmittelbar  ein.  Bezeichnen  somit  ausser  c  auch/,  k,  A,,  ...; 
u,  fiy,  .  ,  .  positive  Constanten:  so  besteht  die  Gleichung 


X 


J    ^+^*     {k+Q^if    (A-,+^t)*'     (kt+»ip 


—  X 


=  ?!.  ^-'^ 


Sic  bleibt  selbst  dann  noch  in  Kraft,  wenn  die  Con- 
stauten  /,  A-,  .  .  .  ;  a,  a^  .  .  .  solche  complexen  Werthe  erhalten, 
deren  reelle  Theile  positiv  sind.  Denn  unter  dieser  Voraus- 
setzung ergiebt  sich  zunächst  aus  den  Betrachtungen  des 
§.  lOG.,  dass  Gleichung  1.  fortbesteht.  Und  ein  Bhck  auf  die 
Beziehung 

r(«  +  ßi)  =fe'-^  a:*H-/*'-i  ^x 
=fe-'  a-«-^  Icos  03  lg  a;)  +  i  sin  (/3  lg  a;)]  dx*) 

0 

lehrt,  dass  für  a  >  0  das  Argument  a  der  Function  r{ti) 
durch  die  complexe  Grösse  a  +  /*'  ersetzt  werden  darf.  Mit- 
hin ist  bloss  der  Nachweis  von  der  Uichtigkeit  der  Gleichung  2. 
unter  der  über  die  Natur  der  Constauten  a  gemacliteu  An- 
)iahme  noch  zu  liefern.    Dies  aber  erfordert  nur  eine  Wioder- 

*)  Vergleiche  Caucby.«  Algebraische  Analysis.    S.  220. 
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holuiig  des  frühem  für  eiu  reelles  a  befolgten  Gedankenganges. 
Schreibt  mau  nun  anstatt  der  beliebigen  Grösse  -O*  -d^,  +  x, 
wo  4^,  und  X  irgend  welche  reellen  Grössen  bedeuten ;  so  wird; 
wenn  man  in  Ar  +  O"!  =  A:  +  xi  +  ^i '*  einfach  k  statt  k-^ii 
setzt;  wieder  die  Beziehung  gelten 

na) 


^  (^'  +  »iir 


^H^i»>  x"~^  dx  = 


Von  den  zahllosen  Folgerungen,  welche  die  Gleichung  I. 
g'estattet,  hat  Dirichlet  selbst  eine  sehr  fruchtbare  angezeigt. 
Man  gelangt  zu  ihr  durch  folgende  Betrachtung. 

Sei  h  entweder  eine  positive  Zahl  >  1 ,  oder  eine  com- 
J^I exe  Grösse,  deren  reeller  Theil  die  positive  Eins  überschreitet; 
alsdnnn  wird  immer  der  reelle  Bestandtheil  von 

lg  (Ä  +  yi)  -  i  lg  (A^  +  y'')  +  i  arc  taug  f 

Positiv  sein.     Denn  setzt  man  ä  =  w  -f-  w/,  wo  also  w  >  1 
^^^^^   soll,  so  vidrd 

's  Ca  +yi)=lg[»i  +  (n+y)i]=ilg[m^  +  (ri+yn  +  /arctang|, 

^^^    in  diesem  Ausdrucke  kann  ^*^  +  ('J  +  y)^  niemals  kleiner, 
^■^    die  positive  Zahl  w^  >  1  werden*).  —  In  dem  integrale  2. 
11  man  daher  die  complexe  Grösse  X-j-O"!  durch  lg  (A  +  ^O 
zen.    In  diesem  Falle  aber  besitzt  Gleichung  2.  die  Gestalt 


k 


(1. 


J  [lg  (Ä  +  »Ol 


00 


x^^^  dx  r(b) 


X  ri« /j.    I       ^\^by 


[h  +  yiT        [l&(Ä  +  .yO] 


l 


,    ,  *)  Die  vorkommendei]  Logarithmen  complexer  Grössen  w  +  *'*  »^i»^! 

^^'^     zur    Vermeidung    von    Zweideutigkeiten    immer    in    der    (icstalt 

v^)  +  i^,  WO  '^  =  arc  tang  —  zwischen  —  —  und  +  5"   li<^J<^  "'^^  '" 

^odni  der  complexen  Grösse  u  -{-  vi  ist,  zu  nehmen.    Unter  dieser 
^**hine  stellt  also  eine  Grösse  von  der  Form  («  +  »O*"  ^cn  Ausdruck 
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wenn  b  statt  a  geschrieben  wird,  wo  natürlich  b  entweder 
positiv  y  oder  —  für  den  Fall  eines  complexen  Werthes  von 
b  —  der  reelle  Theil  desselben  >  0  ist. 

Indem  man  nun  die  letztere  Beziehung  durch  den  Aus- 
druck 

e-^'         1  1  .  * 


^  +  y*{k  +  ytr     (k,  +  yir 

in  welchem  die  Grössen  c,  l,  k,  ,  ,  ,  ;  a y  a^^  .  .  .  Gonstanten 
der  oben  genannten  Art  bedeuten,  multiplicirt  und  hieranf 
von  y  =  —  oo  bisy  =  +oo  integrirt,  erhält  man  die  Re- 
lation 


OO  CO 


C  a* -•  dx  r    C^^  — i "-— — "-^1 

J  L  J  **+*'(*  +  »'•)"(*,  +  vi)"        (A  +  yO'J 


0  —00 


=  nu)  C  '"'-  —' ^ ^ 

^'  J     P  +  y'  {k  +  yO"     (A,  +  yi)"  [Ig  (A  +  yOl» 


00 


Und   berücksichtigt   mau,    was   wegen    des   positiven  x   ge- 
schehen kann,  jetzt  die  Gleichung  I.,  so  folgt,  dass 


/ 


—  OD 


f'+  .'/'  (k  +  yiT  '  (k'+  'yi)"  '  (A,  +  yi)'"  '"     ^ 


n        ,.  1 

ft—lC    . 


/       (h  +  If  (*  +  /)« (&,  +  /)". . . . ' 

also  der  h'nkc  Theil  der  vorhergehenden  Gleichuug  mit 


X 


1  rj'-'^  dj 

0 


gleichbedeutend  ist.    Nun  findet  aber  die  Beziehung  Statt 


0 

und  demnach  wird 


OD 

J     (^  + 


x^^  dx  rill) 

(h  +  lf  ~  [Ig  {/,  +  0]*' 
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00 

/ey»^  j^  1 

'*+»'(*+j,.r"(*,+.v.r' 


00 


[ig(A  +  yO)' 


—  » 


^,-/._  1  1 


Auf  diese  Relatiou  gestützt  aber  lässt  sich  wieder  eiue  andere, 

•  .    ^                       1                             1 
in  der  die  zwei  Factoren  r  und r-   vor- 

kommen,  dadurch  aus  Gleichung  4.  ableiten,  dass  man  in  ihr 
statt  b  und  h  respective  ^j  und  h^  schreibt,  dieselbe  mit  dem 
Ausdrucke  unter  dem  Integralzeichen  in  der  zuletzt  gewon- 
neuen  Gleichung  multiplicirt  und  hierauf  wieder  von  y  =  —  oo 
bis  y  =s  -)-  cx>  integrirt.  So  nämlich  gewinnt  man  zunächst 
die  Beziehung 


/  x^^-^dx  r 


eo 

-^'      11  11. 


4)  —  » 

^r(b)  r^      ^ - —~ ~ d, 

^  ^'J  /•+»'   (H-yO"   (*,+y«r'     [lg(H-yO]*   [lg(A,+i^O]*'    " 

—  10 

oo 

Jte~'"  1  1  1  rx''<~^dx 


1_  1 /*?*'""* '?f 

\-l)''il'i+l)'""'J     (*.  +  ')•" 


0 


d.  g.  nach  einer  leichten  Reduction 


n+y*  Uk+yir'  (k^+yir  '  '  J   [lg(Ä+y«-)]*  [lg(A,+i^')]*«  ^^ 


« 


=  -^-^^ 


Und  vollzieht  man  diesen  Process  immer  von  neuem,  so  erhält 
man  die  Dirichlet'sche  Formel 

oo 

II.  /'«"**'  r L *  _  . . .]  r__j i y, 


»«-'*  1  1 


'       (*+0"  (*.+0"' . . .    [lg(A+/,]*llg^/.,+0  ]*■...' 


in  der  also  c  positiv  ist  und  I;  a,  a,  .  .  .  ;  b,b,  .  ■  .;  h,hi  . .  ~  \ 
k ,  k\  .  .  .  entweder  positiv  reelle,  >»iler  solche  complesen  CaK:>- 
stanten  bözeichiieii ,  deren  reelle  Theile  eu  den  p<»itivt--  Ji 
Grössen  geböten  und  für  die  Reihe  A,  A, ,  .  .  .  grosser,  als  d:Se 
Einheit  sind. 

Als  ein  sehr  specieller  Fall  der  Formel  I.   möge  das  I^:^i- 
tegral 


/' 


angeführt  werden;  dasselbe  folgt  leicht  aus  Gleicbuug  3.,  n 
man  (  =  k  und  a  der  ganzen  Zahl  2n  gleichsetzt. 


§.  m. 

H,   Ableitung  einiger  allgemeinen  Integrairormen  nltteUt 
Integration  der  Reihe  ^x)  =  Zu,  x'. 

0 

Zur  Ergänzung  der  bisjetzt  vorgetragenen  Lehren  lassest-  '" 
wir  in  diesem  und  den  Paragraphen  112.  und  113.  noch  einigr'S?^ 
Theoreme  folgen ,  die  an  sich  interessant  sind  und  iu  manchei«^  *" 
Fallen  nicht  ohne  Nutzen  heim  Aufsuchen  des  Werthes  vor"^^' 
gelegter  Integriilformeu  sein  werden.  Wir  beginnen  zu  denn**"" 
Behufe  mit  folgender  Betrachtung. 

I.    Sei  f{x)  eine  solche  Function  von  x,  fdr  welche  immer* ^^^ 
die  Gleichung 

1.  f{x)  =  ./„  +  a,x  +  a-,x'-  +  a,j^  +  .  .  . 

Htatt  findet,  mag  die  Reihe  endlich  sein,  oder  mag  sie  zu  den  *-* 
unendlichen  convergirendeu  Reihen  gehören.   Die  CoefBcienteii  ** 
iif,,  11^,  .  .  .  werden  dabei  als  reelle  Grössen  angesehen. 
i:>etzen  wir  in  1.  die  Variabele  x  =  re*',  so  wird 

2.  firc»'")  =  a„  -I-  ,7, r  cos  0  +  n^r'  cos  2*  +  .  .  . 

+  ((«I  r  sin  *  -H  «,r'  sin  2*  +  .  .  .) 

Multiplicireu   wir  nun   diese  Gleichung  beziehungsweise  mit      ■*  * 

.i '-.   =.,  tmd   ri-j— O..I  wo  die  Constante  k  positiv  sein  soll,  und        ** 
«'  +  ff •  «'  -[-  tf "  '  ' 

integriren  wir  hierauf  zwischen  den  Grenzen  —  ao  und  +  tx;  * 

so  entspringen  mit  Rücksicht  auf  die  Laplace'schen  Int^;rale 
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OD 


J'j^''+~t^^='i'''-'''  c>0  und  J''^f^f,d»=«e-'",r>0, 


—  » 


soMTie  mit  Beachtung  der  oviileuteu  Beziehungen 

OD  OC 

iincl    der  Gleichung  1.  die  Relationen 


oo 


y  -  ^  «  -  ^  f'4^  «  -  f  /(^  o , 


OD 

OO 


O^  1  —00 

A^n^elererseits   aber   ist,   wenn   wir   die  Summen   der  Reihen 

^r^cosn-d"  und  l^anT"  sin  nO"  bezüglich  durch  die  reellen 
"  1 

^^^^»xctionen  ^>{ry%)  und  i>{ry%)  von  r  und  -ö-  bezeichnen, 
Und  daher  wird  nunmehr 

^Ut*r  einfacher 

^^i^eibt  man  in  der  letzten  Beziehung  k  =  0,  so  ergiebt  sich 
**     folglich  ist  auch 

0 

Sei  beispielsweise  f(x)  =  lg  (1  +  r);  alsdann  lässt  sich, 


solange  r^  <  1 ,  der  Logarithmus  von  1  +  ^  in  eine  conver- 
girende  Reihe  entwickeln,  und  demnach  gelten,  weil  hier 

lg  (l  +  re^O  =  lg  (1  +  r  cos  ^  +  ri  sin  9) 
=  i  lg  [l  +  2r  cos  ^  4-  r2]  +  i  arc  tang  j^'^^-^ 
ist;  die  Beziehungen 


j 

u 


•lg(. +_^^0B*+^  rf^  =  ",  lg  (l  +  r.-*) 


und 


CD 

d  arc  tang  .   ^  °^"  ^  ^    '^^ 


!t-;r*-    ='lg(l  +  re-*), 


/fc»  +  -^« 


r  sin  9' 
+  r  008  0"  ^^  ^1^      1  -|-  r 


Aus  der  erstem  dieser  Formeln  lasst  sich  leicht  der  Fall  r  >  1 
entwickeln.    Denn  schreibt  man  in  der  genai^n  Gleichung 

jetzt       statt  r,  so  kommt  nach  einer  einfachen  Beduetion 


r 

30 


IL  Multipliciren  wir  die  Reihen  g?(r,  d")  und  ^(r,  d) 
beziehlich  durch  cob  pd^  und  sin  pO^,  wo  p  irgend  eine  der 
Zahlen  1,  2^  3,  ...  n  bedeutet,  und  iutegriren  wir  alsdann 
zwischen  den  Grenzen  9  =  0  und  9  =  tc\  so  folgt  mit  Be- 
achtung der  in  §.  92.  erwähnten  Beziehungen 

n  n 

I  cospd'cosnd'  d9  =  0f^  und    /  sin  p'9-sinnd  .^#«»0/* 

0  0 

je  nachdem  n  und  p  verschieden,  oder  gleich  sind, 


J 


rST'    )  +  f^^m  cos  p»d»  =  la,rP 

ü 
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n 


J 


ÜL£:L-lt.''Zn  Bin p»d»=^l  a,  r». 

2t  ^ 


Wie  man  sieht,  ist  dies  eigentlich  nur  eine  Erweiterung 
d€^]r  firüher  in  §.  95.  gegebenen  Lehren  über  die  Coefficienten- 
bc^stimmung  in  den  Sinus-  und  Cosiuusreihen  für  den  Fall, 
dcLss  diese  bloss  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  be- 
stehen. 

Als  Beispiel  wollen  wir  wieder  die  Function  lg  (l-j-o;)  nehmen. 
V'ennöge  der  ersten  Formel  erhalten  wir  alsdann  für  r^  <  1 
'iiid  P  >  0  die  Beziehung 

/  Ig  (l+2r  cos  «•+  r')  cos  pO-  dd^  =  7trP(tp  =  jtrP  f+  -\ , 

m 

J^  nachdem  nämlich  p  ungerade^  oder  gerade  ist.  Auch  für 
P  ==  0  bleibt  die  Formel  in  Kraft,  weil  in  diesem  Falle  a^ 
^^it   ;Nu11  zusammenföUt. 

Wird  r  >  1,  so  setze  man  wieder        statt  r;   dadurch 

totuxnt 

Jlg{l+2rcoH»+r')cosp»d»  =  \  l^JX,'  1  =  0"). 

U 

III.    Die  in  §.  78.  entwickelte  mid  selbst  für  p  =  0  noch 
fiPÜltig  bleibende  Gleichung  S'». 


so 


cos  pipd9-  n  ,  L  ^ 

*^^  —  ,  ^  =  arc  tang  -r 


"^^^J^mt  für  /  =  --,  ;t  =  1  die  Gestalt 


cos  pyt  rfd  TT   /    t/ \  p 

Und  hieraus  folgt,  wenn  man  0*=  tang  ^  setzt, 
«  n 

?  « 

COSp^  008 


\  +  q^ 


\%^  ^  dip /*C08  'ipP  coü  p^  dtlf  n_/^     q    \P 


*)  Vergleiche;§.  4,  3. 
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Reaclitet  man  aber,  ikss  2  cos  tK  cos  /> ifi  mit 

(cos  0  ey-y  +  (cos  t  c-v)p 
identisch  iet,  so  hat  maii  sofort  die  Beziehiiiif^ 


(?" 


^  =  '-U)'- 


Nun  seien  in  Gleichung  1.  fQr  x  nach  und  nach  die  Wertes 
X  —  coB  ^e^'  und  a:  ^  cos  ^e-f'  gesetzt;  alsdann  ergiebt  sich, 
wenu  inau  die  beiden  hieraus  entstehenden  Reihen  durch  A^ 
ditiou  verbindet,    darauf  das   Resultat  mit  - 


rf« 


multiplicirt  und  endlich  zwischen  den  Grenzen  0  and  '     ior 
iegrirt, 


ß 


COB  <{r'  +  (/■'  Bin  if 


q  2^"'  \q+l)  =  7  ^(.H-  »  >'  ' 


also  für  o  =  1 


//•o 


[cos  01-*')  +  /(cos  ^e-""-)  I rfiA  =  »/•( J). 

Setzt  man  beispielsweise  mit  Serret*),   von    dem   di* 
Formehi  zuerst  bewiesen  sind, 

f{x)  =  e^"  und  2ii)  =  9',  (ffl  ^  const), 


J       C08--      +, 


*)  Lioiivillc  .Toumal.    T,  8,  p.  4S9  etc.    Siir  qnclquci  formale«  rel»*' 

n  iL  U  tliOoriü  dce  intÜRrulcfl  Kiilericnnua. 
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4 


%"'"»»  COB  (,«  Bin  »)  ^^_  »  /«•  l+I 
C08-^-.     +^«8m-  ' 


d,  wenn  q^\^ 

/^co8^  cos  (»I  sin  ^)  Af-^  =  ;r*). 

§.  112. 
7.   Lionville'schcs  Theorem. 

Bezeichnet  a   eine    positive  Constante  und  /(-  +  —) 

16  solche^  übrigens  beliebige  Function  von  x^  dass  die  beiden 
tegrale 


30  OO 


0  0 

^Q  Sinn  behalten:  so  besteht  nach  Liouville  die  bemerkeus- 
rthe  Gleichung 

P  =  Q  log  «**). 

^  der  grössten  Leichtigke  t  lässt  sich  die  Wahrheit  derselben 
fch  das  in  §.  23.,  IL   beobachtete  Verfahren  nachweisen. 

der  That;  sei  -  +  -  =  y,  so  wird  für  o;  =  0  und  o;  =  cx> 

neue  Veränderliche  y  =  oo.  Es  findet  daher  zwischen 
sen  beiden  Grenzwerthen  von  y  ein  Minimum  =  2  Statt. 
U  ist 

l    daher  bat  man 


*)  Vergleiche  §.  95.,  ül.  5. 

'*)  Liouville  Journal.   Aug.  1869;  i>.  300-301.    Extrait  d*unc  lettre 
2B8^  ä  M.  Besguc  par  Liouville. 
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OD 
00 


2 


oder  durch  Vereinfachung 


ao 


+  />(y)^^  lg  [  (U  -  i  /y*  -  4)  (i  y  +  i  ;/^»—  4)1 


QO 


=  2  log  «/>(,)  ^^ 


V         ^ 


UUlI 

'.'  -  //(*.  +  J)  'f  -  ^>)  ^!^v 

0  2 

mithin  ist,  wie  zu  zeigen  verlangt  wird ,  r  =  ()  log  a. 

Einfacher  als  vorhin  führt  jedoch  die  Anwendung 
Substitution  log  x:=u  -{-lg  a,  d.  i.  x  =  ae"  zum  Beweise 
Liouville'schen   Theoremes.     Auf  diesem    Wege   erhält   ni 
nämlich  sofort 


o 

OD 


+  log  a  /V(e"  +  «-")  du 


—  cc 


d.  h. ,  weil  f(e"  +  t'~'')-w  eine  ungerade  Function  von  u  i-^^ 

4-« 

und  demnach  7/ (<*"  +  ^*~")  ^  ^w  verschwindet, 
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GO  00 


P=J'r  (f  +  f )  loK  X  ^  =  log  aj'ae-  +  e-")  du 


—  00 


OD 


0  —  00 

Dieser  letztere  Ge<Iankengang  ist  aber  noch  mit  dem  aii- 
m  Vortheil  verknüpft,  sogleich  ersichtlich  zu  machen,  dass 
ch 


00  CO 


/^(f-|)lo«-t=lo««//-(7-|)¥ 


0  0 


in  muss,  wenn  // -  —  ~  j  zu  den  geraden  Functionen  von 

gehört. 
Bezeichnet  dagegen  /*(-  —  —  J   eine  ungerade  t\inction 

u  o:,  so  muss  für  das  Stattfinden  der  Liouville'schcn  Rela- 
xe /  mit  einer  andern  ungeraden  Function  (p  von  x,  also 

f  den  einfachsten  Fall  mit  -  +  —  durch  Multiplication  ver- 

a   —  X  *^ 

iiden  sein.    Alsdann  besteht  wieder  die  Gleichung 


i^lich  immer  unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung, 

^  die  Integrale  nicht  sinnlos  werden. 

Führt  man  in  die  vorstehenden  Integrale  statt  x  die  neue 

i_ 

^nderliche  y  =i  x"  ein,  so  zeigt  sich  sofort,  dass 


•  0 

1 9  wenn  /*  eine  gerade  Function  ausdrückt,  auch 

OO  00 

/*j./x^           a\\y:x(ix          1  ,  C  r  ( x**          «  \  ''•'■ 
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Beispiel.    Der  in  §.  99.  bewiesenen  Gleichung  9.  zafol^ 
besteht  die  Beziehung 


0 


^-(^+"^).^-i^.r  =  2r(^_H 


Ob 


«].  g.  f flr  ft  =  —  ^ 


-  (5+1)  ''^ 


00 


OD 


OD 


/ 


0  0 

Nun  ist  aber  nach  §.  75. 


J      V\+nW    ^     J       Vl+t^ 
0  u 


oo 


/*  COB  cd  d^ n  c^*~^  /*   _;j.^^    X    2         1  \M—\  g§ 


u 


iloninach  im  gegenwärtigen  Falle 


X 


/cos  2;/  rf// gr  .  2"     C -^-^    d 

0  1 

Mithin  gilt  weiter  die  Relation 

yV<5-^  log,  ^_^  _  i^'fftp.. 

0  1 


§.  113. 
8.   Canchy'sche  Formel •)• 

Sei  z  =  re^' ,  und  /*(r)  bezeichne  eine  solche  Funcii^^** 
von  z,  welche  nebst  ihrer  Derivirten  /'(z)  für  jeden  unfc^^ 
einer  gewissen  Grenze  R  befindlichen  Werth  des  Moduls  f^ 
endlich  und  continuirlich  bleibt  —  und  die  ausserdem  t^^* 
(konstant  bleibendem  Modul  für  O  =  a  und  -ö"  =  a  -f"  ^^  ^*' 
s(?lben  Werthe  erwirbt. 

Da  f{z)  eine  Function  von  r,  0  ausdrückt,  so  können 
ihre   partiellen   Ditferentialquoticnten    nach  r  und  %  bilde^^* 


*)  Vorgl.  die  Werke  vonMoigno,  Sturm  und  Scrrct  über  Infinite* i^ 
nialrochnung. 


—    3Ö1    - 
'  werden  dieaelbea  durch  folgende  Gleichungen  vor- 


=  '^-^fe  =  rwe*' 


df(t)  _ 

dr  dz    dr 

dnz)     df(t)  dz 


d»  ~   dz  d»      '  ^^        ' 


st 


dr  ri    d^ 


Bussetzung  gemäss  aber  sind  f{z)  und  f'{z)  endlich 
;ig;  so  lange  der  Modul  r  kleiner,  als  eine  gewisse 
H  bleibt;  Gleiches  muss  demnach  auch  von  den  par- 
►erivirteu  nach  r  und  -d-  gelten.  Daraus  folgt  weiter, 
Mm  man  die  letztere  Gleichung  in  Bezug  auf  r  zwi- 
n  Grenzen  0  und  r  integrirt,  das  entstehende  Resultat 
multiplicirt  und  hierauf  von  '9'  =  «  bis  '9'  =  a  +  2;r 
j  die  Beziehung  gilt 

a^in       r  r  <t+2jt 


a 

Über  die  Function  /  gemachten  Voraussetzung  zu- 
0. 
ch  Substitution  dieser  Werthe  in  1.  folgt  daher 


/rf*[A-2)-/(0)]  =  0, 


a 

an  a  =  0;  so  hat  man  noch 


0 
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und  für  tt  =  —  2jr  eiitaiiringt  leicht 


/"(0)=i^  jnre-^')d». 


Nimoit  man  lenier  an,  dass  f{z)  =  F{x  +  rr*')  iat,  w»  j 
eine  von  r  uiiabhäugigc  veränderliche  Gröaae  bezeichnet,  ta 
wird  für  z  ==  0  /"(O)  in  f  (x)  übergehen ,  und  man  erfaüU  tt»in 
die  Gleichungen 

I      .  r' 


F{x)  =  ^j'F{x  +  re<>')ü 


Sie  beweisen,  dass  jede  beliebige  Function  F{x)  einer  reell ^"^ 
udcr  imaginären  Veranderhchen  x  durch  ein  bestimmtes  f**' 
tegral  ersetzt  werden  kann,  wenn  die  Function  f  (3;  +  r«*'")  u**-*' 
ihre  Derivirte  für  alle  diejenigen  Werthe  von  re*',  deren  Mod«-*' 
kleiner,  als  eine  gewisse  Grenze  R  ist,  endlich  und  stet«^ 
bleiben  und  wenn  die  Werthe  der  Function  F{x  +  re*')  fÖ^ 
die  Argumente  %  und  ■&  -j-  2ä  dieselben  sind. 

Um  die  grosse  Brauchbarkeit  dieser  Formeln  dnrcb  eini^'^ 
Beispiele  zu  erläutern,  wollen  wir  /(z)  der  Reihe  nach  ii»i* 
^—,  c"",  lg(l — z)  identi&ciren. 

1.    Die  ii^inction  f{z)  =  .^^.,    sowie    ihre     Derivir*^ 

/'(*)=  '{'i-~v  wcrdß"  ^  z  =  l  unendlich,  was  aber  our  b** 
einem  der  Einheit  gleichen  Modul  eintreten  kann;  sie  bleibe" 
hingegen  endlich  und  stetig,  wenn  der  Modul  r  tou  z  kleine' 
als  1  ist.  Ö^en  wir  also  r  <  1 ,  so  wird  vermöge  der  B^ 
Ziehungen  I".  und  P. : 


Ä/.i^>=^/.. 


mithin  entstehen  durch  Addition  und  Snbtxaction  dieser  beide» 
Integrale  die  Gleichungen 


i 
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93t  27t 

'*       1  —  r  C08  0"  ,Q.        o  1     r         sin -O" //-O"  ,, 

1  —  2r  C08  -ö"  +  r*  f    1  —  2  r  COB  -ö-  +  r* 

a  ihnen  ist  die  letzte  selbstverständlich;  denn  bewegt 
1    der  Bogen  d  von  0  bis  2;r,    so    erwirbt  die  JiNinction 

-o> sr-i — 9  iDi  ersten  und  vierten  und  ebenso  im  zweiten 

-  2  r  cos  -O"  +  r* 

1  dritten  Quadranten  numerisch  dieselben  Werthe,  und 
glich  setzt  sich  das  Integral  aus  paarweis  einander  auf- 
wenden Elementen  zusammen. 

Zur  Kenntniss  dieser  Gleichungen  .  kann  man  übrigens 
'h  in  folgender  Weise  gelangen.    Erwägt   man  nämhch; 

ta  für  r  <  1  die  Function       -    mit    der    convergirenden 

ihe 

\^z  +  z^  +  z''-\-  z*  +  in  inf. 

utisch  ist,  so  folgt  für  z  =  re^'  durch  Integration  der- 
ben zwischen  den  Grenzen  ^  =  0  und  ^  =  2;r 

r     i-re^'      J    (l_r.^')(l-re-^')  J    l-'^rcos^+r« 

l  demnach  entspringen  durch  Trennung  des  Reellen  und 
^Sinären  die  obigen  Gleichungen. 

2.  Wird  f{z)  mit  <?"*,  wo  a  constant,  identificirt;  so 
1  f{z)  und  f\z)  für  jeden  Modul  endlich  und  stetig-,  folg- 
'    ergiebt  sich 

2/r  in 

0  0 

^,  wenn  man  ar  =  m  schreibt  und  das  Reelle  vom  Imagi- 
ön  sondert, 

2ä  in 

«sassy^co«^  C03  (»2  sin  %)  (1%^ ,    Q  ==y r'"«^««'*^  shi  (ni  sin  ^)  ^/^. 

-t  hier  ist  wieder  die  letztere  Gleichung  evident.  Und  stellt 
"^   endlich  noch  die  erstere  in  der  folgenden  Korm  dar 

^•KTBB,  bMtimmt«  Integrale.  *23 


.7  Irr 

27T  =  fr""-''^'*  cos  im  siii  ^)  *1^  +  /V'"^-'«^  cos  ('w  sin  iK)  </ 


(I 


und  beachtet,  dass  durch  die  ►Sul>stitution  if --^^  tt  »I,  «l;is 
zweite  Integral  in  das  erste  übergeht,  so  entsteht  die  Poisssoji  '- 
sehe  Formel 

n 

jfM0O%a   CQg   (;;,  gin  ^)  ^^    _-    yf 

8.    Wählen  wir  jetzt  für  die  Function  /*(r)  den  LogaritLli' 
mus  von  1  —  z,  so  wird  für  z  =  1,  also  auch  r  =  1 ,  ni< 

nur  /*(z) ,  sondern  auch  /"  (c)  =  —  r— ^   unendlich. 

Fall  aber  kann  niemals  eintreten,  wenn  der  Modul  r  <  1 
Setzen  wir  daher  r  <  1  voraus ,  so  bleibt  nur  noch  die  Fi 
zu  beantworten,  ob  lg  (1 — z)  zu  den  periodischen  Fuuctior 
von  ^  gehört.    Zu  dem  Behufe  sei 

1  —  z  =  l  —  r  cos  d^  —  ri  sin  d^  =  q  (cos  /  +  i  sin  /); 

alsdann    werden    die    Grössen    q  und   (   definirt    durch     ^^i^ 
Gleichungen 

^  cos  /  =  1  —  r  cos  ^,    Q  sin  i  =^  —  r  sin  d", 

d.  h. 

r = l/T  — 2r  cos  ^+V,   cos  t  =  -^7-1^^^, 

.      .  r  sin  '{^  -.v 

Sm  /  =  ■. r.- r=-_T  *). 

Vi  —  2r  cos  -e-  +  r*    ^  • 

Heisst  nun  für  ^  =  a  der  entsprechende  Bogen  /  ß,    =^^ 
Averden,  wx»nn  d^  von  «  bis  a  -\-  2n  continuirlich  sich  bewe^^^ 
cos  /  und  sin  /  stetig  sein  müssen,  und  folglich  schreitet  d^^' 
Bogen  t  selbst  in  unendlich  kleinen  Intervallen  fort.    Ist  flb^*^' 
dies  r  <  1,  so  wird  der  Cosinus  von  /  beständig  positiv  sei^^ 
also,  wenn  man  den  veränderlichen  Bogen  /  von  einem  fest^*^ 
Punkte  eines  Kreises  an  misst,   der  Endpunkt  von  /  imm^^ 
entweder  im  ersten,  oder  vierten  Quadranten  dieser  Kreisliu^**' 
sich  befinden  müssen.    Mun  erwerben  cos  /  und  sin  /  fttr  d"^^  ^ 
und  i^  =  a  +  2;r  wieder  ihren  Anfangswerth ,  folglich  m 
l  wieder  =  ß  sein,  wenn  t^  den  Werth  a  -^  2jt  auuimmt. 


*)  Der  Bogen  /   ist   iiatürlicli  der  kleinste  13ogcu,    welcher  die^' 
Gleichungen  befriedigt 
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Alle  Bedingungen  für  die  Anwendung  der  Formel  P. 
^werden  daher  bei  Voraussetzung  der  Gleichung /(z)= lg  (1 — z) 
erfüllt.    Mithin  ist 

0=~   Ag  (1  —  r^«)  e/a-  =  ~j  f]g  yi—2r  cosd'+r^  d& 


in 
2«    f  o  1  —  r  cos  -8"        ' 


0 


2/r 


/«^  2/r 

lg(l— 2rco8a'+r2)e/a'=0  und   rarctangj^^^^a=0,r<l 
0  % 


VI.  Kapitel. 
Aoiwendung  bestimmter  Integrale  in  der  Beihenlehre. 

§.  114. 
Yorerlnnernngen. 

Die  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen  veranschaulicht  in 

®^Äein  vorzüglichen   Grade    den    ausserordentlichen    Nutzen^ 

^^Ichen  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  unter  üm- 

^'^Hden  aus  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  zu  ziehen 

^^5Haaag.    Denn  gerade  mittelst  der  in  den  Paragraphen  86. 

^^d  87.  dargestellten  Theoreme  Dirichlet  s  ist  es  zuerst  diesem 

8^*üalen  Forscher  gelungen,   die  Convergenz  der  trigonome- 

|**8ehen  Reihen  ausser  allen  Zweifel  zu  setzen  und  zugleich 

*«ire  Summe  anzugeben.    Einen  ebenso  wichtigen  Dienst  hat 

.  ^*iti  später  Dirichlet  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  erzeigt, 

**Ädem  er  es  wieder  war,  welcher  durch  eine  mit  seinem  in 

•^^i"  Lehre  von  den  Fourier'schen  Reihen  befolgten  Gedanken- 

fi^^*Äge  nahe   verwandte  Methode  zuerst  die  Convergenz  der 

'^«»endlichen  Reihe 

^  2(2«  +  1)  /*^/*'  sin  Q'  j'PJi»',  9)  ^9 


\ 
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mit  aller  wissenschaftlichen  Strenge  nachwies'").  In  diesei 
Reihe  bedeutet'  n  eine  ganze  Zahl  und  P„  den  Coefticienten 
von  a",  welcher  aus  der  Entwicklung  des  Kadicals 


K[l  —  2a  (cos  ö"  C08  -O"'  +  sin  ^  ein  ^'  cos  (y'  —  9)  +  «*] 

nach  Potenzen  von  a  hervorgeht.    Ihre  Summe  femer  ist  dem  ^^»er 
Function  /'i^,  (p)  gleich  für  alle  Werthe  von  d*  und  y,  welch»  .szlie 
zwischen  den  Grenzen  ^  =  0  und  0^  =  :r,  g?  =  0  und  (p  ==  2;rc    *jr 
sich  befinden;  die  Function/"  selbst  ist  völlig  willkürlich^  mi:  ^c^jar 
die  einzige  Bedingung  hat  sie  zu  erfüllen^  innerhalb  der 
gezeigten  Grenzen  von  *&  und  <p  niemals  unendlich  zu  werdei 
Dieses    schöne  und   für   die   mathematische  Physik    uui 
wichtige  Resultat   werden    wir  später  in  der  Dirichlet  sch< 
Weise  darstellen.    Gegenwärtig  wollen  wir  uns  mit  Betracl 
tungen  von  ganz  elementarer  Natur  beschäftigen ,  nämlich  ü 
Vorbeigehen  an  einige  für  die  Reihenlehre  interessanten  Fol 
gerungen   erinnern^    welche   aus   gewissen   im  Frühem  ent: 
wickelten  Formeln  mit  Leichtigkeit  sich  ziehen  lassen.    Vorhe 
aber  wollen  wir  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken  ^  dass  au< 
die  Theorie   der  sogenannten   Potenz-   und  Facultutenreihei 
einen   bedeutenden  Grad   von  Eleganz  und  Strenge  gewinnt^ 
wenn  man  bei  ihrem  Studium  die  durch  die  Theorie  der  be    - 
stimmten  Integrale  gebotenen  Külfsmittel  nicht  verschmäht:.^- 
Man   vergleiche   nur  in  dieser  Hinsicht  die  beiden  Abhand 
lungen    Schlörailch's :    „Ueber    die   Potenzreihen    und    derei 
Reste"**)  und  „Ueber  Facultätenreihen"***). 


*)  Dirichlet.    Sur  les  s^ries  dont  le  terme  ^oticral  depend  de  ilei 
angleSf    et  qui  servent  a  exprimer  dcu  fonctionB  arbitruiret)  entrt*  (It== 
limitcB  donnoes.    Grelle.    Journal.    Bd.  17.  8.  35—50. 

**)  Zoitschrift  fiir  Matliematik  und  rhy^^i^^-    -Tahrg.  1.    S.  129. 
***)  Ebendaaelbst.    Jahrg.  IV.    S.  300. 
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.   Sammationen  verschiedener  Reihen  mittelst  bestimmter 

Integrale. 

§.  115. 
lethode^  gegrfindet  auf  die  Darstellung  des  allgemeinen  Gliedes 
»^  einer  Reihe  unter  der  Form  u^=^v^j'f^{x)  dx. 

a 

Unter  den  Methoden ;  welche  von  den  Mathematikern  zur 
l&ndung  des  Werthes  einer  vorgelegten  endlichen  oder  un- 
liehen  Reihe  erdacht  worden  sind;  behauptet  die  folgende 
in  der  hervorragendsten  Plätze. 

Sei  nämlich 

5  =  Wj  -f-  ^2  +  ^3  +  •  •   •  +  ^w  +  •  •   • 

solche  endliche  oder  unendliche  convergirende  Reihe, 
n  allgemeines  Glied  u„  in  zwei  Factoren  v„  und  Wn  zer- 
werden  kann,  von  denen  der  eine  w»  durch  ein  bestimmtes 

gral  fv„  =  ffft  {x)  dx  darstellbar  ist.    Unter  dieser  Voraus- 

ing  nimmt  dieselbe  offenbar  die  Form 

j 

8=1  (tx  [Vif^{x)  -i-V^f^i^)  +...+  V„f„{x)  +...] 
a 

I^st  sich  nun  die  Summe  (p{x)   der  Reihe  £  v„  fn{x) 
^\>en,  so  wird  augenscheinlich 

s  =  f  (p  (x)  dx. 

et 

1.  Zur  nähern  Erläuterung  dieser  Methode  wollen  wir 
^chst  die  Summe  der  Reihe 

pr=zn  ,    , 

^~  Zj    a^hn 

Welcher  «,  ßy  a  und  b  positive  Grössen  bedeuten  sollen, 
igeben  versuchen. 

^^ach  einer  in  §.  25.  gemachten  Bemerkung  ist  der  Bruch 
^  mit  dem  Integrale  y  y''+*«-i  dy  gleichbedeutend.  Die 
^  s  lässt  sich  demnach  auch  so  schreiben: 


w  I  In 

s=  Z!  .r«+"/*  fy^^'»-^  dy  =  x""  j  dy  y"-^  £  {afi  y^)"  -, 

0  0  u  0 


aber 


^(.tß  y*)-  =  1  +  xf  y»  +  {xf  y»)»  + -7^^-*" 


folglicli 


Dieser  Ausdruck   vereinfacht  sich  offenbar  für  n  == 
wenn  X  <  1*);  denn  nun  wird  die  jetzt  couvergirende  R( 


Man  kann  diesem  Integrale  leicht  eine  andere  Gestalt  ge 

indem  man  statt   der  Veränderlichen  y  eine  neue 

zfi  =  xfi  t/  einführt.     So  nämlich  ergiebt  sich  ohne  Müh< 


2 


^^+V_    p       «-V«       /_=*    dz 

0 


eine  Form^    die  man    unmittelbar   dadurch  gewinnen  k 
dass  man  die  geometrische  Reihe    ^^  (r/*)"  =  — j  ,    z 


f-> 


zuvörderst  mit  z         dz    multiplicirt;    darauf    zwischen 
Grenzen  z  =  0  nnd  z  =  o:  integrirt  und  schliesslich  dei 


a 


"—■rß 

zielten  Resultate  den  Factor  x  beifügt. 


Ha» 


m 
er- 


2.    Ein  dem  so  eben  erörterten  ganz  analoges  Vorfai^^^"^*" 


*)  Eigentlich  braucht  nur  j*^  <  1  zu  sein,  Wbraus  folgt, 
dem  ß  auch  negative  Wcrtho  beilogen  kann ;  für  tt  sind  angenschc?^ 
negative  Wcrtho  immer  zulässig. 


*^^*i  sich  augeusc'lieiiilich  auch  bei  ileii  Ueiheii  in  Auweuduug 
wijiireD,  deren  allireuieiiies  Glied  die  Gestalt  -      ---      — : — 

^     '  ^  (a+nb)  {a+n+l,b) 

besitzt.     Deun  man  bat 


X 


«-H/*  .».•"+1^"  r  1 


{a+nb)  (a+n+l.b)  * 


la+nb  (i+(n+i)bj 


u 
also 

0 

Setzt  man  bier  beispielsweise  .r  =  1 ,  so  erbält  man 
V     -        ^  -  -         =    ir^    —  ^        1  =         "i^ 

^  [a+nb]  [a+ (n+\)  b]        'b\a  a+in+ij'b]  a[a+{n+l)b]^ 

demnacb  für  w  =  'X?,  lür  welcben  Fall  die  obige  Ileilie  noch 
convergirt, 

■r 

^  \^+nb]  ln+{n+l)b]  ab' 

0 

Der  specielle  Fall  .r  =  l  liisst  sich  übrigens  auf  die  ein- 
fachste Weise  durch  die  Siunmation  der  einzelnen  Glieder 


b   [a+bn  ä+(n+l)by  "  —  0,  1,  2 


y  ,  ,  ,  H, 


und  für  ein  über  jede  Grenze  hinaus  wachsendes  n  durch 
nachfolgenden  Uebergang  vom  Endlichen  zum  Unendlichen 
erledigen. 

3.  Besteht  der  Nenner  des  allgemeinen  Gliedes  aus  drei 
Factoreu  a  +  nb,  «  +  (/*  +  l)b  und  «  +  ('*  +  2)^,  so  hat 
man  offenbar  diese  Beziehungen: 


X 


0+»,^ 


[a  +  bfi]    [a  +  {n+i)b]    [a  +  {n  +  2)  b] 

=  ^"^^J"  1 J 1 

2Ä      l^a+nb)  (a+n+i,b)  {a+u+l.b)  (a-f  n+2.Ä)J' 


.^^26  [fl+n  b]  ia+{n+m  ^^  26  [fl+HrT.&]  [«+(«+2)*) 


l_(;^/)H-I 


,4/^-(.-/)-;'5p.-Ä/^-(i^)it:j'; 

0  ü 

1 

0 

Ist  folglich  wieder  .i;  <  1*),  so  wird  für  w  =  cx) 

^^  [«+Ä/I]  f/i+ln+l)//)  [«+(n+2)61  2^  J.  l-a-/»/ 

0 

Und  ist  a;  =  1 ,  so  gilt  diese  Gleichung 


^^[fl+n6|  i«i+(«+l)ft)  [«+"(«+2)6]   ~  2  6W   '^^    *  ^^      ^  ^  ^^' 

d.  g.  mit  Benutzung  der  in  §.  60.  bewiesenen  Formel 

.  mm 


Ü 


^— 1 


xP-^l—x'^y       dx=  ,^,       . 


oc 


Auch  diese  Beziehung  hätte  man  in   der  einiachstcn  Weii^=- 
durch  blosse  Vereinigung  der  gleichnamigen  Glieder  in  de 
beiden  Reihen 

n  n 

mit    nachfolgendem    Uebergang    zum    Unendlichen    erziele 
können.  .   Denn    man    findet    auf    diesem    Wege    sofort 
Gleichung 

*;  Vergl.  <lic  Auiueikun«^  h?.  358. 
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^^  [«+»*]  [«+(n+l)A]  [a+(«+2)*] 


= 1.  r^ L_=^_l 

U\a[a-\-b)  (o+n6)(a+n+l.ft)J 

^iU  mau  dies  letztere  Resultat  aus  dem  obigen  Integrale 


1 

w-f' 


—1/1       ÄN2  ^-{x^y^T^^  ^ 
«-1  (l_y*)2  — ^_J^;       «fy 


Ü 

^Weiten,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  ausser  der  Gleichung 

->  (l-y»)  <fy  = 


i/-- 


2fl6  (a+Ä) 

ttooh  die  Relation 


1 


-^  /y"-^-^'*-'(i-y*)''i'=2i.H-T«-+i)/< 


r(^-+"+o 


*     -(«+n+2.*)jr'(|+«+l) 


•2A  [«+(«+ l)*][fl  +  (a  +  2)«J 

Wie  man  endlich  in  dieser  Weise  weiter  gehen  kann, 
**■•  tanmittelbar  einleuchtend.  Wir  verlassen  daher  diesen 
^^S^nstand,  wenden  uns  vielmehr  zur  Summation  der  allge- 
na^itieren  Reihe 

^  ~"  ^   {a+nb)  {n-\-nh+\)  ,..[a+nb+p-\y 

^^  'Wir  natürlich  convergent  voraussetzen  und  in  der  /;  eine 
**>Äoliite  ganze  Zahl,  An  eine  beliebige,  h  und  a  dagegen 
P^^^itäve  Gonstanten  bezeichnen  sollen. 

Das  allgemeine  Glied   Un  dieser  Reihe   ist  ersichtlich  in 
^^^'s^Äder  Form  darstellbar: 

Mithin  wird       "    ' 
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•  =  m  Jr-'  (1-/)'-'  Ha  2  ''•  (^  y^y- 

Heisat  folglicli  <f{x)  die  Summe  der  einfacheren  Reihe  2^  Am  3f, 
so  wird 

Wie  Külp  in  seiner  DifTerential-  und  Integral redmnug 
(S.  319 — 322)  bemerkt,  verdankt  mau  Schlömilch  die  Sntn- 
mirung  dieser  Reihe. 

Setzt  mau  behufs  eines  besouderu  Falles  9>(x)  =  (1-|~^)'> 
so  ist  A„  =[''\  =  a„  und  folglich  für  a:^  <  1 

■Sr^.»)...(:+.»+.-.)-n'rt/'^""-'''""<'+'^»)''"'- 

Wie  man  sieht,  kann  hier  durch  Eutwickluug  des  Biuonis 
(!■  — !/)'^'  das  vorstebeude  Integral  wegen  der  Natur  des  p 
immer   auf   eine   endliche    Reihe   von    Integralen    der  Form 

/  y"  (l+a^j/*)"  dx  zurückgefiÜirt  werden. 

Bekanntlich  cuuvergirt  die  binomische  Reihe  auch  noch 
für  ,r=t,  sofern  nur  a  >  —  1 ;  iür  3;  =  —  1  di^^egen  muw 
a  >  0  sein. 

WäJilt  man  ft  =  1  und  a  =  —  (a-j-p),  so  ist 

Jr-  d-rt'-'  (i+..y)-  i'j  -  „^,y.  'ggf'  •). 

demusich  für  x'  <  1 

■^1                —(•i-\-p)„  j^^ 
^    (a+'n)  la  +  H+l)...{c  +  n+p-l) 
^    _i    _  _r[a)     ^ 1  1  

Und  nimmt  man  x  =  —  1,  ft  >  0,  so  entspringt 

*)  Vcrgl.  S-  80,  Gl.  7". 


— 
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«,*" 

-^0^«+»)  («+> 

»+!)... 

(«+' 

,+p-l) 

_    r(fl)r(p-|-«)          1 

r(n) 

r(p)  r(ii+«+/')      (P-I)I    (a+a)...(a+a+p-2)  («  +  «+;.-!) 

5.  Als  eine  letzte  Anwendung  der  im  Vorhergehenden 
erörterten  Summationsmetbode  wählen  wir  noch  die  Aufgabe^ 
den  Wertb  s  der  Reibe 

^  —  Xi08  nq>  =  cos  9  +  i  <^ös  2  g>  +  i  cos  3  g)  +  ..., 

vr^lche  bekanntlich  immer  convergirt,  so  lange  fp  keinem  ge- 
en  Vielfachen  der  Zahl  n  gleich  ist*),  anzugeben. 
Beachtet  man  hier  die  Beziehung 

1    /^ 
"  J 

u 

eqtspringt  sogleich 


_JJL2s=a  I  rfa;[<?--'co8qp+6'~^*''cos2<]p+...+  ^~'"^cüs/ig?+...]. 


1^ 


£i 


^Oü  ist  aber  nach  der  in  §.  95.  unter  1.  angeführten  Formel 

1— 2e   *C08rp  +  c' 

Xglich 


^J^      -.^  e  "cosop  —  e 


IcoB  nq>  i     ,~  .r  cOä  tp  —  e' 

■'l       »  N  ^  1— 2e~''  cos  q> 


0 

^d  weil  ferner 

/g~*  CO8  y  —  g~^ .     ,    ff[(}_—jiff~'''^OB  <p  +  e~^^) 
1—2«"'  008  qp  +  e~**^      ^  ~   J       1  —  2  e—''  C08  <p  +  c"^^ 

=  ^  lg  [l  —2  6'-*  cos  g?  +  c-^]  +  const., 
Iso 


/ 


OD 

—X 


* ^^^'LrrJ.  rf^^  =  __  lg  (2  sin  i  g)) 

1  -  2e-'  cos  «p  +  e-^*^  '^  ^  ^  ^  ^ 


•)  Vergl.  a.  B.  Stom'a  Analy8is  §.  119,  S.  227. 
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ist,  sü  liat  man  schliesslich 

2'^''^'?  =  -lg(2  8iniv). 

1 

§.  116. 
ParsevaPs  Methode/) 

Aus  der  Tbeorie  der  Fourier'schen  Reihen  ist  bekaKX-K^^ 
dass  jede  endlichbleibende  Function  f{x)  innerhalb- des  In'fc^^J^* 
valles  (0,  n)  durch  eine  nach  Cosinus  der  Vielfachen  yos3>  ^ 
fortschreitende  Reihe  sich  darstellen  lässt^  wenn  die 
ticienten  der  Gleichung 

n 
2    /* 

«n  =  -  I  f{x)  COS  nx  dx 

0 

gemäss  bestimmt  werden.     Mit  Rücksicht  hierauf  kann  in 
sofort   eine  Relation  begründen,    die  unter  dem  Namen  d^^ 
Parseval  scheu  Formel  bekannt  und  die  Quelle  einer  Sumcr»-^' 
tionsmethode  unendlicher  Reihen  ist. 
Sei  nämlich 

/(o;)  =  ^  ^^j  -|-  fir,  cos  x-^a.2  cos  2  X  '\-  . . ,  -{-  a^  cos  n X  -{-  -  -  * 

und 

(p(^x)  =  }^  bf^  -\-  b^  cos  x-\-b^  cos  2  »r  4"  •  •  •  +  ^h  cos  wa:  +  •  •  •  ^ 

alsdann    folgt   durch   Multiplication   der  Function  f{x)    --***' 

(p{x)dx  oder  umgekehrt  und  nachherige  Integration  zwisi 

den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  tc  die  Beziehung 

n 

0 

Lässt  sich  demnach  das  allgemeine  Glied  u^  einer  R^ihe  Et^  ^ 

0 

in  zwei  Factoreu  </„  und  b„  zerlegen,  von  denen  jeder  durc 

n 

ein  bestinnntes  Inteijral  von  der  Form  "    1    '     '  cos  nxd, 

darstellbar  ist,  nimmt  also  die  Reihe  die  Gestalt 

*)  Vergl.  Catulau.    Trait^J  elumcntairo  des  ü^ricti.    Paris  1860. 


n 
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30 

j?  =  27w„  =  «0  ^0  +  ^1  ^1  +  ^'i  '^2  +  •  •  •  +  ^«  ^«  +  .  .  . 

0 

an,    so  besteht  für  die  Summe  s  derselben  die  Gleichung 

n  •     » 

2     /* 


n 


»Sei     beispielsweise  folgende  unendliche  Reihe 

_  1     J_   ,     1       1      ,    1       1      I    A     _J L 

^~1«'  1.3    '     3«*  5.7    ""ö«  '9.11  "^  7«  '  13.15    '     •  •  •  ' 

<loiren  allgemeines  Glied  offenbar  die  Form 

i_^  1 

""  —  (27/+!)«   '  />+l)(4/,  +  3) 

l>c*si*zt,  zu  summiren. 

Nach   §.  83.,  3.  ist  der  Factor  ^/,,  =  --_^      durch  das 

n 

^>^S'fcimmte  Integral  "   /  ( —  ^f\  cos  (2«+')  '^'  dx  ausdrikk- 


-/(-") 


y  und  ebenso  leicht  findet  sich,  dass 

n 


U 


Beachtet  man  nun  ferner,  dass  die  Darstellungen  der 
^^^ctionen  f{x)=*- —  x  und  q)(x)= — .  sin  }^x  durch  eine 
'^-^^^nusreihe  in  dieser  Gestalt  erscheinen: 

nx  ''*  _i    ^^®  '^  _i    ^^*  •^•*"  _l_  '^^^  ^*'   _L 

4'    ""  ""  "S"  "l        i«"    "^  ~  3«         •         .»)« "     "^  •  •  • 

«      .      j:  ,      ,     COS  X     I     C08  2a:     .    COö  3.r     . 

_._..,„l^.__^+    Ca    +    3.5     +    -5:7     +•••' 

Q^^®    also  in  der  Reihe  5.   mit  Ausnahme   des    nullten    all«; 
*^der  von  geradem  Range  verschwinden;    so  wird  offenbar 

n  n 

*  =  ,  J  16  •'»^  '^'»  2  ''•'=  -8=8/  ^^"  ''"  2   '^-^    -T- 

I  X  sin  *',  dx  =■■    —  2.C  cos  l-  +  4  sin  i  .r    =  4, 
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mithin 

§.  117. 
Summation  einiger  reciproken  Potenzreihen  mittelst  der  ForflR^ 

— sx  _« — 1 


1 i_  r  -.* 


Die  wichtige  Formel 
I.  i-  =  J-   fer"'  xf^^  dx 

0 

besitzt  die  interessante  Eigenschaft,  dass  sich  mittelst  ihrer 
ohne  Mühe  alle  die  niedlichen  Sätze  über  reciproke  Potens- 
reihen  beweisen  lassen,  welche  Stern  in  seiner  algebraischeo 
Analysis  auf  elementarem  Wege  abgeleitet  hat.  Um  diese 
Eigenthümlichkeit  der  genannten  Relation  nicht  ganz  mit 
Stillschweigen  zu  behandeln,  wollen  wir  die  Richtigkeit  eini- 
ger jener  Sätze  und  zwar  der  nachstehenden  in  der  ange- 
deuteten Weise  darthun.*) 

Schliesst  man  die  Einheit  nicht  nur  als  Basis,  sondern 
auch  als  Exponent  von  der  Betrachtung  aus;  so  ist  die 
Summe  der 

1.  reciproken  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  =  1, 

2.  reciproken  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =  log  2, 

V      loff2 

3.  reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  Zahleu4n+3=g —  -^t 

4.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n+3  =  |  log  2, 

5.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4«+2  ■=  g.**) 

1.  Nehmen  wir  in  der  Formel  I.  für  s  zunächst  alle 
ganzen  Zahlen  2,  3,  4,  .  .  .,  so  wird 


00  OD 

QO 


^  Ü  0 

♦)  Man  sehe  auch  Grunerfs  Archiv.    Thl.  41,  S   220—231. 
*♦)  Stern  a.  a.  0.     Note  X.    S.  446-447. 


—    367    - 

etzt  man  nun  für  a  ebenfalls  die  Reihe  a  =  2,  3,  .  .  . ; 
springt 

0  ^0  0 

cann  diesen  Satz  leicht  verallgemeinern;   indem   man 
die  positiven  ganzen  Zahlen /?-|-l,  ^+2,  />  +  3,..., 
>  0,   wählt.**)     Denn  so   gewinnt   man    vorerst    die 
ung 


Ü  0 


GO  « 


*  0 


e-p^  dx  =  - 


Nun  setze  man  in  I.  für  alle  geraden  Zahlen.     Da- 
kommt 


QO 


0  ü 

h  fOr  <i  ==  2,  3,  4, . . . 

X  CO 

^  V  -' ^      /'(e'-Ddx  ^     r^l^  =  Iff  2 

u  .  u 

Wenn   wir  jetzt  in   I.   anstatt  s  alle  Zahlen  von  der 
4n-("3  substituiren ,  so  erhalten  wir  zunächst  die  ße- 

g 


oo 


u  u 

)mnach  wird 


Dieser  Satz  ist  von  Jacob  Stcinor.  Vergl.  CrcHe.  Journal.  Hd.  13. 
Stern  a.  a  0.    S.  434. 


r-zizf.    iiiiz'r 


oc 


X 


0  0 


Aber 


i  /--ii = i/f3' = ^  '^  ^'-^") + «^ 


und 


=  —  ^  arc  taiig  e*  —       arc  tang  (i  e*)  +  consi^ 
(1.  g.  wegen  arc  tang  vi  =  l.  log  J^^  : 


*     ■*=  —  ^  arc  tang  e'  -{-  \-  log    -7—^  +  const 


e^'-t 


i  +  '' 


Daher 


=  \  arc  tang  r^  +  i  lg  "^'^    +  const. 


und  soiiiii  seliliesslieh 


cc 


.      /     dx  /  e*  dx     « 

0  0 


log  2 
2 


4.  Schreibt  man  hingegen  in  der  ersten  der  Formeb  3. 
statt  n  alhnilhlich  a  =  2,A,  ij  .  .  .  und  vereinigt  alsdann  die 
(Mir/elnen  Resultate,  so  gewinnt  man  diese  Gleichung: 


r.    1     «:   0    ^  '  •y  «y  ' 

0  ü 


=  1  -  I  loK  (1 +'•-''')]  =  i  log  2. 
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5.  Die  Voraussetzung  s  =  2,  6,  10,  .  .  .  4n  +  2,  .  .  .  end- 
lich liefert  vermöge  der  Formel  I.  vorerst  die  Relation 


X  CO 

_1 ^     1       /*^"llil**^.r=    ^      r^"^  ^"-^  dx 


0  u 

va.:sid  hieraus  fliesst  für  a  «i  2;  4,  6, .  .  . 


r: ,.        _  ^        _.  ,.    .^^^ 


ln+2)*'-  ^  J     e^-"l    '        "2^  '^''^  =  ^  J    ,^ 


^^{4H+2f''         J     e^-l  2  •-'^     e^+i 


OD 

=  Uarctange'l  =  ^ 


u 


§.  118. 
Weitere  Anwendungen  der  Gammafünetionen  in  der  Reihenlehre« 

In  §.  80.  haben  wir  auf  Grund  des  Theoremes  P.  ge- 
zeigt,  dass  die  wichtige  Gauss'sche  Function  ^(cc,ß,y,x) 
für  den  Fall  o:  =  1  und  y  >  «  +  /5  immer  durch  Gamma- 
fonctionen  darstellbar  ist.  Ausser  dieser  existiren  aber  noch 
manche  andere  Reihen ,  welche  ebenfalls  eine  Reduction  auf 
Gammafunctionen  und  unter  gewissen  Umständen  mittelst 
dieser  wieder  eine  Zurückführung  auf  einfachere  Formen  ge- 
statten. Wir  wollen  daher  gegenwärtig  noch  einige  Augen- 
blicke bei  diesem  Gegenstande  verweilen  und  in  dieser  Hin- 
sicht zunächst  folgende  Beziehung  entwickeln.*) 

I.  Sei  nämlich 

1 .  A^  +^,x—i(l— a:)+y^.^a-" -2(  1  _a;)'4-. ..+^«(1— :r)"=9)(.r), 

wobei  Aqj  A^^  .  .  .  beliebige  Constanten  und  n,  n  —  1,  ... 
ganze  Zahlen  bedeuten  sollen.  Wird  die  Reihe  1.  durch 
x^  "  ^  (1  —  xY"^  dx  multiplicirt  und  darauf  zwischen  den 
Grenzen  x  =  0  und  x  ^=  1  integrirt;  so  entspringt  unter  der 
Annahme  a  —  n>0,  ß  >  0  sofort  die  Gleichung 


*)  YergL  Limbourg.    llidorie  de  la  fouetion  Gamma,  page  120  etc. 

MiCTEH,  bAstimnite  Intograle.  24 
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„     .  r:ai  r[ß)  ,    .  na-v.  r(p+t)  ,    .  r(«r-y,rg-fs)  , 

V 

Nun  ist;  weil  n  eine  ganze  Zahl  ausdrückt, 

r,,  ,       (a— l;(a— 2)(a— 3)...(«— ii)r.x  v  F(«) 

r(^  +  ;0  =^(^ +!)(/»  + 2)...  (^  +  «-l)r(«; 

mithin  erhält  man  aus  2.  die  andere  Relation 

o    ^1^  _i__u_l(HLi    ^_u     I  g.tf+i)0+g)-(g+»-n  I 

O.  ^o-^'^l  „_i -t-  (a_t)(„_2)^l"t'-"r(a— l)(a-2)(«-S)...(«-»)'^" 

0 

Setzt  man  beispielsweise  in  der  Reihe  1.  alle  Coeffiden- 
ten  Yon  gerader  Rangstelle  =  -|-.l,  alle  A  mit  ongeradem 
Index  hingegen  «=  —  1 ;  so  ergiebt  sich  f&r  die  Summe  ip{x) 

der  geometrischen  Reihe  x"  ^( ^^j    der  Ausdruck 

q){x)  =  x^"^  +  (—  1)-  (1  —  a;)H-i, 
und  folglich  entspringt  vermöge  der  Gleichung  3.  die  Beziehung 

a-i  "T   (a_i)(a— 2)  "T"'--"»"^      ^/    (a_ !)(«__ 2).., (a—«) 
1  1 


0  0 


=     fL    4_r_1>  AH-P)   r(a-n)  r{ß+n+l) 
c+ß-ry      ^     na)Ä|3)    r{a-n+ß+n+l) 

=      «_     .     /       i  ^n        P(P  +  l)(g  +  2)...(P+") 

„+|j-ri        V    (a_i)(«_2)...(a-ii)(«+<r)' 

Ein  ferneres  Beispiel  zu  den  jetzigen  Betrachtungen  he- 
fert  die  Annahme,  dass  die  A  in  der  Reihe  1.  mit  den  Binomial- 
coefficienten  der  n^^  Potenz  zusammenfallen.  Alsdann  wird 
augenscheinlich  die  Reihe  1.  die  Entwicklung  des  Productes 

-  [' + ':']■ 

bilden  und  9)  (o:)  =  1  sein.     Mithin  gilt  jetzt  die  Gleichong 
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*  "T"  "»  a-1  "'"''2  (a_i)(a-2)  "T  •  •  •  "t"  '*i»  (ci—l){a-2)  . . .  (a  -  n) 

_  r(«+P)r(a-n)r(P) 

r(a)r(p)r(a+p-n)  > 

d.  g.  wieder  mit  Benutzung  der  obigen  Formel  für  r{a—tt), 
sowie  der  ähnlichen  Relation 

rr/y-L/i— fl^ r{cc+ß) . 

i  i^a-tp       Ti)  —    („+p_i)  (a+p-2)  .  .  .  (a  +  p-n)   • 

11^^    ß,(ß+t)^.Aß+r-i)  ^'{cc+ß-i)  («+p~2)  .  .  .  (a+ß-n) 
*  "»     >^-  ^'^(a— 1)(«— 2)...(a-r)  (a— 1)  (a— 2)  .  .  .  (a-n) 


Behufs  einer  letzten  Anwendung  der  Gleichung  3.  wollen 
wir  die  Reihe  1.  mit  der  folgenden  identificiren 


r 


2*' 


Unter  dieser  Annahme  wird  offenbar 

»w-'-2»'fe)'-^-['+'S]"-(-t')". 


0 

demnach 


Ü 

Setzen  wir  nun  hierin  wieder  /}=w  +  l,  so  wird  das  Integral 
in  J  af-**^^  (1  —  x^Y  dx  übergehen,    also  nach  §.  60.   mit 

r(^)r("+o 

4  • -m-^,    , \ — -  gleichbedeutend  werden.     Aber 

i=rc-?)-4=-'-^--'?rcT=).  r("+o  - « •• 

und  somit  wird  schliesslich 

•*"'+'^   2**  (a— !)(«— 2)...(a— r)      (a^-n)  (a+w— 2)  (a+w— 4)  .  .  .  (a— w)  * 

24* 
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1 


n.  Die  in  g.  77.  gepSogeiieu  Betrachtungen  haben  uns 
gelehrt,  d»ss  es  unter  Umständen  sehr  zweckmüssig  ist,  wenn 
man  die  Bedetitimg  der  Gammafuuctiou  bloss  als  bestimmtes  arj 
Integral  fallen  lässt  und  statt  dessen  unter  ihr  eine  Grösse  ^^3^ 
versteht,  für  welche  die  Relation  a  r{a)  =  r(fl  +  l)  überall,*~j| 
in  Kraft  bleibt,  was  bekanntlich  vermöge  der  Gaussscbi 
Definition  sgleichuug  der  Function  Gamma  immer  an  gehl. 
Von  dieser  Bemerkung  wollen  wir  auch  jetzt  Gebraucld^ 
machen,  um  einen  sehr  allgemeinen  Ausdrack  für  ri~J-i\l\ihF^^~~^ 
zu  erzielen,  mit  dessen  Hülfe  sich  ohne  Mühe  gewisse  R«tbe^^aKi 
sununiren  lassen. 

Bezeichnen    nämlich   r    und  ß    irgend    welche    positiv^^^^^ 
oder  negativen   Grössen,    so   bat  man   kraft  der  Torhiu 
wähnten  Voraussetzung  immer  die  identische  Gleichuag 

1        i:("-LP+i)_  =       «  +  p 

r(«  +  1)  rip  + 1)       n«  +  i)  r(ß  + 1)  ' 

Die  Brüche  rechts  besitzen   hier  ersichtlich  folgendes  Me 
mal;  das  Argument  cc-\-ß  ihres  gemeinsamen  Zählers  r'^ßH 
ist  um  eine  Einheit  niedriger,  als  das  Argument  des  Zükl« 
im  ursprünglichen  Ausdrucke,  und  die  Argumente  ihrer  eb 
falls  aus  zwei  Gammafunctioneu  bestehenden  Nenner  ergänz 
einunder  zu  a  -^-  ß  -{-  l,    dem  Arjpiment  des  Zählers   liia  Äts  j 
Jedes  einzelne  Glied  der  rechten  Seite  vorstehender  Gleichu 
aber  gestattet  wieder  dieselbe  Behandlung  wie  der  ursprtlcs^  J 
liehe  Ausdruck,  mithin  hat  mau  auch  folgende  Beziehim^ 


r(o+i)r(p+i) 
+  2 


ri«)  fiji  "*"  riB+ftnr-"!)]' 
Da  nun  von  jedem  dieser  neuen  Glieder  in  Bezug  auf  <Ji* 
vorhergebenden  ganz  ähnliche  Bemerkungen  wie  vorhin  fC^ 
ten,  demnach  die  Recursionsformel  1.  eine  abermalige  *-*■ 
Wendung  findet,  und  da  überhaupt  dieser  Process  beliebig  «^f' 
wiederholt  werden  kann  j  so  acbliesst  man  leicht,  daas  bei  m«»'!'' 
n  maligen  Wiederholung  des  angezeigten  Verfahrens  scblies"* 
lieh  die  Gleichung 
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I     » 1_ I    n(n—l)  _  1 ,  1 

"f"  i" '  r(«-ii"+V)  r{ß)  "T    1.2    r(o-n+3)  r{ß—ij  ~r  ■  •  -j 
^n«+ß-n-\-l)2j"-  r(ir:^+7+irr(P=r+I) 

erscheinen  wird,  eine  Beziehung,  welche  ohne  die  geringste 
Jlif  übe  durch  vollständige  Induction  zur  Gewissheit  sich  er- 
•beben  lasst.    Daraus  aber  fliesst  weiter,  wenn  man  die  Glei- 

ehung  durch  ^  rt«+p-H^i)^^^   multiplicirt   und    die   Rela- 
'Äonen 

^-,.    iQ_    I  n_ r(«  +  p  +  i) 

r(Ä-r  +  l)  =      -  -  -^i^+il-- . 

r(a— n+  1)  =  ]^_n  +  \)l^-'  n  +  2)  .  :  :{ä'^'n  +  r) 

^^^»^cksichtigt,  dass 


1  «— n+1^  1  .  2    (a— n+l)(a— n+2)"^*"      r(a+l)r(a+p— «-f  1) 

=  («+P-n+l)(«  +  p-w  +  2)...(a+p~l)(a+P) 
(a  — n+i)  (a— n+2) ...  (a— 1)  a 

^er  einfacher  geschrieben 


r=H 


2,  V  11  P(g-i)...(p-r+l) _^  j-ya+ß-n+r 

^      ''  («— M+l)(a— «+2j...;a~n+r)  |   1      a— n+r 

ist. 

Vertauscht  man  in  der  letzten  Gleichung  einerseits  ß 
'^t  — ß,  anderseits  a  mit  —  «,  so  hat  man  diesen  Fällen 
^^tsprechend 

a*    V  r_  \V  n    P(g+l)>.,(g+r-l)  _  T-T  a-^- n+r 

•^  ^       ^        ''  (a— ii+lj(a— n+2)"...(a-n+r)       /J       «— n+r     ' 
0  1 

a*  Vr—ivn  i?(p-i)...(p-r+i)        _ TT «+''-^i:i" 
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Die  gleichzeitige  Substitution  von  —  a  statt  a  und  —  ß 
anstatt  ß  in  Gleichung  2.  dagegen  giebt  die  Relation 

^      ''(a+n-l)(a+n~2)...(a+n-r)      ü      a+«-r\ 

0  1 

Und  schreibt  man  hierin  a  —  n  an  Stelle  von  a,  so  kommt 

^      "   («-!)(«- 2")  r..(«-r)  ~  11      a~r     • 

0  1 

Indem  man  femer  in  den  Gleichungen  2*.  und  2^.  die 
liebige  Grosse  ß  mit  der  ganzen  Zahl  n  identificirt,   eihSli 
man  die  Beziehungen 


^^       ^    r!'(a+n— l)(a+n— 2)...(a4-n  — r)       1  1  a+n— r  """^^^T 

0  1 

und 


-^  1  n«(n«— i)...[n«->(r— 1)«]  W  tt  +  n~r 

^r!    («-!)(«  — 2).  ;:(a—r)     "^11       «  — r     ■ 
0  1 

mithin  gilt  auch  diese  Gleichung 


n 


i=y(-i)r. 


1   [n(n--l)...  (n  —  r+ 1)3« 

^\       -/       r!  (a+M— 1).  ..(a+n-r) 
0 

'^  _l^  wMn«— l)...[/i»-(r~-i)«] 
^   r!     (a-l)(a— 2)  .".."(«— rj    ' 

0 


2.    Einige  Theoreme  über  den  Zusammenhang  gewisser  Biril^ 

§.  119. 
Zusammenhang  der  Reihen  f(a)  =»  ^^  (—1)'* ^ — 

1 


und  AI-«)  =  ^  (-1 


(2n+l)l— 


Die  in  §.  68.  entwickelte  Euler'sche  Gleichung 

X 

/  V-»  sin  *.r  rix  =  ^  sin  ^,  1  >«  >  0;  #  > 
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sowie  das  In  §.  89.  bewiesene  Dirichlet'sche  Theorem  IL  hat 
ScUömilch  zum  Beweise  einer  von  ihm  schon  1849  gefun- 
denen interessanten  Beziehung  zwischen  den  überhaupt  für 
jedes  positive  a  >  0  convergirenden  Reihen 

CD  ec 

r(a)  =  V(— 1)"  — i—  und/(l— ö)=y(— IV-      ^-p- ,  1  >  ./  >  0 

benutzt,  die  wir  jetzt  entwickeln  wollen.*) 

Schreibt  man  nämlich  in  dem  obigen  Integrale  statt  % 
XI  ach  und  nach  alle  ungeraden  Zahlen  von  1  bis  4n-(-l;  so 
iringt    durch    Vereinigung    sämmtlicher    Resultate    die 
ichung 


\    •    an\\  1,1  ,  11 

)  38    \y         3«  ^  ö**  ^  (4"+l)"J 


Jx^^  dx  [sinx — sinSx+sinÖa; —  •  •  •  +  8in(4;i  +  l)  ,rj, 


g.  mit  Benutzung  der  bekannten  Formel 

2  (-  ly  sin  (2r+l)a:  =?^^,±i)-:-) 

0 

,  X     .     an    ^1/       ^\r        1  /'8in2  (2n  +  l)  a?  _-_,    . 

(fl)  Sin  -s-    >  ( — 1) r  =  I  — c^  ^  ^xf-^  dx 

^  ^  2    ^j  ^        '    (2r+l)*'      J  2C0BJ? 


ü 

OD 


2y  2C0B^  ^1/  "^^ 


2  0 


-^^eachtet  man  nun,  dass  die  Gründe,  auf  denen  das  oben  er- 
'^ähnte  Dirichlet'sche  Theorem  beruht,  unverändert  fortbe- 
^liehen,  wenn  die  dortige  Constante  a  über  jede  Grenze  hinaus 
annimmt  und  dass  hierdurch  bloss  der  Unterschied  z¥dschen 
r^x=sln  und  a  {=)  In  verschwindet:  so  sieht  man  sofort,  dass 
^uch  für  a  BS  oo  jener  Lehrsatz  Dirichlet's  noch  gültig  bleibt, 
Sofern  nur  die  entstehende  Reihe  den  convergenten  angehört. 


♦)  Zeitschrift  für  Mathematik  u.  Physik.    Jahrgg.  3.    S.  130  — 131. 
*♦)  Vergl.  §.  81 ,  Anmerkung  •). 
)  Siehe  §.  5,  4;  §.  14. 
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Dies  ist  hier  der  Fall;  deuu  bei  uueudlich  werdeudem  n  geht 

OO 

das  Integral  /  ^^„-^f--^  sin  ^  ^"'^^  ^^  über  in 


«inx 


jc'2^m^^^^yisn)^^=n^[:^^ 


1  >  fl(  >  0.       • 


Man  hat  daher  den  Satz  Schlomilch's: 

(^)V(fl)  r(a)  sin  ^  =/(!-«), 

Wie  Schlömilch  bemerkt  hat;  lässt  sich  das  so  eben, 
nutzte  Verfahren  überhaupt  bei  jedem  Integrale  y7l[^)siD 

m 

dessen  Werth  ^{^)   bekannt  ist;   zur  Anwendung   brin 
vorausgesetzt  natürlich;  dass  beim  Unendlichwerden  der  & 
oder   der   andern   Integrationsgrenze   die  entstehende  B^-**^ 
nicht  divergirt.     Man  hat  alsdann  sofort 

^(1)  -  ^(3)  +  ^(5)  -  ^(7)  +  in  inf. 


be- 

«fl; 

en 


=  lim  ^ 


2^ 

f  Bin  0?  2  '  \^  2  y 


dx. 


Den  Grenzwerth  des  Integrales  aber  wird  man  unmittelt^^ 
wieder  vermöge  des  Dirichlet'schen  Satzes  entdecken;  für  ^^ 
von  Null  verschiedenes  a  ist  freilich  vorerst  eine  Zerfalla**8 
des  Integrales  in  zwei  andere  von  0  bis  2  ö  und  vonO  biß  ^^^ 
erforderlich. 

Lassen  vrir  z.  B.  nach  Schlömilch's  Vorgange  das  Iiifc'^' 
gral  ^(d)  mit  dem  folgenden 


^\2 


X 

=  I  X  tf-«'*'  sin  ^x  dx*) 


zusammenfallen;  so  entspringt 


♦)  Vergl.  §.  108,  4. 
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4^  [<•'  —  3  f  +  5  e  ~  •  •  •  J 

=  lim  i  Ain-^  r^  4  "°<^"+'^^  rfa; 


2   f  2  2  Binj? 

=.  ^  P     *  _  3  e      *    +5e   ^  '  ^  -  . .  .l 
r>  einfacher  geschrieben 

(r;i)2;(-i)-(2«+i)''    " 

K  Product  der  Exponenten  von 

_  (±y  _  (iüv 

<?  =  ^  und  e  =  r, 

b.  das  Product  der  Logarithmen  von  q  und  r  ist  äugen- 

^nlich  dem  Quadrate  von  ^  gleich.    Mit  Bücksicht  hierauf 

ftt  sich  demnach  der  vorstehende  Satz  auch  in  folgender 
ftsung  aussprechen. 

Wenn  die  echten  Brüche  q  und  r  der  Art  gewählt  sind; 

lg^.lgr=(~j 
9  so  findet  die  Beziehung  Statt : 

ese  Relation  ähnelt  sehr  einer  andern,  die  Cauchy  gegeben 
t  und  deren  Richtigkeit  von  Abel  mittelst  elliptischer  Func- 
»nen  nachgewiesen  ist.*)  Besitzen  nämlich  die  echten 
'üche  q  und  r  die  Eigenschaft ,  dass 


*)  Note    8ur   quelques  formules    elliptiqued   in:    Oeuvres   compl , 
tue  I.,  p.  299—308  oder  Grelle.    Journal.    Bd.  4,  S.  85. 
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lg  <Sf  .  lg  r  =  «^ 
ist,  so  gilt  die  Gleichung*) 

Man  gelangt  -  wie  ich  jetzt  zu  zeigen  yersuchen  will  -  n 
diesem  Satze  sehr  einfach ,  wenn  man  erwagt,  dass  der  Yon 
Schlömilch  zur  Herleitung  seiner  im  Obigen  mitgetheiUen 
Relationen  befolgte  Gedankengang  ebenfalls  bei  dem  Integiak 

^(n)  =  Jf{po)  cos  nx  dx 


a 


Anwendung  findet.    Setzt  man  nämlich  für  n  zunächst  al 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  n,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass 

h 

^(l)+^(2)+^3)+...+^(n)=yV(«)rf« 


a 
2 


Bin(2n+i)~ä 

-i+i— 


Bin-f: 


^J'nx)dx  +Jf{2x)  ^^^^  dx 

a  a 

J 

und  demnach  bei  einer  unendlichen  convergirenden  Reihe 

^  n  a 

7 

ist. 

Nimmt  man  hier  beispielsweise  das  Laplace  sehe  Integral**) 

^  l/-  e   ^^  =  j  erP^  cos  nx  dx, 

ü 
so  erhält  man  augenblicklich 

»'  CO 


H 


*)  Abel  iL  a.  0.  p.  308, 
**)  Siehe  §.  97.,  1. 


Nun  ist,  wenn  man  e   ^'^  =  ^  und  er^i^  =  r  setzt, 

lg  ^  .  lg  r  =  ä'^, 
mithin  nach  einer  einfachen  Beduction 

V^ [i+5^"']  =  ^'^>  [^ + 2'-"']' 

w.  z.  b.  w. 

§.  120. 
Diriehlet's  Theorem  fiber  den  Zusammenhang  der  Reihen 

>  c,  COS  5a,     >  c,  cos und    >  c,  sm ')• 


Nach  den  in  §.  69.  angestellten  Betrachtungen  sind  be- 
kc^nntlich  die  beiden  Integrale 

I  COS  {a?)  cos  2vx  dx  =  I^^   cos  v^  +  sin  v'  , 


—  oo 


I  sin  {x^)  CO&2 V X  dx  =  y  ^  cos  v^  —  sin  v^ 


—  oo 


Folgerungen  der  Gleichung 


00 


Je^^dx^/\{\  +  t), 


—  « 


die  ihrerseits  wieder  aus  der  Euler'schen  Formel 


1 


OD 

*  r(fl) 

^•.{k+»i)x  ^jf^\  ax  = 


hervorging.     Jener  Gleichung,    d.'  h.    der    beiden  Integrale 

oo  oo 

J  cos  {x^  dx ,  J  sin  (a;^)  dx  werden  wir  uns  jetzt  bedienen  zur 

•L-  oo  —  oo 

Ableitung  eines  äusserst  eleganten,  die  Summation  gewisser 
goniometrischen    Reihen    betreffenden    Dirichlet'schen  Theo- 


^)  P.  G.  Lejeane-Dirichlet.  Sur  Tusage  des  integrales  ddfinies  dans 
la  aommation  des  s^ries  finies  ou  infinies.  Grelle.  Journal.  Bd.  17, 
S.  57-67. 
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remes.  Den  uumerischcn  Werth  ^j/27C  der  genannten  Inte- 
grale werden  wir  jedoch  nicht  als  bekannt  voranssetzen,  weil 
er  als  ganz  beiläufiges  Resultat  unserer  Untersuchungen  er- 
scheinen wird.    Wir  nennen  vielmehr 


00 


1.  fco8  (x^)  dx  =  a,    ysin  (x^)  dx  =  b, 

schreiben  also 


■r. 

fe^  dx  =  a  -{-  bi. 


—  OD 


Operiren  wir  nun  mit  dieser  Gleichung  in  der  frühem  Weise^ 
so  ergiebt  sich,  dass 

J  cos  {fc^)  cos  2vx  dx=^  a  cos  (v^)  +  ft  sin  (v^ 

—  oo 

und 

30 

j  sin  (o;^)  cos  2vx  dx  ^=b  cos  (t/^)  —  «sin  (v^) 

—  » 

ist. 

In  diesen  Gleichungen   wollen  wir  x  mit  \  clV  ~    m m^  ^j 

V  mit  sy  —  vertauschen,  wo  a  eine  neue  Veränderliche  "^ ^j 

n  und  s  positive  Constanten  bezeichnen  sollen,  die  wir  behi 
der  folgenden  Untersuchung  überdies  als  ganze  Zahlen  vora^ 
setzen  werden.    Durch  Ausführung  der  genannten  Operatm 
gewinnen  wir  ersichtlich  die  folgenden  Beziehungen 


OD 


I  COS  lg—)  cos  5«  rfa  =  2  I^  —   fl  cos  —^  +^  sm L 


2.{ 


oo 

X 


/*  .      (na^\  ,  o  7/2«  [u  2«««  .     a**«^"? 

I  sm  l  g— )  COS  5«  aa  =2  y  —  p  cos a  sm /• 

Nun  sei 
3.     F{a)=CQ-\-c^  cos  a+CjCos  2«+..  .-fc,cos  5a+...=2ir,cos  ät 

eine  endliche  oder  unendliche  Cosinusreihe,  die  aber  für  den 
letzten  Fall  als  couvergent  vorausgesetzt  wird  und  algft^"" 
eine  continuirliche  Function  F{a)   darstellen   soll.     Werden 
jetzt  die  vorhergehenden  Gleichungen  2.  durch  die  constanten 


Coefficienten  r„ ,  rj ,  Tj  .  .  .  der  Reihe  3.  multiplicirt  und  darauf 
addirty  so  entspringen  mit  Rücksicht  auf  3.  die  Beziehungen 

« 
OD 

und 

OD 

Jsin  (|-;)/'(«)rfa=2/^^  [b  ^ccoss^'^-a^csrns^'-^] , 

— —  OD 

die  wir  abkürzend  in  folgender  Weise  schreiben  wollen 


4, 


OD 

/cos  (l^)  F(«)  da  =  2yi'[a6  +  b  Jj], 


—  00 

oo 


fsm{^)F(a)äa  =  2j/'-^[bG-aJl]. 


CO 


Um  die  Werthe  dieser  Integrale  zu  ermitteln,  werden  wir 

ie  Integrationen  zunächst  von  —  (4/r  +1)^  ^^^  (A^  +  1)^ 

Erstrecken,  wo  k  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Jedes  dieser  beiden  neuen  Integrale  denken  wir  uns  hierauf 

'^rteder  in  4A:  +  1  andere  zwischen  den  Grenzen  {2  h  —  l)7t 

xxnd  (2A  4-  1)^  zerlegt;  in  denen  für  h  nach  und  nach  alle 

ganzen  Zahlen  von  —  2k  bis  +  2A'  zu  setzen  sind.   Die  Traus- 

formation  dieser  Theilintegrale  in  zweckmässige  Formen  und 

ihre  nachherige  Vereinigung  wird  uns  dann  Ausdrücke  liefern, 

die  für  ein  über  jede  Grenze   hinaus  wachsendes   k  zu  den 

Werthen  der  vorgelegten  Integrale  4.  führen. 

Da  nun  für  a  =  2ää  +  ß  wegen  F{2h7t  +  ß)  =  F{ß) 

/cos  (1^)  /•(«)  äa  =/cos  ^M-_hi)'  ^(^)  ,  ß 


^9A-l)n  '  -n 


und 

Jsin  ("3«')  F(«)  du  =  Jsin  ^^^''-±  ")-'  F^ß)  dß 


ist^  so  wird 
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/cos  fe*)  /•(«)  äa  =  V  Jcos  !ii^*J±i)!  FOJ)  rf/J 


und 


(4A4-1)7K 


2A 


(2A«  +  py 
8» 


/'(/})  rf/l. 


-(4A-|-l)7r 


Aber 

2k 


0 


Sit 


n(ß+n 

8s 


ik 
^  I  COS 


8Ar 


-2* 
n(p+  2Ä«)« 


8« 

2^ 


-j-  COS 


1    I  "(P 


+  2 


^cos 


7ifP»  +  4Ä«««)  An/J 


Sn 


COS 


Sit 


und  eine  ganz  ähnliche  Behandlung  der  Summe  ^^sin  "    ^  — 
zeigt,  dass  sie  mit  der  folgenden 

2^ 

sm  ^  +  2  »in  -^i^-^^- -^  cos  ^ 


89r 

Übereinstimmt. 
Nun  ist 


^ 


89r 


8» 


COS 


8» 


und 


cos  l^ ,  oder  =  cos  (|^  +  J^) 


je  nachdem  nämlich  h  zu  den  geraden,  oder  ungeraden  ZaUeH 
gehört;  denn  hat  man  ä  =  2r,  so  bezeichnet  Ä^  eine  ZtW 
von  der  Form  4fi,  und  ist  h  =  2r  -{-  1,  so  besitzt  Ä*  to 
Form  4fi  +  1« 

Sondert  man  daher  in  den  vorstehenden  Summen  die 
Glieder,  welche  einem  geraden  h  entsprechen,  von  denen,  in 
welchen  h  mit  einer  ungeraden  Zahl  zusammenfallt:  so  e^ 
hält  man 
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ik 


eo,  ^  +  2  2'co»  ^J^  cos  ?M 

1 

COS  1^  [1  +  2  COS  w/J  +  2  COS  2nß  +  . . .  +  2  cos  nkß] 

^(T+i?)[2co8V^  +  2cos^-f^  +  ...+2cos?^^ 
und 

ik 

am  ^  +  2    >'8in  -^^^ cos  -*^ 

=  sin  ^  [1  +  2  cos  nj3  +  •  •  •  +  2  COS  nkß] 

Nach  §.  81.  aber  gelten  die  Relationen 

Bin  (2/0+1)"^- 

1  +  2  COS  n/S  +  .  .  .  +  2  COS  nkß  = ^^    ^  , 

sin  — 
2 

2  (cos  -^  +  COS  -gi:  +  .  .  .  +  COS  ^^ ^--^J 

sin  (i*+il!?J?       sm^llL+lM 
4 2    

71  ß  ,    nß         ^ 

am  -f-  sin  -t;^ 

4  2 

Mithin  wird 

//•                 sin  (2)t  +  1)  ^ 
cos  1^  F{a)  da=        cos  -^-£- -^^^ F{ß)  dß 


-(4Ar4-lVr  -ä 


ß  .    nß 

Sin  -  ■ 
2 


/'(/j)  f/^ , 


il.  h.,  weil  die  Function  /'(/3)  und  die  aus  den  Sinus  und  Co- 
sinus gebildeten  Ausdrücke  durch  Vertauschung  von  ß  mit 
—  ß  unverändert  bleiben , 
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n 

sin  (2  k  +  1)  "  ^ 


+./.,.<«""'"-' q^.^_„„(V.+-i;)_j. 


sin  2 

0 


und  ebenso 


-(4A-f-l)Ä 

TT 


0 

Die  Integrale  rechts  aber  lassen  sich  leicht  in  andere^  för 

die  Anwendung  des  in  §.  89.  erörterten  Dirichlet'schen  r*^Bc3eo- 
rcmes  11.  geeignete  Formen  umsetzen.    Denn  schreibt  mr^^BBn  in 
den  ersten  dieser  Integrale  y  anstatt  ^  nß  und  in  den  zw^    "5teii 
}^  fiß  =:  y ,  80  entspringt 


nn 

(4A+l)7r  4 


/         wa«  ,v    \   7  ti^    /^8in(4it+l  y        r««   ,    2yn  ,,/4y\    ^,^„ 

/  cos --  Fia)da=  -  /    — W-^-'cos     ,  +  -  -    /  1  -    l  ^^^  ? 

J  8  TT      ^   •'  nj  sin  y  L  2     '   n  3rJ       \ » / 


-  (4^4-1  );r  ü 


'     71     f  sm  y  |_        2nw  \^  2     •    2««y  J       \ «  / 


u 

und 

ntt 


/  8w     ^    ''  «    /  sm  y  L  *J      V^y 

*-(4/r4-l)/r  ü  |<^ 


nn 
~2 


'     //    /  Hin  y         L        -"^  \-      •    2n«/J       \«y 


s 
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Nennen  wir  nun  g  und  ^,   die  grössten  bezüglich  in  ~- 

nnd  ^  enthaltenen  ganzen  Zahlen;   so  ist  fQr  ein  über  jede 
Grenze  hinaus  wachsendes  k  einerseits 

nn 

''enn  n  nicht  durch  4  aufgeht;  dagegen 


4 


m  0 

-  •  [co.  ^  .  m  +  c  (^/  +  ?!--)  F  c-^')  ] 

+  ._!<«.  (V'+?4^)i'(i^), 

onn  »  =  0  (mod.  4),  Beziehungen,  welche  wir  kurz  durch 

^  cos  -2-  /"(O)  +  «  2<=*'H  2"  +  ~)  ^("^j 

K^deuten  wollen,  und  ebenso  ist  in  abkürzender  Schreibweise 


-  j[«»o-o«"J!]no)+.2[«»fi-«<"  (?+s)]''(v)  • 

andererseits  aber  gelten  ganz  ähnliche  Ausdrücke  für  das 
Jinosintegral;  indem  hier  nur  der  Codnus  durch  den  Sinus 
a   ersetzen  ist.     Durch  Multiplication   dieser  verschiedenen 

Losdrücke  beziehungsweise  mit  ~  "äV  k-  ^^^  ^  '  Y  Y  ¥~ 
ntspringen  demnach  nunmehr  die  Gleichungen 

Mvnm,  bettimmt«  Integrale.  25 
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+  2/f„^[cosfi^-co8(V-  +  ?=)]F(4--) 
und 
iO-all^yf^  ,i„  -;  f  (0)  +  4  /f.2'™(?  +  '-?)''C^!?) 

Ein  Blick  auf  diese  Beziehungen  aber  genügt,  um  «^^49 
folgende  schone  Theorem  Dirichlet's  aussprechen  zu  kSnn^^tn. 

Setzt   man  die  Summe  der  endlichen  oder  unendlicl%.«!0 
Cosinusreihe 

F{a)  =  f^,  +  c,  cos  a  +  Cj  cos  2a  +  .  .  . 

als  bekannt  voraus,  so  lassen  sich  mittelst  der  continniriiclien 
Function  F(a)  immer  die  Summen  G  und  H  der  beiden  Beihex:^ 

(?  =  Co  +  c,  cos  (l^  y)  +  ^'2  cos  (2^.^\^,.. 
und 

U  =  c,  siD  (V .  '^\  +  Cj  sin  ^2»  .  ^^  +  .  .  . 

bestimmen. 

§.  121. 
»— 1                       «-1 
Die  Gauss'schen  Summen    ^^  cos  -^  und  ^sin alg    tfe* 

cielle  FBlle  des  Dirichlet'schen  Theoreme»  dargestellt.    WJrtli* 

crmlttiung  der  Integrale  a  und  6« 


Das  Dirichlet'sche  Theorem  enthält  als  besonder«  F&Ui 
jene  berühmten  Gleichungen,  welche  Gauss  zuerst  in  8ein< 
Disquisitiones  arithmeticae,  art.  356.  aufgestellt  und  die 
dann  später  in  allgemeiner  Weise  zum  O^^nstande  einer 
sondern  Abhandlung  gemacht  hat. 

Bezeichnen  nämlich  p  =  4m  -\-  1  und  q  »s  4m  -f-  3 
solute  PrimzalilcU;  so  folgt  aus  der  Lehre  von  der  Kreistfa^B^/- 
luiig;  dass 
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s=p—l  s:=q—l 

u  =   >'cos und  V  =    >  sui  — 

st;  wo  u  imd  V  durch  die  beiden  Gleichungen 

u^  =p    und     v^  ^=  q 

lefinirt  werden.    Nur  unentschiedeu  bleibt  dabei ;  welches  der 

Vorzeichen  +  von  ^p  und  ^q  hier  in  Betracht  kommt. 
Vahlt  man  specielle  Werthe  für  p  und  q^  so  zeigt  sich,  dass 
ximer  das  Pluszeichen  gilt^  aber  die  Schwierigkeit ,  in  der 
^leistheilung  einen  allgemeinen  Beweis  dafür  zu  geben,  ver- 
olasste  Gauss  zur  Abfassung  der  berühmten  Abhandlung: 
ommatio  quarundam  serieruia  singularium*)^  in  welcher  die 
:>en  berührte  Frage  nach  dem  Vorzeichen  der  Wurzelgrössen 
TG  Yollsi&idige  Erledigung  fand.  Gestützt  auf  seine  im  Vor- 
-rgehenden  mitgetheilten  Betrachtungen  hat  dann  später 
irichlet  einen  neuen  Beweis  jener  Gauss'schen  Gleichungen 
•liefert**),  und  diesem  ist  endlich  wieder  im  Crelle'schen 
mrnale***)  von  Dirichlet  ein  sehr  vereinfachter  und  von  ihm 
Beinen  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  benutzter  Beweis 
QsugefDgtf). 

Setzen  wir  die  Reihe  F{a)  als  endliche  voraus,  und  neh- 
3U  wir  überdies  noch  an,  dass  sämmtliche  Cocfficienten  c 
^  die  Einheit  reducirt  werden;  so  ist 

•    (2/1— 1)  ^ 

C«)=l+co8a+cos2a  +  ...-f cos(w— l)a=^-f^ , 

Bin  — 
2 

^d   die  Function  Fy — -\   wird  augenscheinlich  den   Werth 

^  besitzen  für  eine  durch  n   nicht  theilbare  ganze  Zahl  L 
^  den  obigen  Gleichungen  fallen  daher  die  mit  fI-—\  und 

*)  Siehe  Qaoss  Werke  Bd.  2.,  S.  11  ff. 
*♦)  a.  a.  0.  S.  67—67.    Sur  TuBage  etc. 
^'**)  Recherches  sur  diverses  applicatious  de  T Analyse  inGnitcaimale 
^  Theorie  des  Nombres.    Journal  Bd.  21.    S.  134  ff. 

t)  Man  findet  die  Bcproduction  des  Dirichlct^schen  Vortrages  in  den 
1^  Dedekind  herausgegebenen  Vorlesungen  I)irichlct*s  liber  Zahlen- 
sinne.  Snppl.  I.   S.  .318  tf. 

26* 


und  VÄ«**^*  '  «  ^  .  ,.v..t 


•^^cos^ 
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tr  Zahlen  äusserst  wichtigen  Legendre'schen  Reciprocitäts- 
setzes  in  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  führen.  Mit 
ir  von  Dirichlet  im  Crelle'schen  Journale*)  gegebenen  Dar- 
ellnng  dieses  vierten  Gauss'schen  Beweises  jenes  Fundamen- 
Igesetzes  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen;  wir  fürchten 
Lcht,  dass  man  uns  tadeln  werde.  Des  bessern  Verständnisses 
Edber  schicken  wir  jedoch  zuvorderst  folgende  Bemerkungen 
oraus. 

Bezeichnet  p  eine  absolute  ungerade  Primzahl^  so  muss 
^de  durch  p  nicht  aufgehende  ganze  Zahl  x  bei  der  Division 
lit  p  einen  der  Beste  1,  2,  3,  .  .  .  ,  p  —  1  liefern.  Dividirt 
an  nun  die  zweiten  Potenzen  dieser  Zahlen  durch  p,  so  zeigt 
ch,  dass  die  Quadrate  zweier  Zahlen  r  und  p  —  r,  deren 
unme  p  ist,  denselben  Rest  geben.  Den  Benennungen  der 
khlentheorie  zufolge  sind  daher  r^  und  (p  —  ry  in  Bezug  auf 
Q  Modul  p  congruent;  eine  Beziehung,  welche  man  in 

r  Form 

r^  EL-  (p  —  ry  (mod.  p) 

ireibt  und  die  der  Gleichung 

H  —  (p  —  ry  =  einem  Multiplum  von  p  =  Alp 

oivalent  ist. 

Offenbar  fliesst  nun  aus  dem  Gesagten  sogleich  weiter, 
S8  der  Rest  jeder  Zahl  x'^  mit  einem  der  Reste  aus  der  Reihe 

9  2^  3*  ...  ( ^^F~ )  zusammenfallen  muss.  Diese  Reste, 
ilche  wir  durch  ö,,  öTj?  •  •  •  ;  ^/»-i  änderten  wollen,  müssen 

^er  sämmtlich  verschieden  oder  incongruent  sein;  denn 
Ifen  z.  B.  die  Reste  Or  und  a,  zweier  Zahlen  r^  und  s^  aus 

ir  Reihe  V,  2^,  3%  .  .  .  ,  C^-Y  gleich,  so  müsste 

r^  =  s^  (mod.  p), 
Iglich  r^  —  5^  «=  (r  -j-  5)  (r  —  s)  durch  p  theilbar  sein.    Nun 

öm  aber,  weil  r  +  5  höchstens  =  ^ 1-  ^-^  =  p  —  2 

id  ebenfalls  r  —  ä  <  p  ist,  keiner  dieser  Factoren  durch  p 
tfgehen,  mithin  ist  die  Congruenz  r^  =  s^  (mod.  p)  unmöglich. 

•)  Bd.  17.  S.  65  ff.  —  Vergl.  ferner  die  Vorlesungen  Dirichlets  über 
Alentheorie  von  Dedekind.   Suppi.  I. 
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Die  Ueihe   1;  2,  .  ,  ,  ,  p  —  1  euthält  ersichtlich  Bxma 

2 


den  ilesten  aTj  ,  at.^  ,  .  .  . ,  tfp_i  auch  noch  die  ^         Zahlen  % 


2 

^2;  •  •  •  ;  ^p-u    Hat  man  nun  irgend  eine  durch  p  nicht  AeQ- 

1}are  ganze  Zahl  q,  so  muss  sie  entweder  mit  einem  der  ij 
oder  mit  einem  der  b  nach  dem  Modul  p  congrueut  sein,  d.  h. 
sie  genügt  entweder  der  Congrueuz 

x^  —  q  (mod.  ;;), 

oder  es  ist  nicht  der  Fall.  Findet  das  Erstere  Statt,  so  wird 
q  ein  quadratischer  Rest  von  p  genannt;  im  letztem  Falle 
hingegen  heisst  q  quadratischer  Nichtrest  von  p. 

In  Betreff  beider  Arten  von  Resten  führen  wir  die  fol- 
genden Sätze  an.  —  Bezeichnen  q  und  q^  quadratische  Bee^ 
d.  h.  also  werden  die  Congruenzen 

x^  ^:  q  (mod.  p)  und  X{^^  q^  (mod.  p) 

befriedigt,  so  besteht  auch  die  Congruenz 

{xx^Y  -z^  qq^  (mod.  p). 

Das  Product  zweier  quadratischen  Reste  ist  dem- 
nach wieder  ein  quadratischer  Rest. 

Wird  die  Reihe  1,  2,  .  .  .  ,  p  —  1  mit  einer  zu  p  rebc 
tiven  Primzahl  q  multiplicirt;  so  müssen,  abgesehen  von  der 
Ordnung,  die  Producte  1(/,  2^,  .  .  .  ,  (p  —  1)^  in  Bezug  auf 
p  wieder  die  Reste  1,  2,  ...,/?  —  1  hervorbringen,  indem 
irgend  zwei  dieser  Producte  rq  und  sq  nur  dann  nach  dem 
Modul  p  congruent  sein  können,  wenn  r  und  $  zusammen- 
fallen.    Ist  folglich  q  ein  quadratischer  Rest,   so  sind  nadi 

dem  vorhin  bewiesenen  Satze  die  ^^^  Zahlen  a^  quadratische 

n  —  1 

Reste,   und   daher  müssen  die  ^         Zahlen  bq   quadratische 

Nichtreste  sein.  Mithin  ist  das  Product  aus  einem  qua- 
dratischen Reste  in  einen  quadratischen  Nichtrest 
ebenfalls  ein  Nichtrest. 

Wenden   wir  nun  diese  Wahrheiten   auf  die  Reihe  1-?, 

2'^q,  .  .  .  (^~-  )   ^  an,  so  muss  sie,  je  nachdem  q  ein  quadn- 

tischer  Rest  oder  Nichtrest  ist,  mit  der  Reihe  der  a,  oder  der 
b  die  nämliche  Bedeutung  besitzen. 
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Nach  diesen  vorgängigen  Bemerkungen  können  wir  nun- 
mehr zu  dem  uns  gesteckten  Ziele  schreiten. 

Da  p  eine  ungerade  Zahl  vorstellt ,  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen 

wenn  p  von  der  Form  4/&  -f~  1  ist;  und 

f&r  ein  p  von  der  Form  4/*  +  3. 

Multipliciren  wir  also  die  Sinusreihe  durch  t^  addiren  hierauf 

das  Resultat  zu  der  Cosinusreihe ,   und  beachten  wir,   dass 

I  *  =-(- 1 ,  oder  =+  I  ist,  je  nachdem  man p^\  (mod.  4), 
oder  p  ^  3  (mod^  4)  hat;  so  erhalten  wir  statt  der  obigen 
Beziehungen  die  eine  Gleichung 

JrHä  Hp-rfui 

Bedenken  •ms  aber,  dass  e  '   =e     '       ist,  so  können  wir 

0 

in  der  Gestalt  1  +  2  ^^e  p    sehreiben;  mithin  ist  • 


^' 


r  « 


oder  noch  einfacher 

1 

weil  die  Vielfachen  von  2fl;i  in  den  verschiedenen  Exponenten 
der  ZahW  unberücksichtigt  bleiben  können,  also  auch  statt  der 
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Quadrate  der  s  die  ihnen  dach  dem  Modul  p  congmentea 
Zahlen  a  gesetzt  werden  dürfen. 

Ebenso  wie  vorhin  ergiebt  sich  femer,  dass 

Nun  stimmt  dem  Obigen  zufolge  die  Reihe  Vq^  2*^,  ...  (^-)i^ 

entweder  mit  der  Reihe  a^  oder  der  b  überein,  je  nachdem  q 
quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  in  Bezug  auf  p  ist.  Daher 
hat  man  diesen  Fällen  entsprechend 


2  Ijfi 


=  1  +  2  Ve  '  p  ,  oder  />=  1  +  2  Ve  '  p . 


H 


_i   isTti 


Weil  aber  die  geometrische  Reihe   ^^e  ^  =  —  1  die  Summe 


der  beiden  Reihen 


p-i 

2         2  m 


^e- 


und 


^ 


>"' 


darstellt;  so  wird 


2       ^   2rti 
o. 


2  2jti 

P  . 


1  ^'j^e'!^  =  _  1  _  2  2^*' 

Die  beiden  Werthe  von  P  kann  man  daher,  wenn  d  die 
positive  oder  negative  Einheit  bedeutet ,  je  nachdem  g  quadra- 
tischer Rest  oder  Nichtrest  von  p  ist,  durch  die  neue  Gleichung 

p-i 

2         2nl  /p-iy 

ausdrücken. 

Bedeutet  nun  q  ebenfalls  eine  ungerade  Primzahl,  so  folgt 
unmittelbar  aus  der  Gleichung  für  P  durch  blosse  Vertauschong 
?on  p  mit  q  die  ähnliche  Beziehung 
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e   ^    =  e  y  q  i         , 

in  der  also  a  =  +  1  >  ^^^^  =  —  ^  >  je  nachdem  /?  quadrati- 
scher Best  oder  Nichtrest  von  q  ist.  Durch  IMultiplication 
dieser  Reihe  mit  der  vorhergehenden  und  durch  Hinzufiiguug 

iqptsfti 

des  Factors  \  ^^  e  ^^    ergiebt  sich  mithin  die  Gleichung 

e  ''»  =  dfi  ypq  t  , 


eine  Beziehung,  in  der  die  Doppelsumme  sofort  in  eine  ein- 
fache Summe  sich  verwandelt,  wenn  man  statt  der  Grossen 
qs  -j-  tp  ihre  nach  dem  Modul  p  q  genommenen  Reste  substi- 
toirt.  Diese  Reste  nämlich  müssen  sämmtlich  verschieden  sein, 
weil,  wenn  qS'^tp=ms''^t'p  (mod.  pq)  sein,  also q(s — s)'^p{i — i) 
durch  pq  aufgehen  soll,  wegen  der  Grenzen  (0,  p  —  1)  von 
$  und  $  und  (0,  q  —  1)  von  /  und  f  nothwendig  zu  gleicher 
Zeit  s  «s  5',  i^^  i  sein  muss.  Die  Zahlen  qs  ••\'  ip  liefern 
demnach  in  Bezug  auf  den  Modul  p^  die  sämmtlichen  Reste 
0,  1;  2,  3,  .  .  . ,  pfi'  —  1,  und  sonach  besteht  jetet  die 
Gleichung 


Nach  dem  Obigen  aber  ist 


!■ 


1  2£ni  (pq-W 


0 

mithin  gilt  die  Relation 
d.  g.  wegen 

,  P-t .  ?-^  ^(p-iKg-i)r(p+i)(g+i)     ,1  _  p'-i    g«-i      (p-i)(g-i) 

'82  2L2  *J2'2  2' 

d«   ==  (—   1)   »    ■    «  . 
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Sind  uuu  beide  Primzahlen  p  und  q  von  der  Form  4fi-|'l 
oder  ist  die  eine  ==  +  1,  die  andere  ^  —  1  (mod.  4),  so 
müssen  ö  und  b  gleiche  Vorzeichen  besitzen,  d.  h.  die  eine 
Primzahl  p  ist  quadratischer  Best  oder  Nichtresi 
der  andern  q^  wenn  q  zu  den  quadratischen  Besten 
oder  Nichtresten  von  p  gehört. 

Dagegen  haben  S  und  e  verschiedene  Vorzeichen ,  sofern 
beide  Primzahlen  bei  der  Division  durch[4  den  Best  3  (oder  —  1) 
geben.    In  diesem  Falle  ist  daher  die  eine  quadratischeT 
Best  oder  Nichtrest  der  andern;  wenn  diese  quadra' 
tischer  Nichtrest  oder  Best  jener  ist. 

Der  Ausspruch  dieser  wechselseitigen  Beziehungen  v^^' 
sehen  zwei  absoluten  Primzahlen  bildet  den  Inhalt  des  Be(^^ 
procitatsgesetzes. 


8.  Entwicklung  einer  willkürlichen  Function  nach 

Kugelfünctionen. 

§.  123. 

-4 
Entwicklung  des  Radicals  (1  —  2a  cos  y  +  «')        nach  steigender  '^ 

Potenzen  von  a. 

In  §.  114.   haben  wir  die  wichtige  Untersuchung  angc^ 
deutet,  welche  Dirichlet  über  die  Beihe 

angestellt  hat.     Mit   der  Darstellung  dieser  sinnreichen  Be- 
trachtuDgen  Dirichlet's  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen.    Zu 
dem  Behufe  aber  ist  es  nöthig,  einige  vorläufigen,    auf  den 
Coefficienten  Pn  von  a"  in  der  Entwicklung  des  Badicals 
1 

Kl  —  2a  (cos  ^  cos  -O"'  +  sin  -O"  sin  -0"'  cos  (qp'  —  cp) )  +  «* 

bezüglichen  Erörterungen  vorauszuschicken. 

Bezeichnen  B  und  q  zwei  von  einem  Pole  0  ausgehende 
Badienvectoren,  welche  mit  der  Polarachse  Ox  beziehungs- 
weise die  Winkel  O"'  und  «^  einschliessen,  und  deren  Ebenen 
{Bx),  {qx)  mit  der  Polarebene  die  Winkel  gp'  und  9  bilden; 
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beist  ferner  y  der  Winkel  zwischen  B  und  q  :  so  entsteht  ein 
Isorperliches  Dreieck,  für  welches  bekanntlich  die  Beziehung  gilt 

1.  cos  y  =  cos  d  cos  O*'  -|-  sin  '©•  sin  O*'  cos  (jp — (p). 

Mittelst  derselben  können  wir  daher  unserm  Radical  die 

JForm    , ftehen.    Setzen  wir  nun  voraus,  dass 

€x  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  ausdrückt,  so 

kann  die  Wurzelgrosse  [1  —  (2  cos  y  —  «)  cif]~i  stets  nach 
I^otenzen  von  a  entwickelt  werden.  Denn  weil  immer  einem 
"bekannten  trigonometrischen  Satze  zufolge  d^-^b^ — 2ab  cos(7=c^ 
ist,  80  muss  1  —  2  a  cos  y  +  «^  stets  positiv  sein,  und  ausser- 
dem ist  bei  hinlänglich  kleinem  a  numerisch  2a cos  y — a^<l*). 
!}7un  besteht  aber  für  z^  <  1  die  Gleichung 

il-zr^=l  +  ^z  +  ...  +  ^'^'^"'^^'"-^^  z'^  + , 

^  ^  12       1  '      2*"  .  1  .  2  .  3  .  .  .  w  '  ' 

mithin  wird 

[^-<^<^y—)r^-S-^^^l'^  [«  (2  cos  y  -  «)]». 

Und  entwickelt  man  hierin  die  verschiedenen  Potenzen  von 
2  a  cos  y — a^  nach  der  Binomialformel  und  vereinigt  alle 
Glieder,  welche  den  Factor  a"  enthalten;  so  gewinnt  man 
für  diesen  zu  d**  gehörigen  Coefficienten  den  Ausdruck 

o  n  1/8.5. ..(2n  -1)  f  „  w(rt  — 1)  ^    « 

2-  ^-  =  -  1.-27^-:^-  [^^^  y    -  2(2^-^)  ^^^  ^^     ' 

j.l.^l)(.-2)(n~3)_  ,  __  1 

^1.2.4  (2n-l)  (2n  -  3)  ^^^  '^  "  'J 

Der  Coefficient  P„  von  a"  stellt  folglich  eine  ganze  Function 
des  n^^  Grades  von  cos  y  vor,  und  diese  Eigenschaft  des 
Coefficienten  Pn  pflegt  man  in  der  schriftlichen  Darstellung 
kurz  durch  P^  (cos  y)  anzudeuten.**)  Wie  man  sieht,  ge- 
hören sammtliche  Exponenten  des  Argumentes  cos  y  zu  den 


*)  Man  beachte,  dasB  y  zwischen  0  und  n  liegt.  —  Für  y  =  0,  « 

geht  die  Wurzelgrosse  in  den  Quotienten  — -_ —  über,  ist  also  wegen 

1  4-  a 

der  Natur  des  a  in  eine  convergirende  geometrische  Reihe  entwickelbar. 

**)  ^H  spielt  also  bei  dieser  Dirichlet'schen  Bezeichnungsweise  die 

EoUe  eines  Functionszeichens. 
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geraden^  oder  ungeraden  Zahlen^  je  nachdem  n  ^  0,  oder 
^  1  (mod.  2)  ist. 

Ausser  der  obigen  lassen  sich  für.  Pn  noch  verschiedene 
anderen  Formen  auffinden.  Wir  begnügen  uns  jedoch  hier 
damit;  nur  noch  einige  derselben  anzuf  ühren^  und  zwar  wäh- 
len wir  zunächst  die  beiden  Dirichlet'schen  Formen,  welche 
sogleich  durch  eine  einfache  Transformation  von  cos  y  ent- 
springen. 

Schreibt  man  nämlich  1 — 2acos}'-f~^^  ui  der  Gestalt 


l_2a  +  4asin|-  +a^=(l_a)2 


1+ 


4a  sin  ^    I 

(1-tf)«  J' 


80  wird, 


[l-2«C08y+«^r*=:j-!-y(-l)'-  L3^lf=L)  1  2 

^  /^   I       J  1— a^^^        ^       2'*-A.2...iM     L  (1  — «;*  _ 

0 

*     o    m       /  ^         -  X  ( 52 «  sin  «-    I 
1.3.5...  (2w  -1)  \ 2    / 

r.  2.3...TO  (i__a)**^^    ' 

Nun  ist 


->:(-i) 


(2m+l)(2iii+2)(2m+3)  ^3 


(2i«+l)(2w-f2)(2m>f3)...(2i»-r) 


+  1T2T3  "   i-----i-  1.2.3..  ,r"  «  +-| 


der  Factor 


{2a^n\') 


m 


und  das  Glied 


(2m+l)(2m+2) ...  [2w--{n  — m)] 


»— m 


1.2.8. ..(n—m) 

verbinden  sich  daher,    solange  m  den  Werth  n  nicht  über- 
schreitet, zu  dem  Producte  2-  (2>"  +  i)  (2m  +  2)    . .  (n  +  m) 

^  1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  m) 

Daraus  aber  fliesst  weiter,    dass  die  Glieder,   welche  in  der 

Summe  V  (- 1)-  -i  •^-^":i;^:i=l>  -^^ 1-/--  denCoefficienten 

von  a*  bilden,  in  der  Form 

.      ^v,1.3.5...(2m-l)(2m+l)(2m+2)...(n+m)  g«  gj^,  V  **  ^dCT 
^        '  ml  1.2...  («—//i)  2  ' 
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wenn  man  den  Zuhler  und  Nenner  dieses  Ausdmckes  mit 
2.4.6...2»i  =  2""  r(w  +  l)  multiplicirt,  in  dieser  Gestalt 

f_  l)m  r(n+m+i)  ^  y   «- 

^       '^^    [r(m+l)]«r(n— m+1)''"^  2 

erscheinen  werden.  Setzt  man  folglich  für  m  nach  und  nach 
die  Zahlen  0;  1^  2,  3  ... ,  so  kommt 

ap.(«o,rt-i-a?i^»n|'+<=+?H=iJl;(==!)rin|'-.,. 

Anstatt  der  Substitution  cos  y  =  1  —  2  sin  |-  hätte  man 
offenbar  cos  y  auch  durch  den  gleichgeltenden  Ausdruck 
2  cos  ^     —  1     ersetzen    können.      Dadurch     wäre    alsdann 

(1  —  2«  cos  y  +  a^)"  ^  in 

[4ac08^  »-Ol»/«       -X  (2ac08''     ) 

t 2^  _  ^  1.3.6...(2w-l)   \  2    / 

(!  +  «)*    J  ^         1.2...TO  (i+a)*»«+i 

übergegangen,  und  demnach  würden  jetzt  die  Glieder,  aus 
deren  Vereinigung  P«  entspringt,  die  Form 

^       '^  [r(««+l)J«  r(n-m+l)  ^"^  2 

besitzen.     Hieraus  aber  schliesst  man  weiter,  dass 

ist.  Wie  man  indess  augenblicklich  erkennt,  resultirt  diese 
Beziehung  am  einfachsten  aus  der  dritten  durch  Vertauschung 
von  a  mit  —  a  und  y  mit  ä  —  y.  —  Wir  gehen  jetzt  zu  einer 
Darstellung  von  P„  über,  in  welcher  die  einzelnen  Glieder 
nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  y  fortschreiten  und  aus 
der  man  sofort  erkennt,  dass  Pn  immer  zwischen  +  1  sich  be- 
finden muss*  Man  erhält  diese  Form,  wenn  man  1— 2a  cosy-^-a^ 
in  die  beiden  Factoren  1  —  a  ey*  und  1  —  a  eri*  zerlegt  und 
beide  nach  der  Binomialformel  entwickelt.  Die  Ausführung 
der  Rechnung  zeigt  alsdann,  dass  wegen 
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00 


0 


oo 


0 

also 

ioo 
V. -^«  «.„ ;- -r «  ^       =  V  t-3»(8«»-t)  ^  ^,. 

0 
^.  2"  .  m! 

0 
R    in/  N        1.3.5...(2n— 1)  ,   1.3...(2ii— S)^  ^_^/        o 

,    1.3...  (2n-5)   £^3  C09  fn  —  a^  V  -I- 
^2.4...  (2»-4)  2  .  4^^  ^n  —  4;  7  -i-  •  •  • 

_'^  1.3...(2»-1)  »•3...[2(»-.)-l]  ,  g-^-^ 

-  ^   ~2  .4  ...  2,  2  .4T6  . .  .2  («  -"iT  "^  ("        -**>  »^ 

*  =  () 

ist,  wo  n  =  -^,  oder  =  ^^  sein  wird,  je  nachdem  n  zu  dL 

geraden,  oder  ungeraden  Zahlen  gehört.  Die  Coefficien 
der  Cosinns  in  diesem  Ausdrucke  sind  sämmtlich  positiv,  ft 
absolut  grosster  Werth  findet  demnach  für  j^  »=  0  Statt. 

nun  für  diesen  Fall  die  Wurzelgrösse  (1  —  2  a  cos  y+a*) 
Y^—  =  1  +a  +  a^  +  ^'  +  *««H~^"4"''' 

übergeht,   also  Pn  =  1  wird,   so  kann  offenbar  Pn  nieoc^ 
niunerisch  grösser,  als  1  sein. 


§.  124. 
Darstellung  von  P^  durch  bestimmte  Integrale. 

Dem  Obigen  zufolge  besteht  die  Beziehung 

r  1  — 2acOBy  +  a 

Wird  in  dieser  Gleichung  a  durch  den  Ausdruck  e^^  eraets^ 
wo  V'  einen  von  y  unabhängigen  und  wie  dieser  zwiscl»-^" 
0  und  n  befindlichen  Bogen  bezeichnet;  so  verwandelt  si^ 
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die  rechte  Seite   dersiben  in   G  -\'  lft\   wenn  man  zur  Ab- 
kürzong 

/>o  +  /^i  cos  ^  +  7^2  cos  2  ^  +...  +  />„  cos  n  ^  +  ..  .   =  G 

und 

i\  sin  ^  -|-  7^2  8^  2  ^  +  .  .  .  +  /^„  sin  n  ^  +  .  .  .  =  H 

schreibt.    Die  linke  Seite  der  Gleichung  1.  dagegen  ist  mit 

1^'  [er^'  +  eV«  —  2  cos  y]|"  i  =  [2  (cos  V'  —  cos  y)]""  ^e     "^ 

identisch,  und  sonach  wird,  wenn  if<Cy,  also  cos  tf;  —  cos y>0 
ist,^ 

C08-J-  .      . 


K2(co8^— cosy) '  ^2(008-^— 008  y) ' 

für  y  <  ^,  mithin  för  cos  ^  —  cos  y  <  0  hingegen  hat  man 

f  2(c08y  — cos-v»)  r2(c08y— cos-V») 

Nun  sahen  wir  in  der  Lehre  von  den  Fourier'schen  Reihen, 
dass  beim  Statthaben  der  Reihen  für  G  und  H  die  Goeffi- 
cienien  P  durch  die  Formeln  bestimmt  werden 

n  rt  r 

Po=^  fodif,P„=^  JGcoantpdif^^  jh  cos  nifdif 


n 


und 


n 

G  COS  ni;  df 

Y 


'-I 


/  Gsmnifdif=—  j  6^sinn^rf^^ —  j  G  srnntp  d^. 

Ersetzt  man  also  in  diesen  Beziehungen  G  und  H  durch  die 

oben  ermittelten  Ausdrücke,  so  kommt 

y  * 

2.     />  =  -  /'<^Q«  ^  ^  co8j^^  ^     .    2     /*co8  «^  Bin  l_j^^ 

*-/    ^2(008'^— C08y)  '^  ^    K2(C08y  — C08^) 

und 

^J  ^2(008^»— cos  y)  ^J  f^2(coBy— COH^) 
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Von  diesen  beiden  Dirichlet'schen  Formeln  für  P^  muss  offei 
bar  die  erstere  ftlr  n  =  0  auf  die  Hälfte  reducirt  werde 
und  in  der  zweiten  sind  für  n  alle  ganzen  Zahlen  1,  2,  3, . 
zu  wählen. 

So  unverfänglich  der  vorhin  befolgte  Gedankengang 
den  ersten  Blick  auch  erscheinen  mag,  so  ist  er  doch 
näherer   Ansicht   nicht  frei   von  Zweifeln.    Denn   dass 

a  =  ßV'*  die  Wurzelgrösse  (1  — 2a  cos  y+a*)    *     mit 
nähme  des  Falles  tj;  =  y,  für  welchen  das  Radical  unendLSc^ 
wird,  noch  immer  in  eine  convergirende  Reihe  sich  entwickeln 
lässt,  ist  —  wenn  auch  thatsächlich  der  Fall  —  doch  eiz^e 
ganz   unbewiesene   Voraussetzung.     Die   Integralformeln     S. 
und  3.  bedürfen  daher  auch  noch  einer  nachtraglichen  S«. 
stätigung  ihrer  Richtigkeit.    Zu  dem  Zwecke  benutzt  Dirieli- 
let  folgendes  Verfahren;  er  bildet  unendliche  nach  Potenzen 
von  a   fortschreitende  Reihen ,   in  denen  die  Yerschiedemeo 
Coefricfenten  der  a  aus  den  obigen  Theilintegralen  bestehen. 
Von  diesen  Reihen  nun  zeigt  Dirichlet,  dass  sie  convergiiren 
und  Sunmen  besitzen,  die  bei  der  Vereinigang  der  einander 
entsprechenden  Reihen  unmittelbar  zu  dem  Radical 

(1  —  2a  cos  y  +  a^)    * 

sich  ergänzen. 

Behufs  der  nähern  Erläuterung  dieses  Ideenganges      sei 
zunächst 

^J  K2(co8^— coey) 
u 

alsdann  ist  offenbar  Qn  numerisch  kleiner ,  als 

r 

*«/   K2(co8V'  — cosy) 

0 


*)  Man  hat 


/cos  { 


—  cosy^ 


.__i_z:  I  -f.  cjwwfc 
8111  i  y/ 


I  . 


Bezeichnet  folglich  a  einen  echten  positiven  oder  negativen 
Brach,  so  mnss  die  Reihe 

i  (>o  +  C>i  «  +  (>2  «^  +  •  •  •  +  0«  a"  +  .  .  . 

eonvergiren.  Ihre  Summe  S  selbst  aber  findet  sich  leicht, 
wenn  man  statt  der  Q  die  entsprechenden  Integrale  einführt ; 
denn  so  kommt  zuvorderst 

S=lr-^t4^^[^+acos*+a2cos2^+«3cos3^+.J^ 
V  K2(C08^  — cosy)  ^^  ^  ^  ^^  ^^     J' 

d.  g.  mit  Beachtung  der  Gleichung 

j g<t 

i  •  5 — ä n — i  =  i  +  «  cos  V'  +  «^  cos  2 1^  4-  •  •  •  *) 

*       1  —  2«  008-^  +  « 


^1  — g«  /^ 

*     J   (1-2« 
0 


cos  -^  ^  <f '^ 


cos  ^  +  «*)K2  (cos  v>  —cos  y) 


Setzt  man  nun   «  sin  ^  =  sin  ^  ^^  wo  ^  eine  neue  Variabel  e 
bezeichnet,  so  entspringt 


*        «    /*                                   2  sm  -^  rf« 
Ä  =  *-_«'   / 2 ..^-=^ 

*       /    [1— 2a(l  — 2««Bin^y»)  +  a«jK2(l  — 2  8iniy'.««--C08yj 

0 

1 

«=*""?*    /*_d« 1 

n        I  y~i~Zrgt      (1  — «)•  +  4  a  sin  ^  y«  .  *'* 

Erinnert  mau  sich  aber  der  bekannten  Formel 


/< 


= T^  arc  tang  --'    ^=r^  +  const, 

SO  findet  sich  sogleich,  dass 

r_ds_        1 

J  yrZJt  '   (l-a)*  +  4a»«8in4y« 

— -^ -=.  arc  tg  ^K(I~a)'+4a8ini^ 

(1— a)^(l-a)«  +  4a8iniy«  ®  (1  — a)Kl-*» 

also 


*)  Vergl.  §.  95. 

MinntR,  befttiromte  lute^rale.  *2C 


*      *  2  '  ( 1— a)^(i— «)«+  4«  (sin  \  y)«        ^  *  ^1— 2  a  cos  y+< 

ist. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  würde  man  nun  die  S 
der  Reihe 

i  Äo  +  ^1  «  +  ^2  «^  +•••  +  Ä"  «*  +  ••• ; 
wo 

n 


^J    K2"(C08  y  — 


C08  ^) 


y 
finden;  doch  geschieht  dies  einfacher ,  indem  man  in  diea 
Integrale  n  —  ^  statt   ^   schreibt   and   die   goniometris 
Formel  cos  (a  +  wjr)  =  ( — 1)«  cos  a  berücksichtigt.     So  n 
lieh  ergiebt  sich  sofort 

n 

dtp 


2      /'coAnipsin^ilf 
"  J   V'^  (ti08  y  —  CO« 


C08^) 
0  «— y 


COB  n  ^  COB  ^  -^f 


K2rG08ffr — 008  C 
Ä— y  0  *•        ^ 

und  demnach  ist  Rn  a"  eine  Grösse^  welche  aus  dem 


r\        «  2  «      /^C08  «tfr  C08  4 

^         ^  r  2  (co8  ip  — 


008  y) 


durch  Yertauschung  von  y  mit  n  —  y  und  von  a  mit 
entspringt.    Daraus  aber  fliesst  sogleich  weiter  ^  dass 

i  Äo  +  Ä,  a  +  .  .  .  +  Ä„  a«  +  .  . . 

die  Entwicklung  des  Radicals 

J^l— 2ac08y+a* 

nach  Potenzen  von  a  bildet.    Weil  nun 

1 .  ^  +  gL +  1 -1-"« 

^     Kl— 2a  COB  y-fa«  Kr^2aco8y+a« 

=  ^  =  i  /'o  +  ^1  «  +  A  «'  +  •  •  • 

Kl— 2tfC09y+a«         2     ü    I       1         I       2 

ist,  SO  findet  in  der  That  für  i>,  die  Gleichung  2.  Statt. 
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Um  jetzt  die  Richtigkeit  der  Gleichung  3.  nachzuweisen; 
untersuchen  wir  auch  hier  vorerst  die  Reihe  ^  deren  allge- 
meines Glied 

sin  nip  siu  ^  ip  dip 


y^  (COB  V»  —  COB  y) 

heisst;  wo  für  n  bekanntlich  alle  ganzen  Zahlen  1;  2;  3;  .  .  . 
zu  setzen  sind.  Die  Summe  5^  dieser  Reihe  wird  oflFenbar 
durch  den  Ausdruck 

_1  f—^tM=^  [a  sin  ^  +  «2  sin  2^^  +  .  ,  .] 

« J    1k2  (cos  ^  —  C08  y)   '^  ir      I  j 

0 

^    l         sin  \'tpdip  a  sin 'V' 

^J  K^  (cos^ -^cos y)       1— 2ac08i^  +  a« 

0 

vorgestelli*)  Dieses  Integral  aber  lässt  sich  mit  Berück- 
sichtigung der  Beziehung 

'       «.•!..  .  (1  —  «)•  COB  ^ 

tt  sm  ^  Sin  ^  i^_ s  ^ -         ''  '  2 

1  —  2a  cos  -^  -f  ö»  *  ^^®  2  2  •  1  — 2a  cos -^ -f  a« 

sofort  auf  zwei  andere  Integrale  zurückführen,  deren  Werthe 
^utnittelbar  aus  dem  Obigen  abgelesen  werden  können.  Denn 
'»^arx  hat  nun  für  S^  die  Form 


-V    /       cos  -1  ^ 

^     /    K27c08V»^ 


j  ..  r*  \9       ä  COS  ir  dtp 

dtp      j^(l— a)*    /  2     ^ 


—  cosy)  ^       J    (1— 2acost/>-f-a«)K2(c08i^  — cosyj 

'^  ^      Kl— 2ac08y+a« 

Endlich  überzeugt  man  sich  sogleich,  dass  die  Summe  der 
e,  deren  allgemeines  Glied  durch 


1  fji^    /*8in  ntp  cos  \tp  dtp 
^    J   y^  (cos  y  —  cos  tp) 


^^^edrückt  wird,   sich  wieder  durch  Einführung  der  neuen 
^^Snderlichen  ^j  =  ;r  —  ^  in  das  vorstehende  Integral  aus 


')  Vergl.  §.  95 ,  Schluss. 

26* 
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•jor    v<.rljiii    iihttTSULliteii   Heilie    ableiten    lasst.     Man    orluilt 
nämlich  hier  wegen  sin  (a  +  n^rj  =  (—  1/  sin  a 


«-r 


7)i 


~n~J  K2(C08y— cöiV')  *  ,/  ^2  [cos ^  —  cos  («  — 

r  0 

und  folglich  ist  die  Summe  der  entstehenden  Reihe  mit 

-1-1-1. ■       ^  +  «      - 

?  1— 2a  cos  y+a« 

gleichbedeutend.     Die  Addition  beider  Reihen  aber  zeigt  nun 
wieder^  dass 

ist  und  dass  somit  die  Gleichung  3.  zu  den  richtigen  gehört. 


§.  125. 
Fortsetzung. 

Unentbehrlich  und  völlig  hinreichend  fOr  die  spater  SdI- 
genden  Untersuchungen  ist  nur  die  Eenntniss  der  im  Vor- 
hergehenden abgeleiteten  Dirichlet'schen  Integrale;  ohne  Inte- 
resse dürfte  es  indess  nicht  sein^  wenn  wir  auch  jenem  Integrale 
einige  Worte  widmen,  durch  welches  Pn  zuerst  von  Laplaee 
dargestellt  wurde.  Wir  wollen  daher  dieses  Integral  jetzt 
entwickeln,  und  zwar  werden  wir  uns  mit  Heine*)  auf  den 
Satz  stützen,  dass  für  ein  positives  a  und  für  ein  reelles, 
oder  rein  imaginäres  b,  das  im  ersten  Falle  aber  kleiner,  als 
a  sein  muss,  immer  die  Beziehung  gilt 


1. 


7K 

Vj  a 

i) 


dv ^  1_ 

+*  cos  (f  y^illf,i^ 


WO  die  Wurzel  auf  der  rechten  Seite  mit  dem  Pluszeichen  zu 
nehmen  ist. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Gleichung  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe  durch  folgende  Betrachtung. 

In  §.  95,  1.  haben  wir  gezeigt,  dass  für  —  1  <  r  <  1  stets 


*)  Mau  sehe  desHen  vorzügliches  ,^HaDd)>uch  der  Theorie  der  Kiigel- 
functionen",  S.  II  etc. 
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7t 

/*  dtp  n 

1  —  2  r  cos  <p  +  r*  1  —  V 


\\.    Diese  Relation   aber  bleibt  selbst  fUr  eiu  reiu  imagi- 
Sures  r,  dessen  Modul  kleiner^    als  1   ist;    in  Kraft.     Ent- 
^'V^ickelt  man  nämlich 

(1— 2r  cos  9  +  r^Y^  =  (1  —  rt-'y)"^  (1  -  r^f-'V)-^ 

rxach  steigenden  Potenzen  von  r&^  und  re?-%  also  nach  Co- 
sijius  und  Sinus  von  9  und  beachtet ,  dass  bei  der  Entwick- 
Iixiig  der  Function  (1  —  2r  cos  9  +  r^)""^  in  eine  trigono- 
metrische Reihe  die  Siuusglieder  nicht  in  Betracht  kommen, 
"^^ei\  sie  fOr  ein  reelles  r  mit  1  multiplicirt,  für  ein  rein  ima- 
ginäres r  dagegen  von  1  befreit  sind:  so  wird  bei  der  Inte- 
gration nach  g)  zwischen  den  Grenzen  0  und  %  nur  das  von 
9^   unabhängige  Glied 

!+'•■•  +  '••  +  •••=  fi,, 

Kur    Bildung  des  Integrales  beitragen. 

Wie  nun  bei  einiger  Ueberlegung  ohne  grosse  Sch>\ierig- 
keit  erhellt;  wird  sich  auf  das  soeben  erwähnte  Integral  die 
Poi-m  1.  reduciren  lassen ;  wenn  man  zwei  Constanten  /?,  r 
*^    zu  bestimmen  vermag,  dass  der  Modul  von  r  <  1  und 

ist.      Offenbar  kann  dieser  Forderung  immer  Genüge  geschehen  5 
dexüi  da 

r =^ 

^^^^     beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

r'  +  2   ;  ,•  +  1  =  0 

■ 

'^^^drückt,  das  Froduct  derselben  also  der  Einheit  gleich  ist; 
Aoss  natürlich  der  Modul  der  einen  kleiner  ^    der  der  an- 
grösser,  als  1  sein.     Unsem  Voraussetzungen  zufolge 

^*^^i  ist  a^ — h^  stets  positiv,  demnach  mod.  ( -— ^-i— ^-  )  <  !• 
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Wählt   man    mithin   für   r   diese    Wurzel,    so    ergiebt   sich 
sofort 


n 

_  djp 

p(i-— 2rC089+'^*) 


Bei   der  Entwicklung  der  Function       .    in   ei 

Cosinusreihe  Cq  +  (^j  cos  9  +  .  .  .  stellt  —  wie  unmi 
einleuchtet  —  die  Grösse  —  das  Glied  c^  vor,  und  eben^s^ 

augenscheinlich  findet  das  Nämliche  bei  der  Entwicklung  A.  ^ 
Function   [«+&  cos  {rp — 9i)]""^  nach  Cosinus  der  VielfaclL 
von  97  —  97 j    Statt,    wo  tp^   unabhängig  von  tp  ist.     Dar^ 
aber  fliesst   weiter,    dass   durch  Integration   dieses  Bruc^ 
nach  9?  zwischen  den  Grenzen  0  und  2%  wegen 

j  Cyt  COS  m  {q> — 9,)  dfp  =  Oy  m  >  0 

0 

die  Gleichung  entspringt 

d(p  2«r 


ß 


fl  +  6  008  (f  cos  <Pi  +  6  sin  9  sin  «pi  y^^ ^i  * 

Ü 

Und  hieraus  kann  man  sogleich  wieder  die  Beziehung 

in 
r dq> ^  2n  ». 

j  A -}-  JJ  cos  q)  "{-  C  sin  (p  Y  A* ß*—  C* 

ableiten,  wenn  man  a  =  A,  b  cos  9,  =  2?  und  b  sin  yj  = 
schreibt,  wo  also  B  und  C  zugleich  reell,  oder  rein  imagiui 
sind  und  die  Wurzel  aus  der  positiven  Grösse  ä^  —  B^  — 
mit  dem  Pluszeichen  zu  nehmen  ist. 

Mittelst  des  vorhin  entwickelten  Uülfssatzes  nun  ist 


♦)  Ausser   dem   Heine'schen  Werke   über  Kugclfunct.   möge  aa 
Jacobi's  Abhaiidl.  „lieber  den  Wertb,  welchen  das  bestimmte  Intej 

d(p 


j 


1  —  A  COS  q>  —  /?  sin  qp 


für   beliebige  imaginäre  Werthe   von  A  und  B  annimmt'*  in  Crel 
.Toamal  Bd.  32,  S.  8  nicht  unberücksichtigt  bleiben. 
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leicht^  das  Radical  (1 — 2aX'^a^)  ^  bei  reellem  x  zunächst 
durch  ein  bestimmtes  Integral  auszudrücken.  Beachtet  man 
Hiimlich,  dass 

l_2a  x+a^  =  {l^axf  +  «^  (l  —  x^) 

ist  I  so  ergiebt  sich^  wenn  man 

a  =  l  —  a  X,  b  =  a  j/x^  —  1 

setzt  und  a  hinlänglich  klein  wählt;  dass 


1 ^  J^    r dq> 

yi  —  2ax+'ä*  «  J  l  —  ax  +  a  ^«"-^  . 


C08  <p 

0 


denn  unter  der  über  a  gemachten  Voraussetzung  ist  1 — ax  >  0, 

und  a  /x^  —  1  besitzt  entweder  einen  rein  imaginären  Wertb, 
oder  ist  reell  und  alsdann  wegen 

a^  --  b^  =  1  —  2a  X  +  a^  >  0 

kleiner  als  a,  mit  welchem  Zeichen  man  auch  die  Wurzel 
yx'^ — 1  nehmen  mag. 

Entwickelt  man  nun  aber  (1  —  2a  x  -}-  a^)    *  und  die 

Grosse  1  —  a  x  -^  a  ]/x^  —  Icosy  nach  steigenden  Potenzen 
▼on  Uy  so  wird;  wie  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden 
erhellt,  der  Coefficient  von  a",  d.  h.  Pn{x)  dargestellt  durch 
das  bestimmte  Integral 

n 

2.  i>,  (x)  =  -^  f  {x  —  cos  9  j/j?— 1)«  dg). 

0 

Substituirt  man  in  demselben  statt  (p  die  neue  Veränderliche 
g>^  =  ;r  —  9,  so  hat  man  augenscheinlich  auch  diese  Gleichung 

n 

n  Pn  {x)  =  /  (x  +  cos  9  yx'^—iy  dtp. 

Wird  endlich  (x  +  cos  9  j^o;'— l)"  nach  der  Binomialformel 
entwickelt  und  ausserdem  die  aus  den  Elementen  bekannte 
Belation 


—  I  cos  O)*" 

V 


dip  =  0,     m  =  l  (mod.  2) 
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berücksichtigt,  so  erkennt  man  auf  den  ersten  Blick,  dass  ^        jj^ 


f 


y« 


ungeraden  Potenzen  von  cos  9,  also  auch  Yx^  —  1  bei  c^       ^ 

Integration  nach  q>  zwischen  den  Grenzen  0  und  tc  versi 

den  müssen.    Die  entstehende  Function  von  x  gehört  mii 

zu  den  ganzen  Functionen  von  x.    Nun  ist  aber  Pn{po) 

Obigen  zufolge  ebenfalls  eine  ganze  rationale  Function 

mithin  gilt  die  Laplace'sche  Gleichung  2.  selbst  dann 

wenn  x  als  imaginäre  Grosse  auftritt.    Denn  sind  zwei  Fc^huic- 

tionen  fQr  alle  reellen  Werthe  des  Argumentes  x  gleich,         .so 

muss  auch  für  alle  imaginären  Werthe  desselben  die  Gleieh^beit 

in  Kraft  bleiben. 

.  Mit    der   grössten   Leichtigkeit   lässt   sich   vermöge        m3ffc 
Gleichung  2.  die  von  Diriclilet*)  angeführte  neue  Reihe 

3.  ^,(co8y)  =  cosX»-[l-(-ytangf^+(^yfam, 

-(aytaugl'H----] 

beweisen.    Zu  dem  Behufe  setze  man  wieder  wie  früher        ^a^; 
obige  X  »=  cos  y  luid  zerfalle  cos  y  -{-i  sin  y  cos  q>  in  die  bei.  «^deii 

Factoren  cos  ^  -\-  i  sin  ^  (ff  und  cos  |^  +  1  sin  |^  tf-HP ;     •=^nt' 

wickelt  man  nun  die  n''  Potenz  dieser  Ausdrücke,  so  s'txUt 
sich  (cos  y  +  ^  sin  y  cos  g))*  als  das  Product  der  beiden  Rei  "Äeu 

r[i +(0  ''^\  ^-"'+  (2)('^^'^"y+  •  •  •] 

dar,  und  sonach  muss  der  Gleichmig  2.  zufolge  die  BeziehuiB^^f^' 
Statt  finden. 

Noch  einfacher  aber  lässt  sich  die  folgende,  wie  BC^in^ 
erwähnt,  schon  von  Euler**)  gekannte  Relation 

4.  1\  (cos  y)  =  cos  y«    1  —      ^"  ~"   ^  tang  y^ 

*)  Grelle.    Journal  Bd.  17,  S.  40. 

**)  Institutiones   calculi   integraÜB,   Ed.  III.   Petrop.   1S24,  Vc^l-  '» 
Sectio  I.,  Cap.  VI.,  prob.  33,  S.  160. 


COS,^ 


cos 
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Termittelst  der  Laplace'scheu  Gleichung  erzielen.  Denn  ent- 
irickelt  man  (x  +  cos  9  j/x^  —  l)**  =  (cos  y  + 1  sin  y  cos  g))* 
nach  Newton's  Lehrsatze,    so  folgt  mit  Beachtung  der  be- 

kannten  Formel-  I  cos w*' dw  =     -«*  .--1--  -^^   »  oder=0, 

nf  ^      ^  2.4.6...r       '  ' 

0 

je  nachdem  nämlich  r  zu  den  geraden,  oder  ungeraden  Zahlen 
gehört,  dass 

A(cos  y)  =  cos  yfl  —  n.^-Y^  ^^  +  '*4  ^.4  tg  ?*  —  •  •  • 

sein  muss. 

§.  126. 

P^  genügt  einer  partiellen  Dlfferentialgrlelchiuig  der  zweiten 

Ordnung. 

Zu  den  wichtigen  Eigenschaften  der  Function  Pn  gehört 
auch  die  von  Laplace  entdeckte,  dass  sie  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung der  zweiten  Ordnung  Genüge  leistet.  Um 
diese  zu  erzielen,  setzen  wir  für  den  Augenblick  wieder  cos  y=x 
nnd  der  Kürze  halber 

Vi  -'2ax+  a* 

Durch  Derivation  nach  x  und  a  entspringt  alsdann 

fflr »  g(-  2c)  „    I  _., 

dT  ,  (—  2x  +  2«)       f  .    -,., 

0  =  3(«  -  a)  P  1^'  -  r»  =  3(a:— «)»  J'^—  P. 
Nan  ist 
(l—a:»)g+a2  0=a2  7'''[— 1  +  372(1- 2aa;+a01=2a»r-'' 

und 

2x1?"— 2a|^  =  2«  r»[a;  — a;  +  «1  =  2a»  r», 
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sonach 

f^  ^^^ «^        -1-  «^ 

da^    *         da*  3a?'  da 


(i-:«^)g+«i*;^-2xi-:+2«i-:-o 


^^ 


oder 

Mit  Benutzung  des  Werthes  T  =  SPn .  a"  aber  nimmt  di< 
Beziehung  die  Form  an 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  also  wieder  eine  n 
Potenzen  von  a  fortschreitende  Reihe;  offenbar  kann  sie 
dadurch  mit  Null  zusammenfallen^   dass  jedes   ihrer  GliecS^  er 
verschwindet.    Setzt  man  demnach  den  Coefficienten  von. 
der  Null  gleich^  so  entspringt  die  Differentialgleichung 

1.  (i_a;»)^_2a:^  +  (n  +  l)ni>,  =  (n 

In  einer  andern  Gestalt  zeigt  sich  dieselbe,  wenn  für  a;=co6 
der  frühere  Ausdruck 

cos  }/  =  cos  ^'  cos  d'  +  sin  d''  sin  d'  cos  (g)'  —  (p) 

gewählt  imd  cos  y  bloss  als  Function  von  ^  und  9  aufgefas^^^ 
wird.    Dadurch  nämlich  verwandelt  sich  die  vorstehende  Di 
ferentialgleichung  in 

I     ^G^^^-^5)  I     d*P 

sin  v  cv  '     sin-O'*  ^9*     1    \      1      / 

Und  zwar  ergiebt  sich  diese  Form  leicht,  wenn  man  beachte'       *' 
dass  vermöge  der  Beziehungen: 

X  =  cos  d''  COS  ^  4"  81^  '^'  sin  d"  cos  (9'  —  9) ; 
^  =  —  COS  O"'  sin  '9'  +  sin  d''  cos  ^  cos  {q>'  —  9) ; 

^^  =  —  cos  O"'  cos  -ö"  —  sin  -ö"'  sin  d^  cos  (9'  —  9)  o=a  —  x; 

K—  =  sin  -9"'  sin  -9"  sin  (9' — <p) ;  5-^=  —  sin^'  sind  cos  {(p — qp)? 


•)  üeber  verschiedene  Transformationen  der  hier  vorkominei^^iÄD 
Differentialgleichungen  ist  wieder  lleiue's  Werk  über  KagelAmcti^ni6ii 
einzusehen. 


—    411     - 


99        d9  dx'>  dtp        dtp  dx  '  d»*        dx'd»*' 


d^P^        d  P. 


3'P  ^P 

der  Ausdruck  (1  —  a;^)       »  —  2a;  ^  mit 

^  ^  da^  ex 

-^^,+  cotg^g^  l8infr«a^  =  Uä¥J  +8m^2sm(qp-i3p)2j^ 

idenidscli  ist. 

Hierdurch  also  ist  bewiesen,  dass  unser  P„,  welches  — 
wie  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  einleuchtet  —  eine 
ganze  rationale  Function  von  cos  ^^  cos  9?  sin -9",  sin  qp  sin '9' 
vorstellt,  eine  Lösung  der  partiellen  Diflferentialgleichung  1". 
oder  vielmehr  von 

I-         S(+  cotg  ^ fj  +  -J^,  |-{+  „(„  +  !)/•=  0 

Kefert.    Mithin  steht  P«  zu  ihr  in  einer  ähnlichen  Beziehung 
We   die  Functionen  sin  und  cos  zu  der  einfacheren  Gleichung 

döi'eii  allgemeines  Integral  bekanntlich  durch  den  Ausdruck 

5  =  a  cos  nO"  -f-  «1  sin  n% 
''^prSsentirt  wird.  Die  Analogie  lässt  sich  indess  noch  weiter 
^''^iben.  Denn  die  Functionen  sin  n'&  und  cos  n%  können, 
^^Un  man  will,  als  ganze  Functionen  der  Grössen  sin  %  und 
^Oä  %  betrachtet  werden;  und  beschreibt  man  mit  dem  Halb- 
*^8ser  =  1  aus  dem  Ursprünge  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
^^tensystemes  eine  Kreislinie,  so  stellen  sin  0*  und  cos  ^  die 
''^chtwinkligen  Coordinaten  eines  Peripheriepunktes  in  Polar- 
^^^^^itünaten  dar,  dessen  Radius vector  mit  der  Abscissenachsc 
<*eii  Winkel  ^  einschliesst.  Ganz  ebenso  leicht  aber  findet 
^^ti,  wenn  man  mit  dem  Halbmesser  =  1  aus  dem  Mittel- 
t^^^kte  eines  orthogonalen  Coordinatensystems  eine  Kugelflächc 
^üstruirt,  dass  cos  0",  sin  0*  cos  9?,  sin  -9"  sin  9?  den  recht- 
^iJiiligen  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Hache  gleich  sind, 
'^^'öiii  ^  der  Winkel  seines  Radius vectors  mit  der  o;- Achse  ist, 
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und  <p  den  Winkel  bedeutet ,  welchen  die  durcli  den  Lew  a 
strahl  und  die  Abscissenachae  beBtimmte  Ebene  mit  der  x  ^^:J 
Ebene  bildet.  Die  ucich  6aus3  eingeftÜirte  Benennung  Kugc^^j 
function  für  P„,  Überhaupt  für  jede  ganze  rationale  bWcti»  ^| 
X.  von  cos  &,  sin  d  cos  (p,  sin  9  sin  9,  welche  die  Differ^^^ 
tialgleichuug  I.  befriedigt,  ist  ilaher  als  eine  sehr  paascig^ ^ 
za  betrachten.  •  1 

Wegen  des  Indexes  n   nennt  man  auch  wohl  die  Ko^^v^ 
function  X,   eine  Kugetfunction   n'"  Ordnung,    Die  ebenf 
übliche   Bezeichnung    Laplace'sche    Function    endlich 
Laplaue   zu  Ehren,   der  mehrere  der  Uaupteigenadiaften    v« 
P.  zuerst  entdeckt  hat,  eingeführt. 


§.  127. 
Einig:«;  S9t«c  Ober  KD^elfiinctluncn'). 

Aus  der  oben  gegebenen  De&nitiousgicichuug  ftir  Kng^^" 
l'unctiooen  entspringen  fast  ohne  Mühe  einige  Sätze,  die 
des   Interesses  wegen  hier  anführen  wollen  und   von  den^^^ 
namentlich  der  eine  für  die  nachfolgenden  Betrachtungen  vc 
grösster  Wichtigkeit  ist. 

1.  Zunächst  nämlich  ergiebt  sich  auf  den  ersten  Blic 
dass   irgend  eine  Kugelfunction  X,   der  n""  Ordnung  wied' 
eine  Kugelfunction  derselben  Ordnung  liefert,  sofern  sie  n^^ 
einer  beliebigen  Coustanten  c  multipticirt  wird.    Denn  man 

I,  -  «(»  +  l){.Y.c)  +  .bJ-^  ^i  (»ü.9  ?i^)  +  jJ^^ 

2.  Ebenso  leicht  beweist  sieb  ferner  der  Satz,  dasB 
Addition  und  Subtraction   zweier  Kugelfunctionen   dersell 
Ordnung   wiederum   auf  eine   Kugelfunction    der   nämlicli< 
Ordnung  führt. 

3.  Sind  die  Coefficienten  irgend  einer  Kugelfunction  ~] 
aus  beliebigen  von  9  und  (p  unabhängigen  Grössen  X,  p, 
zusammengesetzt,  ao  entspringt  durch  Integration  von  J*. 
X,  fi,  V,  .  .  .  zwischen  beliebigen  von  #  und  tp  unabhänj 


*)  Aus  Diricblefs  Yorlesung:   lieber  die  Krüfl«,  welche  in 
kehrteu  Vcrhältuisse  des  Quadrates  der  Entfernung  -wiiken. 

semeHter  1S5T— 1B58  entlehnt. 
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msen  eine  Kugelfanction  derselben  Ordnung.  Seien  z.  B. 
Coefficienten  der  Function  Xn  von  A  abhängig,  und  p  und  q 
Int^rationsgrenzen  in  Bezug  auf  X\  alsdann  ist 

fXndk 

le  Kagelfunction  der  n'*"  Ordnung.    Denn  erstens  bleibt  das 
tegral  eine  rationale  ganze  Function  von  cos  ^^mx  %'  cos 
L  d  sin  9  und  zweitens  folgt  aus 

0=  n(n  +  1)  Xn+'^-^^A^m%  -^]  +  -A«-.-«  , 


; 


^nin-{.l)fsm»Ä.dl-\.j\l[sm»j^]dX+J^^dX, 

P  P  P 

g.,  weil  p  und  q  von  6*  und  9  nicht  abhängen  ^ 


/' 


.  _p 

4.  Der  für  das  Folgende  wichtigste  Satz  endlich  besteht 
in,  dass  wenn  Xn  und  Vm  beziehlich  Kugelfunctionen  der 

land  m^*^»  Ordnung  bezeichnen,  wo  n  und  m  verschiedene 
ize  Zahlen  vorstellen ,  immer  die  Gleichung  gilt 

W  jfsin  d'  Xn  r«  dq)  =  0. 

0 

H  der  Wahrheit  dieses  Laplace'schen  Theoremes*)  werden 

'  xms  ohne  Mühe  durch  Innehaltung  des  folgenden  Gedanken- 

iges  überzeugen. 
Da  nämlich  X„  und  F^  beziehungsweise  Kugelfunctionen 
n^  und  m^^'*  Ordnung  ausdrücken  sollen ;  so  müssen  sie 

t  Differentialgleichungen 

0=«(n  +  l)  sin  *  J',  +  ä^[8in*-g^-J  +  ^^  ^ 

'^)  Memoiren  der  Pariser  Akademie  aus  dem  Jahre  1782,  S.  163; 
^  Heine  Kugelf.  S.  264.  —  Mdcanique  cdleste.  Tome  II. ,  p.  31,  siebe 
<ililet  in  Grelle'«  Journale  Bd.  17. 


—    412    - 

und  ip  den  Winkel  bedeutet,  welchen  d 
strahl  und  die  AbscisBenachse  bestimmte 
Ebene  bildet.  Die  nach  Gauss  eingeführte 
fuaction  für  P,.,  überltaopt  für  jede  gP|^  , 
X«  von  cos  ■&,  sin  *  cos  q;,  ain  #  sin  . 
tialgleichung  I.  befriedigt,  ist  dab;^ 
zu  betiachtcn. 

Wegen  des  Indexes  n  iieor^ 
functiou  X„  eine  Kugelfunctirf  ^ 
nbliclie  Bezeichnung  Lapl^"  '^  s 
Laplace  zu  Etren,  der  a    fl 


n 


;,  zuerst  entdeckt  hat,  ' 


ßf 


Einig' 

Aus  der  ob' 
functioaen  ent" 
des   Intereasp 
namenttich 

'1^  ''f-  ' 


d»  =  —  I  sir 

dqi         J     d<p    1 


-  ''9'. 


1  ein  Vielfaches   von  2« 
L  und  cus  und   demnach   i 


(jl^fisen  J'„,  -,— unverändert  bleibeu.  N" 
jj^einlich  jedes  dieser  neu  gewunaenen  I 
0aa  die  Functionen  ¥„  und  X^  mit  eini 
ftbcr  einer  solchen  Verwechsehing  von  . 
Ijplication  der  zweiten  von  den  obigen  D 
durch  A'„  dQ  dip  und  uachberige  Integ 
(irenzen  *  >=  0,  &  =  n  und  q^  =  I),  9 
luch  die  Beziehung  bestehen 
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Genüge  leisten.  Multipliciren  wir  nun  die  erste  derselben  durch 
Fmdd'  dq)y  und  integriren  wir  in  Bezug  auf  ^  und  q>  zwischen 
den  oben  erwähnten  Grenzen^  so  kommt 

Die  theilweise  Integration  aber  zeigt  jetzt;  dass 

also,  weil  Xn  und  Y^  ganze  Functionen  der  trigonomeiarischen 
Functionen  sin  und  cos  darst.ellen  und  demnach  stetig  sind, 
ja  selbst  continuirliche  Dififerentialquotienten  besitzen  ^ 

Ferner  hat  man 

I  J ...  --.-  '^'P  =  J'-  "ä^  -J  aV  "ä^  ^f"' 


sonach 

in  %n 


weil  für  irgend  ein  Vielfaches  von  2ä  die  goniometrischen 
Functionen  sin  und  cos  und  demnach  auch  das  Product  der 

Grössen  Y^ny  ~— unverändert  bleiben.  Nun  ändert  sich  angen- 

scheinlich  jedes  dieser  neu  gewonnenen  Integrale  nicht,  wenn 
man  die  Functionen  Y^  und  An  mit  einander  vertauscht.  D» 
aber  einer  solchen  Verwechselung  von  F,„  mit  X^  eine  Mul- 
tiplication  der  zweiten  von  den  obigen  Differentialgleichungen 
durch  Xndd'dip  und  nachherige  Integration  zwischen  den 
Grenzen  4)*  =  0,  0*  =  ;r  und  9  =  0,  9  «=  2;r  entspricht;  so 
muss  auch  die  Beziehung  bestehen 

n{n+\)  JJ  XuYrnf^\n%^d^d(p=m{fn+\)JJXnY^%m^d9dfpy 
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g.   wegen  der  Ungleichheit  der  beiden  ganzen  Zahlen  m 
d  n 

^ TXn  J«  sin  -9-  ad  acp  =  0. 


0    0 


§.  128. 
Jireis  der  Diriehlet'schen  Yi^rm^X  j  dx j  q>(xyy)dy=jdyjq>{x,y)dx. 

Die  Umkehrung  der  Integrationsordnung  bei  Doppelinte- 
"alen  stQtzt  sich  unsern  frühem  Betrachtungen  zufolge  wesent- 
^  auf  die  Voraussetzung  constanter  Integrationsgrenzen. 
ad  also  dieselben  von  den  Veränderlichen  abhängige  so  ist 
3li  im  Allgemeinen  die  einmal  vorgeschriebene  Ordnung  der 
e^rrationen  nicht  mehr  nach  Belieben  abzuändern.  Von 
ssem  Interesse  und  fQr  das  Folgende  sehr  wichtig  ist  nun 
r  die  Bemerkung  Dirichlet's,  dass  eine  Umkehrung  der 
^pationsordnung  immer  gestattet  ist;  wenn  das  Doppel- 
^^al  eine  der  Formen  besitzt 

/x  na 

^dxj^q){x,t/)dy,    Jdy J (p(x,  y)  dx, 

ebenen  a  eine  Constante  bezeichnet;  denn  in  einem  Falle 
scr  Art  gilt  die  Gleichung 

a  ae  a  a 

jdxjq>{x,  y)  dy  =fdyf(p{x,  y)  dx. 

0  0  0         y 

tx  ihrer  Richtigkeit  überzeugt  man  sich  sofort  ^  wenn  man 
i  beiden  Integrale  räumlich  deutet. 

Bezeichnen  nämlich  x,  y,  (p{Xy  y)  die  rechtwinkligen 
K>rdinaten  eines  Punktes  irgend  einer  Oberfläche  ^  so  lässt 
ch  der  Inhalt  des  Raumes  ^  welcher  von  der  Oberfläche  ^  der 
y-Ebene  und  von  den  drei  zu  dieser  winkelrechten  Ebenen 
aa  a,  y  =  0,  y  =  X  begrenzt  wird,  durch  jede  der  obigen 
tegralformen  ausdrücken.  Denn  zerlegt  man  diesen  Raimi 
jrallel  mit  der  x^-Ebene  in  unendlich  dünne  Schichten,  so 

rd  der  Inhalt  irgend  einer  von  ihnen  durch  dy  f{p(xyy)dx, 

y 
10  das  ganze  Volumen  durch  das  Integral 

JdyJ^{x,y)dx 
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M>rgL'^tflH,   /ei'rfclmcitlet  man  dagef^en  den  kiirjicrliclien  Rani 
in    Eleinentarschichtfin    parallel    zur    y  z  -  Ebone ,     so    drücl^ 

tix  ftp{x,y)  dij  den  Inhalt  irgend  eines  Elementarschnitt^ 

aus;   die  Summe  aller  Schichten  wird  sonnch  jetzt  durch  d^ 
Iiitegral 

repiüseiitirt. 

Die  Zuhülfenahme  eines  körperlichen  Raumes  beim  E^ 
weise  der  Dirichlet'schen  Formel  ist  jedoch  nicht  einmal  nSthipar 


man  kann  sich  vielmehr  mit  Heine*)  auf  das  Gebiet  der  Ebesf 
beschränken  und  diese  in  jedem  Funkte  mit  einem  Factff 
^{x,y)  behaftet,  der  bei  Voraussetzung  einer  materiellen 
Ebene  z.  B.  die  Dichtigkeit  in  den  einzelnen  Punkten  be- 
zeichnen würde,  sich  vorstellen.  Zerfällt  man  nun  das  gleich- 
schenklige rechtwinklige  Dreieck  ABC  —  die  Protection  i» 
Oberflücheustitckes  FDE  auf  die  a'j/Ebeue  — ,  dessrai  Eck- 
punkte die  Coordinaten  a;  ■=  0,  y  =  0;  x  =  a,  y^O  und 


*)  KugelfunctioneD ,  S.  2G8.    Mau  vergl.  ^uch  die  spfttflt  folgende 
llarHtalliiDi;  der  güomctriMhon  Bedeutung  der  Doppelintegrale. 


-    417    — 

«  =  «,  y  =  a  besitzen,  durch  Parallelen  zur  x-  und  y-Achse 

in  unendlich  kleine  Rechtecke;   so  wird  f  fp(x,  y)  dx  irgend 

y 

einen  Parallelstreifen  zur  Achse  der  Xy  also  J  dy  J  (p(Xyy)  dx 

0  y 

rfen  Inbegriff  aller  im  Dreiecke  befindlichen  Elemente,  d.  h. 
bei  Annahme  einer  materiellen  Ebene  die  Masse  des  Dreieckes 

c/axstellen.    Das  Integral  f  (p  {x ,  y)  dy  hingegen  liefert  einen 

0 

tnit  der  y-Achse  parallelen  Streifen  und  demnach 

s       •* 
Jdxjq>{x,y)dy 

0  0 

ebenfalls  die  Masse  des  Dreieckes. 

§.  129. 

»=»  3t  27t 

*^vi«nsiiatlon  der  Reihe  ^  ^(27i-f  l)  /  ?^'  sin  ^'  /  dq>'P„.f{»\(p')- 

1.  Fall.   •&  =  0. 

Nachdem  wir  uns  in  dem   Vorhergehenden  die  für  das 

^*"^tandniss    der  jetzt   folgenden   Untersuchungen   nöthigen 

\^^^l<enntnisse  erworben  haben,  gehen  wir  nunmehr  zu  unserm 

^^S^iitlichen  Ziele,  zur  Summation  der  unendlichen  Reihe  über, 

^^^B  allgemeines  Glied  Xt  die  Form 

n  271 

J:.  =  1-  (2n  +  1)  j'd^'  sin  ^'  rd(p' .  Pn  .  /-C^',  if') 

T^^itzt    Die  Grosse  P„  stellt  dabei  bekanntlich  unsern  obigen 
^'^^^^cienten  von  a"  in  der  Entwicklung  des  Radicals 

*-       —  2  a  (cos  d'  cos  -Ö"'  +  sin  d'  sin  0-'  cos  {(p'  —  9>))  +  «'] 

^^h  steigenden  Potenzen  von  «  vor,  und  /*('&'',  9?)  bedeutet 

*^e  zwischen  den  Grenzen  ^'=0^  d''=7t  und  (p'=0,  <p=27t 

**lifirlich  gegebene,   aber  innerhalb  derselben  niemals  un- 

*^^lich  werdende  Function  von  a>'  und  g>';  die  ganze  Zahl  n 

^^lich  beginnt  mit  n  =  0. 

I)a  die  Grossen  d^'  und  9'  von  0-  und  (p  unabhängig  sind, 

I,  bcfftlminte  Integrale.  27 
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so  druckt  offenbar  Xn  eine  Kugelf uuction  n'^''  Ordnung ^^ 

unsere  Aufgabe   besteht  demnach   in   der  Beantwortung  ddZH^t 

Frage,  ob  die  unendliche,  aus  den  Kugel functionen  X^^^X^yX^j   „ 

gebildete  Reihe  convergirt,  und,  wenn  dies  der  Fall  ist^  w<*    ■>}_ 
chen  Werth  ihre  Summe  alsdann  besitzt. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  werden  wir  einen  äh~=^B|. 
liehen  Gedankengang  innehalten,  wie  wir  ihn  bei  der  TheocL.  -ie 
der  Fourier'schen  Reihen  in  Anwendung  brachten,  wir  denk^^^ 
uns  also  zunächst  die  Reihe  als  eine  endliche,  als   aus  ihr^Bio 
w  +  1  ersten  Gliedern  bestehend,  drücken  deren  Summe  durc?Ä 
ein  bestimmtes  Integral  aus  und  sehen  nun  nach,  welcheiz? 
Grenzwerthe  dieses  bei  ohne  Aufhören  wachsendem  n  zustrebil 
Die  hierauf  bezüglichen  Entwicklungen  vereinfachen  sich  in- 
dess  nicht  wenig,  wenn  wir  vorerst  auf  den  besondem  Fa// 
0-  ==  0  uns  beschränken.    Denn  erstens  wird  dadurch  P,  nur 
von  cos  y  =  cos  0*'  abhängig  und  tritt  sonach  vor  das  Integral 
nach  9?',  was,   wie  wir  sogleich  sehen  werden,   von  grossem 
Vortheil  für  die  Ausführung  der  Rechnung  ist,  und  zweitens 
lässt  sich  der  allgemeinere  Fall  mit  Leiclitigkeit  auf  den  an- 
gezeigten zurückführen. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  halber 

271 

u 

und  sclireiben  wir  y  statt  des  Buchstabens  0-',  so  verwandelt 
sich  X„  in 

n  2n 

^-^(2«  +  1)  /  (ly  sin  y  />„(cos  y)  j  dip'/-{y,  q!) 


<2< 


^ 


u 


0 


2w+l 


J    I  (ly  sin  y/^«(cos  y)  F{y), 

0 


und  für  die  Summe  S  der  ji  +  I  ersten  Glieder  unserer  ßah^ 
A'j,  -\-  X^  -\-  X.^  -^  .  .  ,  ergiebt  sich  der  Ausdruck 

S  =  4,fdy  sin  y  F{y)  [P,  +  3/>,+5/>2  +  ...  +  (2n  +  l)4 

0 

Offenbar  lässt  sich  derselbe  als  eine  Combination  der  beiden 
Reihen 


J'^ 


^  > 
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T^hhv  sin  Y  Ky)  [^«  +  /*■  +  ''i  +  /'s  +  •  •  •  +  /'»] 

0 

md 

U^JdY  sin  y  F{y)  [/>,  +  2/>,  +  3P,  -f  .  .  .  +  n  P,] 

0 

froffassen,  welche  ihrerseits  wieder  mittelst  der  früher  gefun- 
lenen  Dirichlet'schen  Integrale  für  die  P  ohne  grosse  Mühe 
Ji  die  für  unsern  Zweck  geeigneten  Integralforjnen  sich  um- 
letzen  lassen. 

Betrachten  wir  nämlich  zuvorderst  die  erste  Reihe ,  so 
entspringt  mit  Benutzung  der  Gleichung 

y  n 

P^^—     /*^08JI^  C08^^_  ^^^^     ,      2      /     C0BW^8in^jg_^^ 

*»/   K2(C08^— cosy)  ^^   ^2 (cos y— cos ^) 

0  y 

le    Beziehung 

0 

^^  /U-""-l^j'?-^ |l  +  2co8V'+2cos2V'+...+2cosnV']| , 
r 

siii(2«+l)| 

ti- wegen  l-j-2 cos V+2cos2^fr+'-'+2cosnV'=       — — — 

8in- 


T= 


-008  |dl/, 

^0  —  C03  y) 


TT 

/sin  (2  ?i  +  1 
Bin  t/2~((^ 


2."'^^8y  —  008^) 


y 
^'^Us  aber  fliesst  mit  Rücksicht  auf  die  Dirichlet'sche  Formel 


n  X  an 

J  dxj  q>{Xy  y)  dy  =J  dyjq>{x,  y)  dx 

ü  ü 

Weich  weiter,  dass 


U  0  u 


27 
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n 


,       /*     8in(2«+  1)?  ^      r    .        »/  X  , 

T^i-.  Li^ -.\  -    ^i  cos  t  r;^-^^'^- 

J  sin^  /   i^5J(cos^— cosy) 


sin  y  F(y)  rf  y 


ü  •  V 

TT  V 

,       /*      8in(2«+  1)1  .    r    ' 

,1/,,  ^''2.'Ü>/81 

0  0 

ist,  also  in  der  Form 


TT 


/*      8in(2n  +  l)| 


0 

dargestellt  werden  kaun,  wenn  mau  zur  Abkürzung 
77  (V-)  =  cos  I  T-^^-U  rfy+sin  |  /'^-.?^.'^^(-?L    rf  r 

«/  f  2(C08'V»— C08y)  -^^  r2(c08y  — cosV) 

V  0 

schreibt.     Nennt  man   nun   M  den   absolut  grossten  WerÜr^ 
welchen  die  Function  F{y)  innerhalb  des  Intervalls  von  y= 
bis  y  =  ;r  annimmt,   so  ist  offenbar  der  numerische  Wert-  - 
des  Integrales 

J   V2{cosip  —  cosy) 
u 

kleiner,  als  der  des  Integrales 

M 


Jsiny  dy 
j^2(C08^  —  COSyV 

0 


also  um  so  mehr  kleiner,  als  der  Zahlenwerth  des  Integra^ 
M  f    ^Jy__.    =fr2/2-(^s>-cosy)l 

J  K2ic08^--cosy)  2  L    '^       ^        ^  ^'  \ 

i/'  i/' 

=  M  j/2  (cos  jp "+  1)  =  2  />/  cos  ^  ^. 
Das  Integral 

F(y)  dy 


/*    6'my  F 
y  2  [cosy 
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dagegen  ist  seiueni  Zafalenwerthe  nach  kleiner^  als  das  Integral 

^y    I  sinyrfy 


JK2 


K2  (cos  y  —  cos  i/> ) 
u 


=  —  -  I  [2(cüsy  — cos^)]    *r/[2(co8y  —  cos^)]  =  2J/sin  |. 

Fasst  man  Beides  zusammen^  so  schliesst  man  unmittelbar, 
dass  die  Function  /7(^)  zu  den  endlichen  Grössen  gehört. 
Substituirt  man  daher  in  dem  Integrale  für  T  statt  ^  die 
Veränderliche  2^f,  so  muss  sich  das  Integral 


n 


T= 


j    .2  A-'»^'"("!'  +  ^^^77(2») 

2n         I      ^  sin  -0  V    -^z 


dem  in  §.  86.   bewiesenen   Dirichlet'schen  Theoreme  zufolge 
mit  unendlich  werdendem  n  der  Grenze  ^  i7(0)  nähern,  d.  h. 


n 


lim  7-=  i  l'^L^n'j   =  i   /V(y)  cos  J  y  dy.. 


0  u 


§.  130. 
Fortsetzniig. 

In  ähnlicher  Weise  wie  vorhin  behaudehi  wir  jetzt  die 
Reihe 

U=fdy  sin  y  F(y)  [/>,  +  2  P,  +  3  P,  +  .  .  .  +  «  />.], 
indem  wir  hier  statt  der  P  die  mittelst  der  Gleichung 


Tl 


p   2     /•   sin  ;i V>  sin  i -^     // /  «L  *^     /'sin  ni/»  cos  ^  i/>  rf'V> 

*e/    K2(co8  V'  —  cosy)  ^^  K2  (cos  y  —  cos  ^) 

zu  bildenden  Integral  ausdrücke  substituiren  und  die  Ordnung 
der  einzelnen  Integrationen  wieder  vermöge  der  Dirichlet'- 
schen  Formel  umkehren.     Da  nun  allgemein 

n  Y 

I  dy  Sin  y  I*  (y)  1  -.^  -i 

^J  J   ^2  (cos  ^  —  cos  y) 

u  u 

-     r^ .     '         ,     •      I    ,     /'   siu  yA'(y)'/y 

^J  J  r  2  (cos '^— cosy) 

0  \p 
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und 


n  n 

-  \  dy  %my  F(y)  /  _,   .z^  . 
^J  V  K2(c08y~ 

0  y 

-    /  f/^  sin  n^  cos  i  0  |  r; — ^-     - 

^J  ^     J  K2(C08y- 


C08^) 

F(y)  rfy 


COS'^) 


ist;  so  folgt,  wenn  man  n  =  i,2y  .  .  ,  ^  n  setzt  und  die  Bi 
düng  der  Reihe  U  beachtet,  dass 

U=''  y    /^^wsinn^rcosi^    /Biny>;(y2^y 
^j^J^  L  J  ^2(c08y-co8^) 

1  U  0 

.     ,    ,    /*8inyfXy)rfy  1 

^   r2(C08^  -C08y)J 

sein  muss.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  bequemer  schreibe] 
wenn  man  die  Grösse  innerhalb  der  Klammer  S{ii)  nenn 
man  gewinnt  so  die  einfache  Form 


n      * 


U=  ^y   f  ^W  .  n  sin  /i^  rf^. 

^  0 

Indem    man    nun    weiter   beachtet;    dass    n  sin  n^  ^^  m 

—  ^^1!   ^^*  ^^^^  ^^  '^  ^^'^  '^^  ^^^ 

*•.  a-Tcosn^  8m(2«  +  l)   . 

1  Biu  2 

gleichbedeutend  ist,  hat  man  auch 

n 
0 

Gelänge  es  uns  aber  jetzt  darzuthun,  dass 

P.    dieses   Integral    der   partiellen  Integration  a  'mi 
worfen,  somit 
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n 


sin  (2  w  +  1)  ^ 
Bin ;,- 


3*686(7^  werden  darf,  dass 

2^  der  vom  Integralzeichen  befreite  Ausdruck  mit  Null 
KusammeuföUt  und  dass  endlich 

3^  &(<p)  =  -r~^  höchstens  nur  für  eioe  beschränkte 

zahl  von  Werthen  für  ^  innerhalb  des  Intervalles  (0,  n) 

endlich  wird,  während  f  &  (i/;)  d  ^  fortwährend  von  ^  =  0 

if  =  7t  endlich  und  stetig  bleibt:  so  würde  uns  offenbar 
hier  das  oben  benutzte  Dirichletsche  Theorem  das  Mittel 
Auffindung  des  Grenzwerthes  von  C/  für  ein   ohue  Auf- 
«n  wachsendes  n  bieten.*) 
Diesen  Nachweis  nun  können  wir  liefern.     Denn  da  zu- 
die  vorhin  definirte  Function  S(ttf)  die  nämlichen  Inte- 
le  enthält,  von  welchen  auch  die  Function  77 (^)  abhängt,  so 
sie  wie  diese  zu  den  endlichen  Functionen,  und  ausser- 
ist  unmittelbar  einleuchtend,    dass  sie  für   ^  =  0  und 
n  verschwindet.     Eine  stetige  Function  von  ilf  aber  wird 
iaer  ®(^)  sein,  wenn   die  Differenz  6^(^  +  0  —  ^W  ^^^ 
ins   unendliche  abnehmenden  positiveu   s  ebenfalls  der 
-^^'•-'ä'11  sich  nähert,  d.  h.  wenn  sowohl 


hc> 


r    r  sin  y  F{y)  dy  /*     sin  y  F{j)  dy     "1  __  q 

L»/    V'^  (C08  y  —  €08  {"^f  +  B))  J  y^  (cos  y  —  cos  ip)J 


0  0 

auch 


lim 


n                                                           n 
r    /*  sin  y  F{y)  dy /'     %\ny  F{y)dy      "l  ,. 

yj  f^(co8  (-^  +  «)  —  cos  y)         J  K2  (cos  1^  —  cos  y)J 
VH-»  V 

^*att  findet. 

Zum  Nachweise  der  Richtigkeit  dieser  Grenzgleichuiigen 
K^xiOgt  die  Betrachtung  des  ersten  Falles,  weil  für  den  andern 
^^««elbe  Schlussverfahren  anwendbar  bleibt;  wir  beschränken 
^^her  unsere  Erörterung  auf  diesen  Fall. 

*)  Vergl.  §.  88. 


Schreiben    wir    nun    die  vorkommende  Difiereuz   in  der 
Form 

J  \_y2{Q0s  y  —  C08  -0)         V2  [cos  y  —  cos  (-^  +  e  j]  J 

0 

F{y)  sin  Y  dy 


+./■ 


K2  [cos  y  —  C08'(^+ «)] '. 

SO  ergiebt  sich  sofort  ^  dass  in  dem  ersten  dieser  Integrale 
der  Factor  von  F{y)  stets  positiv  bleibt,  wenn  y  von  0  bis  ^ 
sich  bewegt.  Ist  mithin  wie;(]er  M  der  absolut  grösste  Werth, 
welchen  F{y)  innerhalb  des  lutervalles  (0,  ä)  erwirbt;  so 
muss  numerisch  dies  erste  Integral  kleiner^  als 

V 
M  I    -;f ---^-  —  ^7-^ I  sin  y  dy 

J   Lr  2(co8  y  —  COS  ^)        K2  [cos  y  —  cos  (^e)]  J 
0 

^ 

=  —  M  {j/2  (cos  y  — cos  ^)  —  ^2  [cos  y  —  cos  (^  +  *)]} 

0 

=  2  il/  Tsin  i  ^  —  sin  i  (^  +  f)  +  ^sin  i  «  sin  (*  + y) 

sein.    Mit  abnehmendem  e  aber  nähert  sich  dieser  Ausdrucl 
der  Null,   und  demnach  ist  das  Integral  von  0  bis  ^  steti] 

Die  Grösse  ..  ^      =  ändert  femer  ihr  Zeiche: 

y2  (cos  y — cos  (-^ + «)) 

nicht  zwischen  den  unendlich  nahe  liegenden  Grenzen  ^  m 

if  -^  €,  mithin  wird  auch  das  zweite  der  Integrale  in  d< 

üben  erwähnten  DiflFerenz  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeich^^^  ä 

unter 


V^  .  ^ 


M  T— __  **i?.^.„_.  ._- =-i/r/2[co8y  — co8(^+f)ll 

J  ^2[cosy-cas(^+0]  L  V^T  ;jj 

liegen,  ist  also  ebenfalls  eine  continuirliche  Function  von.      ^. 

Aus  Beidcm  zusammengenommen  ergiebt  sich  daher    der 

Satz,  dass  eine  unendlich  kleine  Zunahme  von  ^  einen 

solchen  Zuwachs  des  Integrales 


u 
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F{y)  sin  y  dy 


K2(cosy  —  C08^) 


zur    Folge  hat,   und  dass  somit  dieses  lutegral  eiue  stetige 
Fixuction  von  ^  ist. 

Da  nun  —  wie  schon  angedeutet  —  derselbe  Gedanken- 
g'ttjug  auf  das  Integral 


j 


n 

F(y)  sin  y  dy 


y^  (cos  ^  —  cos  y) 

ndung  findet  und  dieses  dadurch  gleichfalls  als  stetige 
^^^•-Hxetion  von  ^  sich  zu  erkennen  giebt,  so  muss  auch  die 
*^^*;ixiction  0(^)  die  Eigenschaft  der  Continuität  besitzen.*) 
^-^^»•»"«  aber  fliesst  leicht  weiter,  dass  das  Integral 

n 

ßinf 

sinnlos  wird,  selbst  dann  nicht,  wenn  0'(^)  für  ge- 
Werthe  von  ^  innerhalb  des  Intervalles  (0,  ä)   durch 
Unendliche  geht. 

Sei  nämlich  ^^  ein  solcher  besonderer  Werth  von  ^,  so 
,  wenn  man  diese  kritische  Stelle  von  der  Betrachtung 
äufig  ausschliesst,  also  das  singulare  Litegral 

8in(2  7i  +  l)| 
sin- 

iet,  in  welchem  Ö  und  s  unendlich  klein  werdende  Grössen 

demselben  Vorzeichen  bedeuten  sollen,  dieses  mit  unauf- 

"lieh  abnehmendem  d  und  s  der  Null  sich  nähern.     Denn 

kann  die  Grössen  ä  und  a  so  klein  wählen,  dass  &{tlf) 

^^^i«chen  den  Grenzen  xp^  -{-  s  und  ^j  +  *  niemals  das  Zei- 

^^^n  wechselt  und  dass  somit  dem  Maximum-Miuimum-Satze 

^^olge 

*)  Das  Gleiche  gilt  übrigens  auch  von  der  Function  17  (t^),   doch 
^     ftr  die  vorliegende  Untersuchung  diese  Eigenschaft  von  11  (ip)  uu- 
^eecntlich. 


Kö 
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in  (-3«  +  1)  J  r 

gesetzt  werden  darf.  Wegen  der  Endlichkeit  von  R  und  der 
Stetigkeit  der  Function  0(^)  aber  unterscheidet  sich  dieser 
Ausdruck  zuletzt  von  Null  um  weniger^  als  ein  beliebig  klei- 
nes Quantum*,  das  Integral 

n 

8in(2«  +  l)| 

w ^ —  ^* 


Bin- 


0 

wird  daher  für  ^  =  ^,  nicht  sinnlos. 

Ein  Unendlichwerden  von  6^'(i/^)  aber  muss  jedesmal  ein — 
treten,   wenn  die  stets   endlich  bleibende  Function  F{y)  fiir^  _ 
besondere  Werthe  von  ^  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  e 
leidet,  was  offenbar  geschehen  kann,  weil  f[d'\  q>')  innerhal 
des   für   sie   vorgeschriebenen    Intervalles   endliche   Sprün 
machen  darf.     Man  überzeugt  sich  —  wie  mir  scheint  —  v 
dieser  Eigenschaft  der  Function  &'(^)  sogleich,  wenn  m 
beachtet,   dass  wenigstens  die  eine  von  den  Derivirten  d 
beiden  Integrale 

s  =  I    J}'^^^3  y  ''y_    und  r  =    /*— ^'M^I^JL^^ 
J  y  ^  (cos  y  —  €08  tp)  J  KT(co8  ^  —  cos  y)' 

also,    wenn  a  eine  positive  der  Null  sich   nähernde  G 
bezeichnet,  mindestens  der  eine  der  Grenzwerthe  von 

/  F(y)  sin  y  dy     -y^ -^,^-—-- _-:  .  :_  _^l_-:_-  . _-   _-,  / 

^J  Lr2(c08  y  —  COB  ^)  f^[C08y— co«(H-*^I-i 

Ü 

F{y)  sin  y  </y 


^  J  J^^lcosy  —  i 


008  (H-e)] 
und 


I   sin  y  F(y)  dy  Lv-  .  --  —  —  ^-u^~:zz  —----.-/ 

*J  /      v^y     '^  LK2[cos(i/;+f)  — cosy]  K2(co8^-coiyU 


Fiy)  siu  y  rfy 


-U 


V'l  (co8  f-^+f )  —  cos  y] 
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für  einen  solchen  besoudern  Werth  von  ^  unendlich  werden 
mnss. 

In  der  That^  nehmen  wir  an,  dass  für  den  zwischen  0 
und  if  befindlichen  Werth  ^  =  ^,  die  Function  F{y)  eine 
endliche  Discontinuit^t  erleidet,  sonst  aber  stetig  ist;  so  ha- 
ben wir  bloss  das  Integral  s  einer  nähern  Betrachtung  zu 
unterwerfen.  Zerlegen  wir  nun  unsem  Principien  zufolge 
das  Integral  von  0  bis  tff  in  zwei  andere  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  t(;,,  ^j  und  ^;  so  wird,  wenn  wir  M,  M^  und  i\J.^ 
die  zwischen  dem  Maximum  und  Minimum  der  Function  F{y) 
innerhalb  der  Intervalle  (0,  ^,),  (^j,  ^)j  (4^,  ^  +  ^)  befind- 
lichen Factoren  von  bekannter  Bedeutung  nennen,  das  Inte- 
gral s  mit 


—  2i«f 


[sin  I?  —  sin  i  (^^  +  0  +  /^sin  -|  sin  U^  +  y  M 
-  2if,  [/si7f  sin(^>-)  +  /sin  ^-^  sin^^ 

gleichbedeutend.  Und  daher  wächst,  wie  man  sieht,  das  Ver- 
bältniss  dieser  Grösse  zu  €  mit  abnehmendem  s  über  jede 
Grenze  hinaus. 

Da  den  vorhin  gepflogenen  Betrachtungen  zufolge  die 
partielle  Integration  des  Integrales  U  nicht  auf  Ungereimt- 
heiten fOhrt  und  da  ausserdem  jene  Bedingungen  sämmtlich 
erfilllt  sind,  welche  die  Anwendung  des  hier  in  Frage  kom- 
menden Dirichlet'schen  Theoremes  gestatten;  so  muss  mit 
unaufhörlich  wachsendem  n  das  Integral  U  den  Grenz  werth 
^(0)  darbieten.  Zur  endgültigen  Erledigung  unserer  jetzigen 
Aufgabe  ist  daher  nur  noch  die  Bestimmung  des  Werthes 
von  Ö'(O)  erforderlich,  und  hierzu  dient  folgender  Gedanken- 
gang- 

Nennen   wir  die  beiden  in  6>(^)    enthaltenen  Integrale 

für  den  Augenblick  wieder  r  und  s,  setzen  wir  also 

S  (^)  =  —  r  ain  ^  tlf  -]-  s  cos  ^  ilfy 
8o  entspringt 

«'(*)  =  —  i  '^  cos  i  ^  — ^  sin  i  ^  —  sin  i ^  1^  +  cos  ^  ^  1^. 
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Nun  ist  augenscheinlich  für  ^  =  0 


=  /■'ij-TTt^  =    /'^(>')  COS  i  y  dy,  s  =  0, 


r 
und  demnach  wird  &{0)  mit 


n 

jj  —  i  /  P{y)  cos  ^ydy 

ü 


identisch,  wenn  t-  und  ^4  für  t^=0  endlich  bleiben.    Dii 

aber  ist  wirklich  der  Fall.     Denn  da  offenbar  för  ^  =  0 
die  Grenze  bedeutet,  welcher  das  Integral 


J_    /*    F(y)vmydy 
^J  K2  (cosy—  C08f) 


0 

mit  unendlich  klein  werdendem,  positivem  f  sich  nähert,  ( 

Function  _.    _       ^ aber  innerhalb  des  Intervalls  (0, 

y  2  (cos  y  —  008  s) 

niemals  das  Zeichen  wechselt;  so  ist  dem  Maximum-Minim 
Satze  gemäss 

1     /*      /^(y)  sin  y  rfy         M    (*  sin  y  dy 

^  J  V  ^  (CO8  y  —  008  f )  ^  J  KsTcos  y  —  coa  «) 


ü  0 


^_ .y  ["^2  (c08  y  —  008  *)"!  __.  2  1/  "°^  ^ 

0 

und  demnach  ( _,  *  )    endlich.     Nähert  sich  aber  e  der  Null, 

so  fallen  das  Maximum  und  Minimum,  sowie  der  Mittelwertb 
M  der  Function  F{y)  innerhalb  des  Intervalles  (0,  €)  ersicht- 
lich mit  /'(O)  zusammen,  so  dass  also  fttr  ^  =  0  die  Be- 
ziehung gilt 

1^  =  ^w- 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  fer- 
ner,  dass  auch'  -rr  für  i/»  =  0  zu  den  endlichen  Grossen  ge- 
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hört;  die  Angabc  des  Werthes  (^)  selbst  ist  nicht  er- 
forderlich. 

Das  Resultat  unserer  Betrachtung  spricht  sich  daher  in 
Jer  Gleichung  aus 

0'(O)  =  ^(0)  -  i/V(y)  cos  ^ydy, 

u 

-ucl   folglich  ist  auch  für  ein  ohne  Aufhören  wachsendes  n 

UmU=  F{0)  —  {f  F{y)  cos  ^  y  dy. 

li 

fanden  wir  oben,  dass  der  Grenzwerth  von  T  dem  Inte- 
\jF{y)  cos  ^  y  dy  gleich  war,  mithin  gilt  für  n  =  oo 

^     Gleichung 

lim  S=]im{T+  U)  =  F(p), 

H.,  weil  F{»')  =  ^J'n»\  9)  äip', 

Ü 

2n 

lim  S  =  2^ yVCO,  9')  d9'- 

0 

■^^^xdnrch  also  ist  bewiesen,  dass  die  unendliche  Reihe 

OD  f  \^ 

Ä  =^^  V  (2  n  +  1)   f  d^'  sin  0-'   C dqi  P„  f{^',  (p'\ 

^^  welcher  P„  eine  nur  von  cos  y  =  cos  %^  abhängige  ratio- 
nale, ganze  Function  bezeichnet  und  in  der  die  Function 
^{^'}¥)  stets  endlich  bleibt,  immer  convergirt  und  das 
Int^al 

in 

^J'riO,<p')dg>' 

0 

zur  Summe  besitzt.  Man  nennt  dies  Integral  den  mitt- 
leren Werth  der  Function /"(O,  9'),  indem  man  überhaupt 
unter  dem  mittleren  Werthe  einer  Function  %  Wf  ^^  ^  zwi- 
schen 0  und  23r  liegt,  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Ordi- 

naten  x(o);  ^(v)'  ^^~)'  "  '  '  '^^^^^  ^^^  n  =  00  versteht, 


-     430    - 

27t 

dieses  aber  mit  dem  Integrale  —    I  xW  ^t  zusammenfallt 

Offenbar  wird  der  mittlere  Wertb  von  /"(O,  q>')  mit  /"(O,  y') 
identisch,  wenn  /*((),  q>')  nnabhiingig  von  fp   ist. 

§.  131. 
2*  Fall.    ^  IhI  you  Null  verschieden. 

Wenn  man  das  im  Vorhergehenden  gefundene  Besultai 
geometrisch  deutet,  so  lässt  sich  hierauf  gestützt  ohne  jed- 
wede Rechnung  die  Convergenz  der  Reihe 

OD  ^  2» 

^  0  Ü 

auch  in  dem  allgemeinen  Falle  erkennen,  in  welchem  /^«(cosy) 
eine  ganze  Function  von  cos  d',  sin  d^  cos  <p  und  sin  d  sin  f) 
ausdrückt. 

Zu  dem  Behuf e  denke  man  sich  mit  einem  Halbmesser 
=  1  eine  Kugelfläche  beschrieben.  Auf  dieser  erwähle  man 
einen  festen  Punkt  A  und  lege  durch  diesen  einen  nur  nach 
einer  Richtung  hin  verlängerten  Bogen  eines  grossten  Krei- 
ses. Alsdann  wird  offenbar  die  Lage  jedes  andern  Punktes  S 
der  Kugel  vollständig  bestimmt  sein,  wenn  man  nicht  bloss 
den  Ilauptkreisbogen  ^8  =  9^  der  von  0  bis  n  gehen  soll, 
sondern  auch  den  sphärischen  Winkel  <p'  kennt,  den  dieser 
Bogen  A  S  mit  dem  festen  Bogen  einschliesst  und  dem  man 
alle  Werthe  von  9'  ==  0  bis  q)'  =  2jt  beizulegen  hat.  Es 
ist  ferner  unmittelbar  ersichtlich,  dass  in  Bezug  auf  dieses 
sphärische  Polarcoordinatensystem  das  Clement  der  Kugel- 
fläche  durch  sin  d''  dd^'  dtp  ausgedrückt  wird  und  dass,  wenn 
die  Function  /(O*',  tp)  für  alle  Punkte  der  Oberflache 
gegeben  ist, 

2/r 


n»')=^^fa»',9)dv 


das  Mittel  aus  allen  Werthen  /*(0^',  9)   darstellt,   welche  auf 
einen   mit  dem    sphärischen  Radius  d^'   aus  A    beschriebenen 
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Parallelkreis  sich   bezieheu.     Betrachtet   man  die  Oberfläche 
als  materiell,  also  f{^\  9')   als  Dichtigkeit  in  den   verschie- 
denen Punkten  derselben,  SD  ist  B\^')  die  mittlere  Dichtig- 
Iceit    eines    solchen    Parallelschnittes.      Hängt    demnach    fQr 
^'  =  0  die  Grosse  f{%^,  tp)  von  tp    nicht  ab,  so  kann  man 
sagen,  dass  die  Summe  der  Reihe  R  die  Dichtigkeit  im  Ur- 
sprünge A  unseres  Coordinatensystems  ausdrückt.    Bleibt  hin- 
gegen für  d^'  =  0  die  Grösse  /*(^',  9)  eine  Function  von  g>', 
existiren   mithin   im  Punkte  A   unendlich    viele  Werthe'von 
^{fi'\^')\    so  wird  man  behaupten   dürfen,    dass  die  Summe 
der  Reihe  R  das  Mittel  aus  allen  Dichtigkeiten  /*(£,  q>)  ist, 
^^^elche  auf  einem  um  A  mit  dem  unendlich  kleinen  sphäri- 
schen Radius  s  construirten  Kreise  Statt  finden.     Selbst  in 
dem  vorhin  erörterten  Falle  bleibt  übrigens  diese  Ausdrucks- 
^vreise  anwendbar. 

Um  nun  von  der  so  eben  geführten  Betrachtung  ohne 
!&Iülie  zu  dem  allgemeinen  Falle  fortzuschreiten,  in  welchem 
-O  und  fp  irgend  welche  beziehlich  zwischen  0  und  n,  0  und 
Ssr  liegenden  Grössen  bedeuten,  genügt  die  aufmerksame  Ver- 
^leichnng  des  allgemeinen  Gliedes 

J'»  =  j^  (2  n  +  1)  j'd»'  sin  %'  j'd<p'  />,  (cos  y)  A*',  <p') 

0  *0 

in  dem  Falle  cos  y  =  cos  d''  mit  dem  allgemeinen 

coay  =^  cos  ^'  cos  -Ö*  +  sin  ^  sin  d^  cos  (9'  —  (p). 

In  beiden  tUllen  wird  dasselbe  ausser  dem  Factor    ,       durch 

ein  über  die  Oberfläche  der  Kugel  ausgedehntes  Doppelinte- 
gral dargestellt,  dessen  Element  immer  als  das  Product  zweier 
Fftctoren  erscheint  Der  eine  von  ihnen,  das  beiden  Fällen 
gemeinsame  Massenelemeut  sin  d''  f{%'\  tp)  d^'  d(p',  nämlich 
ist  in  dem  Falle  -Ö*  =  0  mit  Pn  (cos  d''),  d.  h.  mit  einer  ge- 
wissen Function  der  sphärischen  Distanz  d''  des  Oberflächen- 
elementes vom  Ursprünge  A  unseres  Coordinatensystems  multi- 
plicirt,  während  in  dem  andern  Falle  der  Factor  P„  (cos  y) 
dieselbe  Function  des  Abstandes  y  zweier  Punkte  vorstellt, 
deren  Coordinaten  <&',  9'  und  O*,  <p  heissen  und  von  denen 
der  Punkt  {^,  (p)  als  Ursprung  der  sphärischen  Entfernung 
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gilt.  ^  Die  Verschiedenheit  beider  Falle  ist  also  lediglich  dur^ 
die  Wahl  des  festen  Punktes^  von  welchem  an  die  Bphariac] 
Entfernung  gerechnet  wird,    bedingt.     Da  nun  die   Con?^3!r- 
genz  der  Reihe  R  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  (^,  9) 
dem  Ursprünge  des   Coordiuktensystems  zusammen^Ut, 
wiesen  und  ihre  Summe  bestimmt  ist;   so  folgt  unmittelb^^^^ 
dass  auch  in  dem  allgemeinen  Falle  die  Reihe  R  convergicr^^ 
und  zur  Summe  das  Mittel  aus  allen  Werthen  von  /(^'i   mq^) 
besitzen  muss,  welche  auf  einem  mit  dem  unendlich  kleiim.«Q 
sphärischen  Halbmesser  f  aus  dem  Punkte  {^j  9)  beschKrie- 
benen  Kreise  sich  befinden.   Gehört  nun  der  Punkt  {^^  q>)  ni^ibi 
zu  denen,   um  welche  herum  die  für  die  ganze  Ausdehnuiij' 
der  Kugelfläche  willkürlich  gegebene  Function  /'(P'\  q>)    xq 
den  discontinuirlichen  zählt,  so  ßlllt  der  mittlere  Werth 


2rt 


von  f{%^,  9>')  mit  der  Function  f{^j  q>)  zusammen*). 

Zur  nähern  Erläuterung  dieses  Satzes  hat  Dirichlet  ein 
sehr  einfaches  Beispiel  gegeben.  Man  denke  sich  nämlich  aaf 
der  Kugelfläche  irgend  ein  sphärisches  Polygon  construirt  und 
setze  voraus,  dasa  die  willkürliche  Function  f{^'y  qT)  für  alle 
im  Innern  dieses  Polygoues  befindlichen  Punkte  den  Werth  1 
besitze,  für  alle  ausserhalb  desselben  liegenden  Punkte  da- 
gegen der  Null  gleich  sei.  Der  Factor  /*(^',  (p)  in  den  Glie- 
dern der  Reihe  R  ist  daher  im  vorliegenden  Falle  durch  die 
Zalil  1  zu  ersetzen  und  die  doppelte  Integration  bloss  über 
alle  Punkte  innerhalb  des  sphärischen  Polygones  auszudehneD. 
Substituirt  man  nun  in  der  Reihe  /?,  deren  Glieder  also  in 
der  angegebenen  Weise  vollständig  bestimmt  sind,  irgend 
welche  Werthe -^  und  gj,  so  wird  augenscheinlich  die  Summe 
der  Reihe  =  1 ,  oder  =  0,  je  nachdem  der  Punkt  (-O-,  q>)  inner- 
halb, oder  ausserhalb  des  Polygons  sich  befindet.  Liegt  da- 
gegen der  Punkt  (O*,  <p)  auf  dem  Umrisse  des  Polygons,  so 

*)  Die  Function  /'(O',  q>)  kann  offenbar  beliebig  viel  Constanteo  ait* 
halten,  nur  dürfen^  wenn  die  Integrationsbuchstaben  anvcrändert  bleiben, 
in  jenen  Constanten  die  Grössen  %\  q>*  nicht  vorkommen,  weil  sonst  bei 
der  Integration  nach  ^'  und  q>  gar  leicht  diese  Constanten  als  Fanctionen 
von  ^'  und  9'  betrachtet  werden  könnten- 
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irt  der  mitÜere  Werth  der  Function  /'(^',  9?')  für  alle  Punkte 
der  unendlich  kleinen  um  das  Gentrum  (<&,  tp)  construirten 
Kreislinie  ersichtlich  =  ^  und  demnach  auch  die  Summe  der 
JBeihe  ^  «=  ^.  Dabei  ist  jedoch  stillschweigend  vorausgesetzt^ 
dass  der  Punkt  («d*,  fp)  nicht  mit  einem  Scheitel  des  Polygons 
zosammenföllt.  Denn  gehört  der  Punkt  (^^  (p)  zu  den  Schei- 
'teln  des  Polygons^  und  bezeichnet  a  den  jedesmaligen  Poly- 
^nwinkely  so  ist  bei  der  Bestimmung  des  mittleren  Werthes 
der  Function  /'(^',  q/),  also  in  dem  Integrale 

u 

diese  nur  innerhalb  des  Intervalles  (0,  a)  der  Einheit  gleich 
zu  setzen ;  von  9'  =  a  bis   q/  =  2%  hingegen  mit  Null  zu 

identificiren.  Die  Summe  der  Reihe  R  ist  demnach  jetzt  =  " '. 

§.  132. 

IHe  Entwieklnng  nach  Kugelfonctionen  ist  nur  auf  eine 

Art  möglich. 

Dfe  im  Vorhergehenden  dargestellte  Dirichlet'sche  Theorie 
der  Reihe  R  besitzt  nicht  bloss  in  ihrer  Begründungsweise^ 
sondern  auch  in  dem  erzielten  Resultate  eine  grosse  Äehn- 
lichkeit  mit  der  Lehre  von  den  Fourier'schen  Reihen.  Wir 
faiiden  damals,  dass  eine  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles 
willkürlich  gegebene  Function  immer  in  einie  convergirende 
trigonometrische  Reihe  sich  entwickeln  lässt  und  dass  diese 
Entwicklung  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist.  Durch  einen 
ganz  ähnlichen  Gedankengang  aber  haben  wir  uns  in  dem 
jetzt  vorliegenden  Falle  überzeugt,  dass  eine  stets  endlich 
bleibende,  von  0  =  0,  g?  =  0  bis  -d*  =  ;r,  9?  =  2jr  willkür- 
lich gegebene  Function  f{^y  tp)  immer  durch  eine  nach  Kugel- 
functionen  fortschreitende  Reihe  darstellbar  ist.  Nur  die  andere 
Frage  ist  bislang  unentschieden  geblieben,  ob  auch  hier  die 
Entwicklung  zu  den  in  sich  völlig  bestimmten  gehört,  d.  h. 
ob  dieselbe  nur  auf  eine  Art  möglich  ist. 

Um  nun  hierüber  Gewissheit  zu  erlangen,  nehmen  wir 
analog  dem  früher  in  der  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen 

MVTSB,  beatiromte  Integrale.  28 


^1 
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befolgten  Gedankengange  auch  hier  vorerst  an^  die  Function 
fi^y  q>)  lasse  sich  zwischen  den  oben  definirten  Grenten  auf 
zweifache  Weise  nach  Kugelfunctionen  entwickeln ,  d.  L  es 
sei  einerseits 

/(^,  <p)  =  £  Vn 
und  anderseits 

WO  die  Y  und  Z  Ausdrücke  derselben  Art  vorstellen.    Bildet 
man  alsdann  aus  den  beiden  convergenten  Reihen  H  Y^  und 
H  Zn  die  neue  2^[}\  —  Z^y  welche  ebenfalls  eine  Summe  and 
zwar  den  Werth  Null  besitzen  muss,  beachtet  man  femer,    ^ 
dass  Xn  =  Yn  —  Zn  dcm  in  §.  127.  Gesagten  zufolge  gleich-  — 
falls  eine  Kugelfunction  der  n'^"  Ordnung  ist,  und  erinnerttf^-^*«!^ 
man  sich  schliesslich  des  Laplace'schen  Satzes 

(i^f  sin  ^  T«  n.  d(p  =  0: 

Ü  0 

80  folgt  unmittelbar  durch  Multiplication  der  Reihe 

Z  ^«  =  ^0  +  ^1  +  ^2  +  •  •  •  + -«^-  +  .  .  .  =  0 
mit   Ä„  sin  d'  d^  äq>    und   nachherige   Integration   derselbe^^^Den 
zwischen  den  Grenzen  ^  =  0,  9  =  7c  und  9  =  0,  9  *«  2^^     tf  jr 
dass 

// X,'  sin  &(i^d(p  =  0. 

0  0 

Diese  Beziehung  aber  ist  nur  für  ^r^  =  0  möglich*),   uhk:  -öd 
demnach  kann  die  Function  f(^y  q))  innerhalb  der  oben  vcza^or- 
geschriebenen  Grenzen  nur  auf  eine  Weise  in  eine  aus  Kug^  'ei- 
functionen  bestehende  Reihe  entwickelt  werden. 


/< 


*)  Man  beachte  hierbei,  das»  A',^  eine  stetige  Function  ihrer  Ai 

mente  ausdrückt;  würe  sie  mithin  an  irgend  einer  Stelle  des  voi 
schriebenen  Integrationsintcrvalles  vcn  Null  verschieden,  to  mfitste  (^Kiet 
auch  noch  innerhalb  eines  endlichen  um  jenen  l*unkt  construirten  RaoDoes 
Statt  finden ,  und  sonach  wäre  wegen  des  Quadrates  von  A'^  das  IntepgJ»/ 

selbst  positiv,  könnte  also  nicht  verschwinden,  wenn  auch  alle  Obri^cn 
Elemente  desselben  mit  Null  zusammenfielen. 
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§.  133. 
Schlass. 

Da  die  endlich  bleibende  Function  f{^,  fp)  völlig  willkür- 
lich gewählt  werden  kann ,  so  darf  man  dieselbe  augenschein- 
lich irgend  einer  Kugelfunction  F^  m^^  Ordnung  gleichsetzen. 
bezeichnen  wir  nun  bei  dieser  Annahme  mit  VJ  diejenige 
CrrössC;  in  welche  sich  V^  verwandelt,  wenn  in  ihr  die  Ar- 
^^umente  d',  9  mit  den  Veränderlichen  ^',  gj'  vertauscht  wer- 
cleiiy  d.  h.  verstehen  wir  unter  JV  eben  dieselbe  Kugelfunction 
üiach  d'\  tpy  welche  F„,  in  Bezug  auf  %,  <p  darstellt:  so  wird 
Immer  die  Gleichung 

00  7K  2fr 

gebildet  werden  können.    Da  aber  P„  (cos  y)  nicht  bloss  riick- 
sichÜich  der  Grössen  d^,  (p,  sondern  auch  nach  den  Veränder- 
lichen '9'',  q>'  eine  Kugelfunction  n'^''  Ordnung  ausdrückt:  so 
Jiiüssen ,  so  lange  m  und  n  von  einander  verschieden  sind,  ver- 
jnoge    des    bekannteu  Laplace'schen  Theoremes    alle   solchen 
Undices   entsprechenden  Glieder  der  Reihe   1.   verschwinden. 
JDie  Kugelfunction  r,,,  w^""  Ordnung  ist  folglich  nicht  durch 
eine  nach  Eugelfunctionen   fortschreitende  unendliche  Reihe 
darstellbar,  sondern  reducirt  sich  auf  das  Doppelintegral 

Wie  ohne  Weiteres  einleuchtet,  kann   man  den   soeben 
bewiesenen  Satz  auch  in  folgender  Form  aussprechen 

yj  =  ^'^-+A  j'd»  sin  d-  /*/>,  (cos  y)  r„,  dtp, 

d.  h.  verbindet  man  irgend  eine  Kugelfunction  w''**  Ordnung 
Y^  mit  der  Kugelfunction  m^'''  Ordnung  und  /w'*''*  Grades 
A,  (cos  y)  in  der  durch  vorstehende  Gleichung  angedeuteten 
Weise,  so  bildet  sich  eine  Kugelfunction  V,,!  der  nämlichen 
Ordnung,   welche   von  den  nur  in  P,,,  (cos  y)  vorkommenden 


OO  4: 
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Grössen  cos  %^y  sin  %^  cos  q/^  sin  %^  sin  q>   ebenso  abhängt  wie 
Ym  von  cos  «O*;  cos  (p  sin  ^^  sin  «O*  sin  9  —  und  umgekehrt. 

Offenbar  ist  dieser  Zusammenhang  der  Functionen  F« 
und  Vm  eine  Folge  der  besondem  Natur  von  Pm  (cos  y),  weil 
eben  in  der  jedesmaligen  Kugelfunction  Y  ausserhalb  der  In- 
tegralzeichen jene  Grössen  «d*;  9;  oder  %^,  q>\  nach  denen  in- 
tegrirt  wird;  nicht  enthalten  sind,  sondern  bloss  in  Pm  auf- 
treten. Da  nim  aber  P,n  (cos  y)  die  Ausdrücke  cos  O-,  sin  «d*  cos  % 
sin  %'  sin  9>  und  cos  '9'',  sin  -9"'  cos  9>',  sin  '9''  sin  fp  in 
völlig  symmetrischer  Weise  in  sich  begreift  und  durch  die 
Integration  die  Exponenten  der  constanten  gonioipetrischen. 
Potenzen  nicht  erhöht  werden,  so  schliesst  man  leicht,  dass 
in  keiner  Kugelfunction  m^'^  Ordnung  die  Exponentensumme 
in  den  verschiedenen;  aus  den  trigonometrischen  Functionen 
sin  und  cos  der  betreffenden  Grössen  ^j(Pf  oder  ^\  tp  gebil- 
deten Gliedern  jemals  die  Zahl  m  überschreiten  kann.  Setzen 
wir  also  um  der  Kürze  willen 

cos  -O"  =  I,  sin  -O"  cos  9>  =  ij,  sin  -d-  sin  9  =  f, 

wo   ersichtlich   die  Grössen  |;  i^;  g   nicht   unabhängig  von 
einander  sind;  sondern  der  Bedingung 

genügen;  so  können  wir  jede  Kugelfunction  m^^  Ordnung  ein- 
fach durch 

bezeichnen;  wobei  die  L  constant  sind  und  dem  soeben  Er- 
örterten gemäss  p  -\-  q  -\-  r  =  m,  m  —  2;  m  —  4;  ...  sein 
wird.  Sämmtliche  Exponenten  m,m — 2;/w — 4,  ...  brauchen 
dabei  freilich  nicht  zu  erscheinen;  das  vorhin  genannte  Gesetz 
sagt  nur,  dass  eine  Kugelfunction  m^'^*'  Ordnung  immer  in  der 
Art  sich  schreiben  lässt;  dass  nur  jene  Exponenten  iu  ihr 
vorkommen. 
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n.  Buch. 

Die  vielfachen  Integrale. 


I.  Kapitel. 
Die  Doppelintegrale. 

§.  134. 
Yorcriimeningreii. 

Ein  nur  flüchtiger  BUck  auf  das  Gebiet  der  Analysis  schon 
;  dass  sie  bei  ihren  Forschungen  frei  von  jeder  räumlichen 
^TsteUung   sich  zu  bewegen  vermag.     Die  vorhergehenden 
^^^^iersuchungen  selbst  liefern  einen  Beitrag  für  die  Richtig- 
^^>t  dieser  Behauptung.    Eine  ebenso  bekannte  Thatsache  aber 


eS;  dass  die  rein  analytischen  Untersuchungen  einen  be- 
^Xitenden   Grad  von  Einfachheit,   namentlich  aber  von  An- 
^^^inaulichkeit  erlangen,   wenn  die  Analysis  die  räumliche  In- 
'pretation  ihrer  Wahrheiten  nicht  verschmäht.  Auch  in  dieser 
'^Ziehung  haben  die  frühern  Betrachtungen  uns  Aufschluss 
^^geben;  noch  eindringlicher  aber  wird  dies  aus  den  Unter- 
^"^chungen  über  die  Transformation  der  Doppelintegrale  er- 
*^©Uen.    Wir  legen  dalier  bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen 
Wesentlich  Raumanschauungen  zu  Grunde  und  beginnen  imsere 
Erörterungen  mit  der  geometrischen  Bedeutung  der  Doppel- 
üitegrale.    Um  aber  hierbei  nichts  an  Allgemeinheit  zu  ver- 
lieren, hat  man  sich  den  Raum  (Flächenraum)  an  jeder  Stelle 
Hiit  einem  Factor  behaftet  vorzustellen.    Dieser  wird  als  die 
Dichtigkeit  aufzufassen  sein,  wenn  man  den  Raum  als  einen 
mit  Materie  erfüllten  voraussetzt. 

§.  135. 
Geometrische  Deutung  eines  Doppelintegrralcs. 

Sei  nun  ein  irgendwie  begrenztes  Stück  der  Ebene  vor- 
gelegt. Das  Element  derselben  heisse  cd,  und  q  bezeichne 
den  vorhin  erwähnten  Factor.    Wird  die  Ebene  als  materielle, 
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mithin  q  als  die  in  jedem  Pmikte  derselben  Statt  findende 
Dichtigkeit  aufgefasst;  so  stellt  offenbar  90  die  Masse  des 
Elementes  cd  vor^  wenn  man  die  Dichtigkeit  als  stetig  ver- 
änderlich ansieht'*').  Alsdann  nämlich  sind  sämmtliche  Dichtig- 
keiten des  Elementes  cd  zwischen  9  -f-  <$  und  q  —  d  enthalten, 
wo  d  eine  mit  dem  Elemente  numerisch  kleiner  und  kleiner 
werdende  Grösse  ausdrückt,  imd  folglich  kann,  wenn  die 
Elemente  Elemente  im  strengsten  Sinne  des  Wortes  sind,  d  fOr 
jedes  CD  schliesslich  als  constant  angesehen  werden.  Obwohl 
also  die  wahre  Masse  des  Flächenelementes  zwischen  (p  +  ')® 
und  (q  —  ö)  (o,  sich  befindet,  so  darf  sie  doch  wegen  des  un- 
endlich kleinen  d  mit  q  g)  gleichgesetzt  werden.  Mithin  stellt 
U  Q  CD  die  Masse  des  betrachteten  Flächenstückes  vor,  wobei 
wir  aber ,  um  etwaigen  Schwierigkeiten  zu  begegnen ,  -die  Aus- 
dehnung desselben  vorerst  als  eine  endliche  Yoraussetzen. 
Uebrigens  folgt  das  gleiche  Resultat  mit  Zugrundelegung  des 
genauem  Ausdruckes  (p  +  ^)  ^)  iudem  für  den  unendlichen 
Process  die  Gleichung 

in  den  oben  gewonnenen  Ausdruck  2J  q  g)  übergeht. 

Will  man  die  soeben  angedeutete  Summation  thatsächlicli 
zur  Ausführung  bringen ,  so  hat  man  natürlich  eine  wirkliche 
Zerlegung  des  Flächenstückes  in  Elemente,  sei  es  durch  Pa- 
rallel coordinaten ,  sei  es  durch  Polarcoordinaten  u.  s.  f.  vor- 
zunehmen ;  der  Ausdruck  2J  q  cj   verwandelt  sich  alsdann  in 
ein  Doppelintegral,  und  je  nachdem  man  von  der  einen  zn 
der    andern  Theilungsweise    übergeht,    hat  man  es  mit  der 
Transformation    der  Doppelintegrale    zu  thun.    Dabei  möge 
sogleich  noch  bemerkt  werden,  dass  man  die  hierbei  auftre- 
tenden Incremente  dx,  dy  ,  .  .  stets  als  positive  Grossen  be- 
handelt;  selbst  bei  den  vielfachen  Integralen  wird  diese  An- 
nahme gemacht. 

Zerschneiden  wir  beispielsweise  das  oben  benutzte  Flächen- 
stück durch  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten  in  Elemente, 
so  erhalten  wir  o  =  d  x  dy.  Dabei  kann  es  sich  sehr  wohl 
ereignen,  dass  einzelne  Elemente  streng  genommen  kein  voll- 
ständiges Rechteck  darstellen,   indess  darf  man  doch  immer 

*)  In  bcsondcrn  Fällou  kann  q  auch  constant  sein. 


—    439    — 

diese  Theilchen  als  wirkliche  Elementarrecbtecke  betrachteu, 
weil  das  etwaige  Fehlen  oder  Ueberschiessen  im  Sehluss- 
resnliat  nur  einen  Beitrag  der  ersten  Ordnung  liefert.  Die 
Siuniae  sämmtlicher  Elemente  q(o  =  gdx  dy  giebt  nun  das 
Doppelintegral  JJq  dx  dy.  Der  Umfang,  über  welchen  diese 
zweifache  Integration  auszudehnen  ist;  wird  hier  —  wie  bei 
vielfachen  Integralen  überhaupt  —  durch  eine  oder  mehrere 
Ungleichheiten  am  zweckmässigsten  ausgedrückt.  Bildet  z.  B. 
ein  Bechteck  die  Begrenzung,  heissen  also  x=ajb\  y=gy  h 
die  Endcoordinaten ;  so  würde  zu  sagen  sein,  unser  Integral 
hat  sich  zu  erstrecken  über  alle  Werthe,  welche  der  doppelten 
Bedingung  genügen 

a  <x  <b:,  g  <y  <h. 

Das  so  entstandene  Integral  würde  also  constante  Grenzen 
besitzen. 

Wird  dagegen  die  Begrenzung  durch  eine  Ellipse  gebildet, 
80  wird  der  Umfang  der  Integration  durch  die  Ungleichheit 

(5)'  +  (ff  <  ' 

regulirt;  wenn  a  und  ß  die  Balbachsen  der  Ellipse  bedeuten; 
denn  für  alle  im  Innern  der  Ellipse  befindlichen  Punkte  findet 
die  Beziehung  Statt 

©•+(i)'<'' 

fftr  die  auf  der  Ellipse  belegenen  Punkte  dagegen  hat  man 

e.y+(ff=.. 

und  die  ausserhalb  der  Ellipse  vorkommenden  Punkte  werden 
durch  die  Ungleichheit 

©'  +  (0"  >  • 

angezeigt. 

Was  die  Ausführung  der  Integrationen  betrifffc^  so  kann 
man  ersichtlich  einen  doppelten  Weg  einschlagen.  Entweder 
wird  man  zunächst  alle  Elemente  addiren ,  welche  dasselbe  y 
enthalten ;  d.  h.  man  wird  nach  x  integriren,  also  das  Inte- 
gral dy  ff{x,  y)  dx  bilden,  oder  man  wird  zuerst  die  Elemente, 
denen  ^Btsselbe  x  zukommt,   vereinigen ;  d.  i.  man  behandelt 


( 
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zunächst  das  Integral  dxjt\x,  y)  dy.  Der  Integration  nadi 
X  entsprechen  folglich  bei  der  üblichen  Lage  der  CooidinateD- 
achsen  Horizontalstreifen;  während  das  Ergebniss  der  nachy 
vollzogenen  Integration  Yerticalstreifen  sind« 

Die  Grenzen  der  einzelnen  Integrale  müssen  dabei  ans 
den  Statt  habenden  Ungleichheiten  abgeleitet  werden.  Zer- 
fällt  alsdann   ein  Integral   in  Theile^   was   z.  6.    bei   eioer 

Begrenzung  des  Flächenstückes  Ton 
nebenstehender  Gestalt  eintreten 
würde ;  so  hat  man  nachzusehen,  wo 
die  einzelnen  x  (y)  b^innen  und 
endigen. 

Im  Allgemeinen  werden  femer 
die  Grenzen  des  zuerst  zu  behandelnden  Integrales  nicht  un- 
abhängig von  der  andern  Variabeln  sein^  das  Resultat  wird 
daher  im  Allgemeinen  eine  Function  dieser  als  Parameter  im 
ersten  Integral  enthaltenen  Veränderlichen  ausdrücken. 

§.  136. 
Flächeninhalt  der  Ellipse. 

Um  das  Vorhergehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern, 
wollen  wir  q  =  f(x ,  tj)  =  1  voraussetzen  und  die  Annahme 
machen^  dass  eine  Ellipse  das  gegebene  Mächenstück  begrenzt 
Alsdann  sind  dem  Obigen  zufolge  alle  die  Elementarrechtecke 
zur  Summe  zu  vereinigen,  welche  innerhalb  des  durch  die 
Ungleichheit 

definirten  Raumes  sich  befinden.  Und  was  die  Ordnung  der 
auszuführenden  Integrationen  betrifft,  so  ist  es  wegen  der 
völlig  symmetrischen  Theilimgsweise  hier  augenscheinlich 
gleichgültig,  nach  welcher  der  Veränderlichen  x,  y  zuerst 
integrirt  wird. 

Beginnen  wir  nun  z,  B.  mit  der  Integration  nach  x,  so 
haben  wir  offenbar  vorerst  zu  entscheiden,  welche  x  zu  einem 
bestimmten  y  gehören,  d.  h.  wir  haben  nachzusehen,  wo  der 
dem  Integrale  Jdx  entsprechende  Streifen  beginnt  und  endigt 
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Losen  wir  zu  diesem  Behufe  die  oben  erwähnte  Ungleichheit 
nach  X  auf  ^  so  kommt 

eine  Beziehung ^  welche  —  wie  es  gewohnlich  geschieht  — 
die  extremen  Werthe  von  y  bestimmt.  Man  erkennt  nämlich 
aus  dieser  Ungleichheit,  dass  nur  Streifen  von  x  existiren, 
sofern  das  eingeklammerte  Glied  der  rechten  Seite  positiv  ist; 
d.  h.  sofern  die  Beziehung  gilt 

Daraus  folgt ;  dass  y  zwischen  —  ß  und  -f-  ß  sich  befinden 
innss.  Mitiiin  haben  die  x,  welche  diesen  Werthen  von  tj 
entsprechen,  die  Bedingung 

zu  erfüllen.  Weil  aber  die  Integration  auch  auf  die  Theile 
auszudehnen'  ist,  welche  bis  zur  Begrenzung  reichen ^  so  er- 
giebt  sich  für  den  Werth  eines  Streifens 

Und  da  es  solcher  Streifen  nur  von  y  =  —  ß  bisy  =  +  /3 
giebt,  so  entspringt  nach  einigen  leichten  Ueductionen 

/  ay   /  dx  =  J  dtj  .2ayi  —  'ji  =  aßn  *). 
*)  Man  crh&lt  nämlich 

=  /Jarc»m»;-i  f  --IMr^. 
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§.  137. 
Theilung  der  Ebene  dnrch  Polareoordlnaten« 

Die  vorigen  Betrachtungen  wurden  mit  Zugrundelegung 
eines  Parallelcoordinaten-Systemes  geführt  Nun  erkennt  man 
aber  sofort,  dass  jedem  Coordinatensysteme  eine  besondere  Zer- 
legungsart  des  Raumes  entspricht.  Bei  Voraussetzung  eines  an- 
dern Coordinatensystemes  werden  daher  die  vorhin  gewonnenen 
Resultate  in  einem  andern  Gewände  erscheinen.  Wählen  wir 
z.  B.  Polarcoordinaten^  so  wird  die  Ebene  durch  ein  System  von 
Kreisen  und  geraden  Linien  in  Elemente  getheilt;  jeder  Punkt 
in  ihr  wird  folglich  durch  den  Durchschnitt  eines  Kreises  und 
einer  Geraden  bestimmt.  DenRadiusvector^  kann  man  dabei  stets 
als  absolute  Grosse  behandeln^  wenn  man  nur  den  Coordinaten- 
winkel  d'  von  0  bis  2;r  oder  von  — sr  bis  +^  sich  bewegen  laset. 

Das  Flächenelement  a  kann  auch  hier  als  Rechteck  betrach- 
tet und  demnach  =  Qdgdd^  gesetzt  werden.  In  Wahrheit  freilich 
ist  dasselbe  als  Ringstück  zu  behandeln^  besitzt  also  den  Werth 

i  [{q  +  ^Q)  ^^  +  Q^^]  dg  =  Qd^dQ  +  i  dg^d»^ 
d.  h.  es  wird  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  ptfp^O(l-f-«), 
wo  lim  £  =  0,   vorgestellt,   aber  dieser  genauere  Werth  ist 
ohne  Einfluss  auf  das  Endresultat. 

Die  Dichtigkeit  9,  endlich  wird  jetzt  eine  Function  ^^,  q) 
sein  und  somit  die  Masse  des  betrachteten  Flfiehenstückes  durch 

ff^i^,  9)  9  äg  d^ 
ausgedrückt  werden. 

Femer  entspringt  durct  theilweise  Integration 
also 

j\y  /l^'  =  f:  arc  sin  |-  +  |-  //l  ~^  +  const. 

Wählt  man  demnach  in  üblicher  Weise  den  arc  sin  zwischen  ±  j' »  ^ 

hat  man 

f/*         +/* 

2«  y  efy/l  -  j;  =  2«  [I  arc  sin  J- +  ^y  1  -  ^]  =«/J^ 
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Nehmen  wir  auch  hier  tlf(ßy  q)  =  1  und  als  Begrenzung 
des  Flächenstückes  eine  Ellipse^  deren  grosse  Halbachse  wieder 
a,  deren  kleine  ß  heisst:  so  wird  nun  der  Umfang  der  Inte- 
gration durch  die  Ungleichheit 


o  fcoB  ^*    ,     sin  ^^1  ^  1 


regulirt.  Diese  ist  nach  p,  oder  ^  aufzulösen ;  je  nachdem 
man  zunächst  nach  q,  oder  %  zu  integriren  gedenkt.  Im  Ver- 
gleich  zu  der  frühem  Betrachtung  tritt  aber  hier  der  Umstand 
ein^  dass  die  Ordnung  der  Integration  nicht  gleichgültig  ist. 
Um  beide  Falle  vorzuführen,  wollen  wir  mit  dem  einfacheren 
derselben,  mit  der  Integration  nach  q  beginnen.  Geometrisch 
genommen  haben  wir  also  jetzt  alle  Elemente  zu  summiren, 
welche  in  ihrer  Vereinigung  einen  Kreisausschnitt  bilden. 
Nnn  folgt  sogleich  aus  der  obigen  Ungleichheit,  dass 

2  ^       _    1 

^     ^  co8d«  ,  am  ^«' 

d.  g.  wegen  des  positiven  p 

9  < 


y /cos  d»  ,  sin  d' 

Da  man  dieser  Ungleichung  immer  wird  genügen  können,  so 
giebt  es  auch  stets  einen  Sector.  Sein  jedesmaliger  Werth 
wird  durch  die  Gleichung 

1 


/ 


cos  -d"'  ,  sin  d» 

Zi      "T" 


y  j   QdQ  =  i  cos^.''_^8jn^" 
t/  a«     "^     (J* 


cos  d*  .  sin  -d"' 

0 

bestimmt.  Und  werden  nun  sämmtliche  Sectoren  vereinigt/ 
d.  h.  wird  in  Bezug  auf  d'  von  0  bis  2;r  integrirt;  so  ent- 
springt für  den  Inhalt  der  Ellipse  die  Gleichung 

2ft  27t 


^/    cÖB  »«"""wn  *«  ~  i  "  ^  /       .  f  a 


tang  9\ 
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indem  der  arcus  dadurch  definirt  ist;  dass  er  für  ^  «=  0  eben- 
falls verschwindet. 

Viel  verwickelter  wird  die  Untersuchung;  wenn  man  mit 
der  Integration  nach  d^  beginnt ,  also  sämmUiche  Elemeoie 
summirt;  welche  einen  Kreisring  bilden.  Offenbar  ist  derselbe 
vollständig  für  die  zwischen  0  und  ß  enthaltenen  q]  er  besteht 
hingegen  aus  zwei  getrennten  Stücken ;  wenn  q  zwischen  ß 
und  a  sich  befindet. 

Schreibt  man  die  obige  Ungleichheit  in  der  Form 

i  +  8ta».(i-A)<A, 

^r<[;-l]:['-JJ, 

so  erkennt  man  unmittelbar,  dass  für  0  <  p  <  /5  der  Bogen ^ 
keiner  Beschränkung  unterworfen,  also  von  0  bis  2  ;r  zu  wählen 

ist.     Dagegen   wird   d^   einem  zwischen  0  und  -    liegenden 

Bogen  ^^  gleich  sein ,  wenn  q  von  ß  bis  a  sich  bewegt.  Für 
den  ersteren  Fall  stellt  daher 

0  0 

den  Wertli  des  Integrales  JJq  dQ  d^  vor.  Bei  dem  andern 
Falle  hingegen  zerfällt  das  Integral  JJq  dQ  d^  formell  in  die 
drei  folgenden 

jQdQjd^,      fQdgfd^,      fQdQfd», 

weil  für  den  ersten  Quadranten  d-  von  d'  bis  ^j  geht,  für 
den  zweiten  und  dritten  Quadranten  jt  —  O-j  und  ä  -j-  ^i  die 
Grenzen  des  Bogens  d^  bilden  und  für  den  vierten  Quadranten 
endlich  -ö*  das  Intervall  von  2;r  —  O-j  bis  2;r  durchläuft.    Sum- 

mirt  man  diese  Integrale,  so  bekommt  man  den  Inhalt  iJ^ifäQ 

der  beiden  zwischen  ß  und  cc  gelegenen  Mächenstücke,  und 
sonach  stellt 


7tß'  +  Af^,QdQ 

den  Inhalt  der  Ellipse  vor.    Bedenkt  man  nun,  dass 
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■  /Tli.  

V   ß*    «» 

ist,  so  ergiebt  sich  jetzt  für  die  Ellipseniläche  der  Ausdruck 

a 

nß^  +  4fdQ  .  9  arc  sin  (-j/g^^), 

cler  entwickelt  natürlich  auf  naß  zurückführen  muss.    Und 
in  der  That;  man  findet  durch  theil weise  Integration 

parcsm|//^tfp=-arcsin^^^,+ 
^  arc  sin  ,.    _^-"~-^^^^- -  — ^  +  const.*), 


80xi.ach  ist 

a 


4  r^arcsin-J  /|H|  d^  =  -  4  ^  ^^ 
+  a/)  [*  -  (-})]  =  -  «/»'  +  «^'t. 


*)  Man  beachte  hierbei  die  Beziehungen: 

- «'  ^' + («" + /i>) »'  _  f'  -  -  «»^' + (-'  t  ^' 


2 

; 


AU  Kernel  OS  t«  Art  der  Transformatlou. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  habeii  an  eluem  Bei- 
spiele deii  EiutiuBs  veranschaulicht,  welchen  die  zweckniSssige 
Wahl  dea  Coordinatensystemes  auf  die  grossere  oder  geringere 
Leichtigkeit  ausübt,  mit  der  die  zu  vollziehenden  Integrationen 
bewerkstelligt  werden  könueu.  So  erforderte  im  vorigen  Falle 
gerade  die  Anwendung  der  Polarcoordiuaten  sowohl  den  ge- 
ringsten, als  grössten  Aufwand  von  Rechnung,  je  aacbdenv 
man  zuerst  nach  ^  oder  &  iiitegrirte.  Selbst  die  Möglichkeit  ^^ 
bleibt  nicht  ausgeBchlussen ,  dass  in  einem  vorgelegten  Fall- 
nicht  einmal  die  erste  Integration  ausführbar  sein  kann,  sofer 
man  das  ursprüngliche  Ooordinaten System  beibehält.  Di 
Fri^e  nach  der  Transformation  der  Doppelintegrale  ist  dah^ 
als  eine  sehr  wichtige  zu  bezeichnen. 

Erwägt  man   nun,  dass    Coordinat«n   überhaupt  die 
und  Weise  andeuten,  in  weither  der  Raum  getheilt  wird, 
werden  wir  offenbar  die  allgemeinste  Art  der  Transformati    •^i,, 
von  Doppelintegralen  erzielen ,  wenn  wir  uns  die  Ebene  ducr— ^A 
ein  System  von  Curven  in  Elemente  zerlegt  denken ,  also  jetÄ  vii 
Punkt  in  ihr  als  den  Diircbachnitt  zweier  <Jurven  auffass«^»). 
Diese  neuen  Coordiuaten,  welche  A,  v  heisseu  mögen,  werclcn 
ersichtlich  als  Functionen  der  rechtwinkligen  erscheinen,  weua 
wir  diese  als  die  ursprünglichen  Coordinaten  uns  vorstellen; 
wir  körnten  sonach  die  Crleicbungen  bilden 


?>(^,  y), 


=  li'Or,  y). 


Indem  wir  aber  i.  und  v  um  unendlich  kleine  Intervalle 
sich  verändern  lassen,  bekommen  wir  ein  System  von  Linien, 
deren  Durchschnitt  das  I'lächeiielemeut  ra  bestimmt.  Augen-  i 
scheinlich  kann  dieses  als  Parallelogramm  augesehen  werdflo,/ 
da  Iiierdurch  nur  ein  Fehler  begangen  wird ,  der  gegen  ä 
Inhalt  des  Elementes  unendlich  klein  ist  und  folglich  aufdi 
Endresultat  ohne  Einfluss  bleibt. 

Der  soeben  betrachtete  Fall  lieferte  eine  Bestimmung  <l 
Coordinaten  l,v  durch  die  rechtwinkligen  x,y,  umgski'jl 
aber  sind   diese   Functioneu  jener.    Da  nun   gewühiilicii  T 
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ursprünglichen    Coordinateu    x,    y   ^  ^^        Fig.  13. 

durch  die  neuen  A,  v  auszudrücken 
sind ,  so  wollen  wir  auch  hier  diesen 
fall  voraussetzen.  Alsdann  heissen 
offenbar  die  Eckpunkte  1,2;  3;  4  des 
oben  erwähnten  Parallelogrammes 

^V¥enn  wir  bloss  die  ersten  Dimensionen  der  den  unendlich 
Icleinen  Zunahmen  von  k  und  v  entsprechenden  Werthe  von 
^K  und  y  berücksichtigen. 

Den  Inhalt  des  Parallelogrammes  werden  wir  nun  auf  die 
X^icbteste  Weise  ermitteln  können ,  wenn  wir  uns  erinnern, 
class  der  doppelte  Inhalt  eines  Dreieckes,  dessen  Eckpunkte 
durch  die  Coordinaten  0,  0;  flr,  &;  djH  definirt  werden,  mit- 
"t^elst  der  Formel 

2  ^  =  +  {ah'  —  ab) 

gegeben  wird*).  Dabei  ist  das  Plus-  oder  Minuszeichen  an- 
zuwenden, je  nachdem  aV  —  ah  zu  den  positiven  oder  nega- 
'lüyen  Grössen  gehört. 

Wie  sofort  einleuchtet,  können  wir  uns  dieser  Formel 
ohne  Weiteres  bedienen,  wenn  wir  das  Achsensystem  in  den 
funkt  Xj  y  uns  verlegt  denken  und  die  Punkte 

ö-^V>    ö^^^;      öT^^7    ÖT^^ 

Ijezüglich  mit  0,  &;  a\  b'  identificiren.  Auf  diese  Weise  folgt 
dann  sogleich  für  den  Inhalt  des  Parallelogrammes  der  Aus- 
druck 

—  l^cv  cl         cX  dv  j  ' 

Ibei  welchem  selbstverständlich  nur  der  absolute  Werth  in  Be- 
"iracht  kommt,  was  ja  durch  das  doppelte  Zeichen  Hh  ange- 
deutet ist. 


*)  Man  vergleiche  hierbei:  0.  Hesse.  Vorlesungen  aus  der  analyti- 
schen Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der 
Hbene,  S.  7  —  8. 
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§.  139. 
iTory'sehe  Substitution. 

Die  vorhergehende  Betrachtung  wollen  wir  in  der  Weise 
näher  erläutern;  dass  wir  mit  Ivory 

1.  X  =^  ak  cos  V,    y  =  ßl  oinv 

setzen ;  wo  a,  ß  beliebige  Constanten  ausdrücken.  Offenbar 
ist  diese  Substitution  im  Grunde  eine  Verallgemeinenuig  der 
Polarcoordinaten ;  wie  wir  schon  daraus  entnehmen  können, 
dass  für  a  =  /3  =  1  die  Gleichungen  1.  jene  Coordinaten  vor- 
stellen.  Die  nähere  geometrische  Bedeutung  aber  wird  sieh 
aus  der  nachstehenden  Erörterung  ergeben^  vorher  möge  indess 
folgende  Bemerkung  Platz  finden. 

um  den  Bogen  v  von  0  bis  2;i;  oder  von  — «  bis  +« 
wählen  zu  können  ^  müssen  wir  l  positiv  voraussetzen*); 
alsdann  aber  besteht  die  Belation 


'=/(?/+ (!)'• 


In  ähnlicher  Weise  ist  der  Bogen  v  völlig  bestimmt ,  indem 
vermöge  der  beiden  Beziehungen 


a;        • y^ 


cosi/  =  — r,   sint/  =  ^, 

der  Quadrant  definirt  wird ,  in  welchen  der  Winkel  v  sich  be- 
findet. 

Verbindet  man  die  Quadrate  der  vorigen  Gleichungen  mit 
einander;  so  hat  man  sogleich  die  andere 

/=(Ä)'+(^)". 

und  folglich  entspricht  einem  gegebenen  l  eine  Ellipse ;  der^ 
Halbachsen  aX,  ßk  hcissen.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  die 
Ebene  einerseits  durch  ein  System  ähnlicher  Ellipsen  getheilt 
wird;  imd  weil  nun  anderseits  die  Beziehung 

—  tanir  v  =  — 
gilt;  diese  aber  für  ein  gegebenes  v  eine  gerade  Linie  repra- 

*)  Wäre  X  bald  positiv,  bald  negativ,  so  mCisstc  der  arcus  9  anf 
die  Ilillfte  seines  Weges  beschränkt  werden. 
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sentirt,  so  findet  auch  eine  Zerlegung  der  Ebene  durch  ein 
System  gerader  Linien  Statt. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  1.  gewinnt  man 
ferner  die  Relationen 

^  =  —  almnvy   ^  =  pA  cos  v\    ?.--  =  «  cos  v,  ^^=psiiii;. 

Mithin  ist 

±  ril  If  ""  1^  W[^^^^  ^  ^^^  ^^^  ^^ + ^^^  ^^^  aA  ai/ = a  /s  A  dXdv. 

Nimmt  man  also  wie  früher  eine  elliptische  Begrenzung  des 
Flachenraumes  an ,  so  fliesst  aus  2.  mit  Berücksichtigung  der 

Beziehung  (-  j   +  (  p)    <  ^;    ^^^   A^  <  1    und   demnach 

wegen  des  absoluten  Werthes  von  X  in  Bezug  auf  diese  Ver- 
änderliche von  0  bis  1  zu  integriren  ist.  Die  nach  v  zu  voll- 
ziehende Integration  hingegen  erstreckt  sich  von  0  bis  2ä; 
man  hat  daher  unmittelbar 


"ß/f 


2ä 

X  dk  dv  =  aßn. 

0  "b 


§.  140. 


Zweiter   Beweis    der    auf   Doppelintegralc    bezüglichen   Trans- 

formatioiisformel. 

Wegen  der  Wichtigkeit,  welche  dem  in  §.  138.  bewie- 
senen Resultate  in  der  Theorie  der  bestimmten  Dojipelinte- 
grale  zukommt,  halten  wir  eine  nochmalige,  rein  analytische 
Begründung  desselben  nicht  für  unzweckmässig.     Sei  desshalb 

1.  Z=fdxJVdy 

a  g 

das  zu  transformirende  Doppelintegral ;  in  demselben  bezeich- 
net V  eine  Function  von  x  und  y,  g  und  h  drücken  entweder 
Functionen  von  x  aus,  oder  sind  wie  a  und  h  Constanten. 
\yie  ohne  Weiteres  einleuchtet  und  auch  schon  in  §.  134. 
erwähnt  wurde,  kann  man  femer  voraussetzen,  dass  die  Yaria- 
beln  X  imd  y  von  ihrer  untern  bis  zu  ihrer  obern  Grenze 
bestandig  wachsen  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  dx  und  dy 
fortwährend  positiv  sind.     Statt  der  Veränderlichen  x  luid  y 

Mbykb,  bcstiiiiinte  Integrale.  29 


Imßgeu  nuu  die  iieueu,  mit  a-  uud  y  durch  zwei  Relationen 
I  verbundenen  Variabeln  «  und  v  gewählt  werden. 

Wir  behandeln  zunächst  das  Integral  J  I'  dy,  und  : 

suchen  wir  dasselbe  in  ein  anderes  umzusetzen,  in  welchem 
V  die  Integrations  veränderliche  darstellt.  Zu  dem  Behufe 
elimiuiren  wir  aus  den  gegebenen  Relationen  vorerst  die 
Variabele  m,  bilden  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  fix,  v). 

Da  wir  nun  bei  der  Integration  nach  y   die  Veränderliche  j 
wie   einen  constaoten  Parameter  betrachten   dürfen;  so  sine: 
wir  auch  berechtigt,  bei  der  Bildung  des  neuen,  an  die  Stell» 
von  dij  tretenden  Differentials  bloss  v  als  die  einzige  Vari^^fc^ 
bele  anzusehen,  und  demgemnss  worden  wir  in  dem  zu  t 

formirenden  Integrale  J  i'dy  dy  durch       i-^—  dv  zu  e 

haben.  Heisst  dann  ferner  V„  der  durch  die  SubstttutJc^vi)  11 
y=f{x,v)  sich  ergebende  Werth  von  1',  und  sind  endli^ 
D„  und  I',  die  y  =  g  und  y  =^h  entsprechenden  Grenz  -^a  \ 
des  neuen  Integrales;  so  besteht  nunmehr  die  Gleichung 


J'rdy^J'r„'^'-^'^hJv. 


Offenbar  diirl'en  wir  bei  dieser  Transfurmation  stets  der  i 
nähme  folgen,  dass  o  immer  in  demselben  Sinne  von  f«  bis  i', 
variirt,  wenn  y  von  ff  bis  A  eich  bewegt;  denn  wäre  es  ati- 
ders,  so  wHrde  durch  eine  Zerlegung  des  Integrales  nacli  j/ 
in  Theilintegrale  sofort  unsere  Voraussetzung  sich  verwirt- 
lichen  lassen.     Da  nun  dy  positiv  sein  soll,  so  wird  das  Vor- 


d_nx. ») 


aber- 


neicbeii  von  dv  augenscheinlich  mit  dem  von  — - 
einstimmen.  ludeas  kann  auch  dv  stets  positiv  gevalilt  i 
werden,  weil  man  für  den  Fall  einer  negativen  Derivirten  / 
—4^—'  nur  die  Grenzen  i/g-uud  t\  mit  einander  zu  vert»"'! 
sehen  braucht,  um  augenblicklich  die  gemacht«*  Aniiahncl 
realisiren   zu  können.     Bezeichnet  also  +  — ^'  -   ilcn  ateol 
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luten  Werth  der  partiellen  Abgeleiteten  ^'  y  so  erhalt 
man  nunmehr  statt  1.  die  Form 

a 

^obei  die  Grenzen  der  auf  v  bezüglichen  Integration  den 
soeben  erwähnten  Bestimmungen  gemäss  zu  wählen  sind. 
Die  .weitere  Behandlung  unseres  Doppelintegrales  besteht 
folglich  jetzt  nur  noch  in  der  Einführung  der  vorhin  elimi- 
nirten  Veränderlichen  u  statt  der  Grösse  x.  Vermöge  der 
g^^benen  Relationen  wird  nun  zwar  x  als  Function  von  u 
und  V  erscheinen^  somit  etwa 

sein,  aber  bei  der  Umformung  des  Integrales  nach  x  genügt 
es  ohne  Zweifel,    x  nur  als  Function  von  u  zu  betrachten, 

mithin  dx  schliesslich  durch  H ^^  du  zm  ersetzen.    Und 

daher  wird,  wenn  V  den  durch  die  Grossen  u  und  v  aus- 
gedrückten Werth  von  V  bedeutet,  das  Doppelintegral  1. 
jetzt  die  Gestalt 

^-//''[±'-^][±'-^]'"''" 

annehmen,  wobei  selbstverständlich  die  Integrationsintervalle 
alle  Werthe  in  sich  begreifen  müssen,  welche  die  Formel  1. 
umfasst. 

Nun  zeigt  aber  die  Differentiation  der  Gleichung  y=f{Xy  v)^ 
sofern  x  und  y  als  Functionen  von  u  und  v  behandelt  wer- 
den, dass 

iidu+i^dv= ^-^  ri^  du + 1^  dv] 

du  *    0  V  dx      \cu  *    c  V       J 

tind  hieraus  iliesst  weiter 

dy dj\xj_ü)  djc 

du  dx      du^ 

dy d  f{xj_v)  dx    .d  f{x,y) 


d  0  dx      6'  0  dv 
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d.  g.  wegen 


ax_3J-(a,r) 

du  3k 

8  nx.  »)  9  F[u,  t,)  _dvdx_dyd=^ 

Daher  die  Gleichung 


§.  141. 
AnirendunKen. 

Setzen  wir  iu  der  vorhergehenden  Formel  .beispielsweiK 
voraus,  dass  V  mit  dem  bei  Complanationen  vorkommenden 
Werthe  //l-|-/)^-|-?'  identisch  sei,  wo  p  =  t^^  und  ff-^r 
die  partiellen  Diflerontialquotienten  der  Function  z  von  i 
und  j/  nach  jeder  dieser  Variabeln  bedeuten ;  so  erhält  man 
die  Gleichung 

"vdxdt, 


"■  ff^ 


-^m 


Denn  bekannten  Lehren  zufolge  hat  man'die  beiden  Beziehung^ 

welche  nach  p  und  9  aufgelöst  zeigen,  dass 

"il  ^lV.  _  1?  ^\  -  Z^.?  ^_K 


p== 

und 


dt  dy\       idx  8_y  _  dx  ey\ 


_(8z^8x   _dj.dx\       {d.x  iy   _   djc  dy\ 
^""{öodu  3udvJ-\düdf  dvbu) 

ist  und  dass  demnach  ff  Vdx  dy  in  das  Integral  rechts  über- 
gehl. 

Dedeuten   die  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  spe- 
ciell  sogenannte  Polarcoordiuaten  *,  tp,  d.  li.  setzt  man 
r  =  p  coa  &,  ,r  =  q  sm  &  cos  rp,  t/  ^  0  sin  #  sin  9, 
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-wo  der  Radiusrector  q  als  Function  von  -Ö*  und  tp  betrachtet 
wird;*)  so  hat  man  zunächst  die  Relationen 

^g=^  sin^cos^  +  C^cos^cosO';  x-=^sinO'COS9— (jsm^sin^); 

g^=^  sinqpBÜi'^+C^cosO'COsqp;  ö^=^sin'9'8in9  +  (>sin^cos9; 

||  =  ||co8#-psm*;|i=||cos#. 
Und  daher  wird 

die  Summe  der  Quadrate  dieser  Grössen  aber  ist  mit 
gleichbedeutend,  folglich  ergiebt  sich 

Spatere  Betrachtungen  werden  zeigen ;  dass  diese  Beziehung 
am  einfachsten  auf  geometrischem  Wege  gewonnen  wird. 

Nicht  ohne  Interesse  dürfte  es  femer  noch  sein,  wenn 
wir,  gestützt  auf  die  Gleichung  IL,  ein  berühmtes,  von 
Legendre  entdecktes  Theorem  über  den  Zusammenhang  der 
Sogenannten  vollständigen  elliptischen  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  zu  beweisen  suchen**).  Bezeichnen  nämlich 
fn  und  n  positive  Constanten,  welche  die  Bedingung 


*)  Man  könnte  auch  wie  gewöhnlich  x  =  9  cos  &,  y  =  9  sin  "d-  cos  g?, 
:  =  p  sin  ^  sin  9  schreiben ;  die  Endformel  bliebe  dadurch  unverändert. 
**)  Bezeichnet  f{x,  X)   eine   rationale  Function   von  x  und   dem 
^dicale 

X  =  Vax^  +  ^3  ^  y  a?«  +  d~x+l, 

10  wird  jedes  Integral  von  der  Form  //"(a:,  X)  dx  elliptisch  genannt. 
Tedes  elliptische  Integral  lässt  sich  immer  wenigstens  auf  eines  der 
Irei  Integrale 
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»|2  4-  n2  =  1 

befriedigeu;  so  kann  man  in  dem  Doppelint^rale  j[y*  V  dxdy 
statt  der  Yariabeln  x,  y,  z.die  neuen  q,  d",  q>  oder,  wie  es 
hier  bei  constantem  q  geschehen  soll,  bloss  die  beiden  Ver- 
änderlichen ^j  fp  substituiren,  welche  mit  den  ursprünglichen 
durch  die  Gleichungen 

^  x  =  Q  sin^J^l — »i^sin 9*,y=pco»6'cos9,z=psin9j^l— n^ond* 
verbundeTi  sind.'*')    Alsdann  aber  gelten  die  Beziehungen: 

dx  ö.,/i 9 — ' 9    dx  fit*  sin  ^  ein  OD  COB  o 

|-=  n  cos-Ö-Kl— »i^sma)^:  ^=— o     ,.  i — ^; 

gl  =  -  C>  sin  ^  cos  qp;  g|  =  —  9  sin  9  cos^; 

a« it^Bmcpsin^  cob ^ ^ 

^  =  ^  COS  9  J^l  —  n^  sin  ff^. 

Und  hieraus  folgt  mit  Berücksichtigung  der  Gleichheit 
1  —  wi^  sin  (p^  —  n^  sin  -Ö*^  =  m^  cos  9^  +  n^  cos  ^ 
sofort  weiter,  dass 


/*  rfa;  /*  x^  dx  /*  //x 

rcduciren,  welche  beziehungsweise  die  elliptischen  Integrale  der  ersten, 
zweiten  und  dritten  Gattung  vorstellen.  In  denselben  bedeutet  t, 
der  sogenannte  Modul,  eine  Constante;  er  ist  stets  kleiner,  als  1. 
Auch  n  bezeichnet  eine  Constante ;  sie  kann  selbst  imaginär  sein  und 
wird  Parameter  genannt.  Als  Normalformen  der  ersten,  Bweit43) 
und  dritten  Gattung  werden  nach  Legendr e,  dem  Schöpfer  der  Theorie 
der  elliptischen  Integrale,  gewöhnlich  die  folgenden  gewählt: 

/^dw  /*  ,       /        dqt 

0  0  0 

Wird  in  denselben  die  obere  Grenze,  die  sogenannte  Amplitude  s  «  * 

so  heissen  die  Integrale  F,  E^  TL  vollständig  und  werden  darch  F\  Ä*,  Tt 
bezeichnet.    Man  vergl.    in  Betreff  der   elliptischen  Integrale  die  be- 
kannten Werke  von  Dur^ge  u.  Schellbach  über  elliptische  Ftmctionen. 
*)  Vergl.  Moigno.  Calcul  intdgral  §§.  U9.— 120. 
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dx  dy         dx  dy  p*  sin  qp  [cos  ^'  —  m'  sin  9'+  w*  sin  "^'J 

^  ^  d^  dfp  y\  —  tn*  Bin  9« 

p'  (»i'  cos  9'  +  '»'  cos  ^•)  sin  y  ^ 

Kl  —  »I*  sin  9' 

•     dy^d_z         ?y  ^  g'  sin  ^  [cos  y*  —  w*  sin  ^»  +  »'  sin  9'] 

di  d»  "^  d^  dfp  Kl~^  n«8£ä^ 

g*  sin  ^  (m*  cos  y*  +  ^*  <^ob  '^*) 

""  Kl  —  n«  Bin  IF« 

und 

dx  dz         dx  dz  p*  cos  ^  cos  y  (»i'  cos  y'  +  '»'  cos  d') 

äS  äy  ""  äy  ä«f  Kr=^m«mn^  Kl  —  n* sin^ 

ist  Gemäss  der  Formel  U.  entspringt  daher  nach  der  ein- 
fachsten  Beduction  die  Gleichung 

JJ  ^     ^^  ^"^  y         '^   JJ  Kl  -m«  sin  y«  KT^  «»  sin  ^* 

Wird  nun  das  Doppelintegral  rechts  in  Bezug  auf  jede  der 

Veränderlichen  ^;  tp  von  0  bis  -^  genommen,  so  ist  dasselbe 

offenbar  völlig  unabhängig  von  den  Constanten  m  und  n,  weil 
es  wegen  der  Bedingungsgleichung  m^  -j-  «2  __.  j  jj^  Form 

nr^2  rr cos  y«  rfd  rfy         .  ^^2  /*  r       CQ8  ^'  <^^  <^y  "I 

L      t/ J  Kr^*8iny»Kl  - n«  sirS^  '      J  J  Kl-w^ßiny^Ki^^sm-ö^'J 

0     U  0    0 

liesitzt;  wo  c  den  vorläufig  noch  unbekannten  Werth  des 
Doppeliutegrales 

n   n  n    n 

"%    %  2   ¥ 

/•/•  cOBy«f/«'//y  /*/*  cos  9*  d&  dtp 

JJ  Kr^^^fiiny«  Kl— n'sin^«  ""  J  J  Kf^w*  wny«  Kl— n'ain^* 
00  00 

bedeutet.*)  Man  darf  daher  die  eine  der  beiden  Constanten 
m  und  rij  z.  B.  m  mit  Null^  also  die  andere  (n)  mit  der  Zahl  1 
identificiren.     Geschieht   dies,    so  zeigt  sich   augenblicklich, 

dass  c  mit  der  Zahl  —  und  demnach  unser  Doppelintegral  mit 
Q^  Y  zusammenfällt.    Andererseits  aber  hat  man 


*)  Geometrisch  folgt  dies  unmittelbar,  weil  das  Doppelintegral  den 
achten  Theil  der  Kugelfläche  a:'+y'+**=^'  ausdrückt. 
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n    n  n   n 

fftBin^ 


2  2  2  2  • 


2  2 


/d(p  r rf; 


und  folglich  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Legendre*8chen 
Bezeichnungsweise  der  vollständigen  elliptischen  Int^rale 
erster  und  zweiter  Gattung  das  Theorem 

r{m)  P{n)  +  F'ifi)  Efim)  -  F'{fn)  F\n)  =  |»). 

Um  endlich  die  gemachten  Andeutungen  über  die  Art 
und  Weise,  in  welcher  die  gegebenen  Gleichungen  x=(p{ujv) 
und  tj  =  tlf  (w,  v)  zur  Bestimmung  der  Integrationsinterralle 
des  trausformirten  Integrales  zu  verwenden  sind,  in  ein  helle- 
res Licht  zu  setzen,  wollen  wir  noch  einige  hierauf  bezüg- 
liche Beispiele  folgen  lassen. 

1.  Sei  zunächst  das  Doppelintegral 


ap    00 

r» — X 


ii 


'-y'  dx  dtj 


mittelst  der  Gleichungen  x  =  w,  y  =  nv  umzuformen. 

Sieht  man  vorerst  von   den  Integrationsgrenzeu  ab,  so 

wird  man  wegen  g-  =  1,  ^  =  0,  g|  =  r,  ^^  =  «,    also 
^-  |l/  _  |f  |y  =  „  die  Beziehung 

5  =yy  ^- (!+«'>  tl  du 

*)  Die  Verallgemeinerung  dieser  Formel  ist  von  Catalan  in  den 
„Memoires  couronnee»  par  Pacad^mie  de  Bruxelles,  tome  XIV.  Denxi^mc 
Partie  1841"  gegeben.  Die  Entwicklung  und  elegantere  Darstellong 
derselben  findet  man  in  einem  spätem  Aufsatze  Enneper's,  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  von  Schlömilch  etc.  Jahrg.  VI.  S.  294—300. 
Und  bezüglich  einer  andern  Ableitungsweise  des  Legendre'schen  Theo- 
remes  vorgleicho  man  auch  Schlömilch:  Ueber  einige  elliptische  Inte- 
grale.   Zeitschrift  für  Math,  imd  Physik.    Jahrg.  II.    S.  49—56. 
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erhalten.  Nun  aber  bestimmen  sich  die  Grenzen  von  v  ver- 
möge der  Gleichung  tj  =  xv,  wenn  für  tj  nach  einander  die 
Werthe  0  und  oo  gesetzt  werden;  sie  heissen  daher  wegen 
des  positiven  x  ebenfalls  0  und  oo.  Das  auf  u  bezügliche 
Integrationsintervall  dagegen  ist  aus  der  Gleichung  x  =  u 
zu  entwickeln;  identificirt  man  hierin  x  nach  einander  mit 
0  und  OO;  so  erkennt  man  unmittelbar,  dass  auch  u  von  0  bis 
oo  sich  bewegt.     Mithin  gilt  schliesslich  die  Gleichung 

deren  weitere  Behandlung  auf  Seite  116  gegeben  ist. 
2.    Soll  ferner  das  Integral 

Ü  0 

in  welchem  wir  selbstverständlich  unter  /"O^^+yO  ^^^^^  solclie 
ITunetion  von  x  und  y  verstehen,  für  die  das  Integral  nicht 
ohne  Bedeutung  ist,  mittelst  der  Substitutionen  x  =  u  cos  v, 
^  a=  t/ sin  V  transformirt  werden;    so  wird  man  hier  für  die 

Grenzen  von  v  vermöge  der  Relation  ^^  =  tang  v  die  Werthe 

O  und  Y  erhalten,    während  das  auf  u  bezügliche  Intervall 

O  und  oo  heisst.    Nun  ist 

dx  dx  '         dy  •  du 

-—  =  cos  r,  ^-  =  —  n  sm  iK  J  =  sin  t;,  7r=^  =  ?/  cos  v. 

CU  '  0  V  '  c  u  '  c » 


sonach 


und  daher 


rx  bif  djcdu  


s  =  J  du  f  uf  {u^)  dv , 

0  0 

d.  g.,  weil  u  f{u^)  unabhängig  von  v  ist, 


oo 


2 


Cu  f  (w' 


5  =  ^  \uf  (u^)  du. 


Setzt  man  hierin  behufs  weiterer  Transformation  u^  =  .r,  so 
erhalt  man 
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fffix^+y")  dx  dy  =  t/^<*>  "*• 

Wie  man  noch  sieht,  wird  für  /"(a^'+y*)  =i  e-<*'+*1  wieder 
das  unter  1.  betrachtete  Int^pral  erscheinen,  also 


QO    00  00 


«   c 

fj 


00 


0    0  0 

sein. 

3.    Als  letztes  Beispiel  wählen  wir  das  Doppelintqpral 

1  e 

s=   Cdy  fj/ä^'—^^^c^  -  x^)  y^  •  ^c^^o^  dx, 

in  welchem  wir  die  Constante  c  kleiner  als  a  voraiissebeii 
und  das  wir  nach  Euler  mittelst  der  Gleichungen 

O  UV 


Ki+^'  ^     i^c«  (1  +  ««)  —  ü« 

umzuformen  suchen.*) 

Offenbar  empfiehlt  sich  hier  zunächst  die  Elimination 
der  Veränderlichen  v,  indem  man  dadurch  auf  die  einfache 
Beziehung 


U  V 

y  = 


geführt  wird.  Daraus  aber  folgt,  dass  für  .r  =  0  die  Varia- 
bele  M  den  Werth  oo  annimmt,  hingegen  für  o;  =  c  mit 
Null  zusammenfällt.     Wählt  man  hierauf  in  der  Gleichung 

U  V 

für  y  nach  einander  die  Werthe  0  und  1,  so  wird  v  augen- 
scheinlich die  Grenzwerthe  0  und  c  erwerben.     Und  da  nun 

dx UM  dx 1  dy (c*  —  V*)  V 

a  ü  Vlc*  (1  +  n*f-Zü^^  ^ 

also 


*)  Vergl.  Raabe.   Differential-  u.  Integralrechnung.  ThL  2,  Abthlg.  1. 
S.  160-162. 
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dx^dy         dx^dy^  


ist,  so  vmrd  schliesslich 


1  c 


0 


« 


J         J      (l  +  u«)  Kc»  (!  +  «•) -0«       ' 


d.  g. 


C  00 

0  0  Ö 


=  S'^'f  W  '^^  =  t/"  V^^^  ä  V 


=  y  [«=»  -  /(^l^^'c*)»] 


Erweiterte  Bedeutungen  eines  Doppelintegn^aleB.*] 

§.  142. 

DarBielliing  des    bcstiiumten   Doppelintcgrales   als   Grenzwerth 
einer  Doppelsumme  mittelst  Inltaltsbestimmiiiig  irgendwie 

begrenzter  Körper. 

Die  in  §.  135.  angestellten  Betrachtungen  haben  uns 
gelehrt^  wie  man  sich  in  der  einfachsten  Weise  von  einem 
bestimmten  Doppelintegrale  eine  sehr  anschauliche  Vorstellung 
bilden  kann,  sei  sie  mm  rein  geometrischer,  oder  mechani- 
scher Natur.  Jene  Vorstellung  ist  gleichwohl  nicht  die  ein- 
zig mögliche;  man  braucht  sich  durchaus  nicht  auf  das  Ge- 
biet der  Ebene  zu  beschränken^  sondern  kann  statt  derselben 
irgend  eine  krumme  Fläche  substituiren ,  ja  selbst  Inhalte 
von  Körpern  lassen  sich  durch  bestimmte  Doppelintegrali^ 
ausdrücken.  Wir  haben  in  der  That  schon  früher  ein  Bei- 
spiel zu  jeder  dieser  Vorstellungsweisen  kennen  gelernt 
Bezeichnete  nämlich  (p  {x,  y)  eine  innerhalb  der  bezüglichen 


*)  Man  vergleiche  hier  die  VorleBongen  Riemann^s  über  partielle 
Differentialgleichiuigen  und  namentlich  Serret:  Coors  de  calcal  integral. 
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lutegrationsgreiizeu  endlich  bleibende  Function*)  und  a  eine 
Constante;  so  Hess  sich  ohne  die  geringste  Mühe  die  Wahr- 
heit der  Dirichlef  sehen  Formel 

a  X  an 

J  dxj(p{xy  y)  äy=fdyjq)(x,  y)  dx 

0        0  0  y 

durch  Zuhülfenahme  eines  körperlichen  Baumes  nachweiseil; 
und  unmittelbar  einleuchtend  war  femer  der  Satz,   dass  die 
in  §.  131.  betrachtete  Eugelfunction  Xn  aus  einem  über  eine 
Kugelfläche  ausgedehnten  Doppelintegrale  bestand.     Die  All- 
gemeinheit derartiger  Vorstellungen  wollen  wir  jetzt  naeh- 
zuweisen  versuchen;   und  zwar  wollen  wir  mit  der  Inhalfa- 
bestimmung  eines  Volumens  durch  ein  Doppelintegral* beginnen; 
weil  wir  die  hierbei  erzielten  Resultate  behufs  der  strengen 
Begründung  der  andern  Auffassungsweise;  nach  welcher  das 
bestimmte  Doppelintegral  als  Ausdruck  für  den  Inhalt  einer 
irgendwie  begrenzten  krummen  Fläche  erscheint,  zu  benutzen 
gedenken. 

Sei  nun  z  =  /'{x,  y)  eine  von  ä:  =  a  bis  a;  =  ^  und 
y  =  g  bis  y  =  h  coniinuirliche  und  einwerthige  Function  der 
Variabein  x  und  y.**)  Zwischen  die  Grenzwerthe  a,  b  von  x 
wollen  wir  n  —  1  Glieder  a:,,  ajo,  .  .  .  ,  Xnr-i  einschalten,  die 
ebenso  auf  einander  folgen  sollen  wie  h  auf  a.  In  ganz 
ähnlicher  Weise  schieben  wir  zwischen  g  und  h  die  »i  —  1 
Werthe  y^,  y-n  *  -  •  y  1/m-i  ein.     Bilden  wir  nun  das  Product 

wählen  in  demselben  für  v  alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis 
n — 1  und  ebenso  für  fi  die  ganzen  Zahlen  0,  1, 2;  ...  ,  m — 1***), 
und  addiren  wir  endlich  die  hierdurch  erzielten  Glieder,  so 
entsteht  die  Doppelsumme 

v=M— 1  in=zm—l 

v=ü        /i=0 

*)  Diese  Hcdingung  liegt,  wenn  auch  nicht  ausdrücklich  erw^t, 
doch  augenscheinlich  der  frühern  Erörterung  zu  Grunde. 

**)  Die  Deünition  einwerthiger  und  continuirlichcr  Functionen  meh- 
rcr  y  er  (Inder  liehen  ist  bckanntUch  den  in  §.  1.  gegebenen  Erklftrungen 
ganz  ähnlich. 

***)  Hiernach  ist,  wie  augenscheinlich  erhellt, 

^ü  =  «»  ^«  =  ^»  yu  =  ^»  y»,  = ''. 
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welche   bei   ohne  Aufhören   wachsendem    n   und   m   in   das 
Doppelintegral 


übergeht. 

In  der  That,  die  Function  z  =  f{Xj  y)  lässt  sich  bei 
Voraussetzung  *eines  orthogonalen  Coordinatensystemes  als 
der  Abstand  irgend  eines  Punktes  einer  krummen  Fläche  von 
der  ^o;- Ebene  ansehen ,  und  x,y  als  die  Entfernungen  der 
Projection  jenes  Punktes  von  den  Achsen  O^und  OY.  Den- 
ken wir  uns  alsdann  durch  die  in  den  Achsen  OX  und  OV 
befindlichen  Punkte  a;,,  x^,  ...»  x„-i  und  y, ,  y.^;  •  •  • ;  V»*-^ 
Ebenen  parallel  mit  den  Ebenen  ÄOZ  und  VOZ  geführt,  so 
wird  der  von  der  Oberfläche  z  =  fix,  y),  der  yo:- Ebene 
und  den  durch  die  Punkte  x  =  a,  x  =  b  und  y  =  g,  y  =  h 
zu  den  Ebenen  ÄOZ,  VOZ  parallel  gelegten  Ebenen  be- 
grenzte Raum  V  ersichtlich  in  ;;2n  prismatisch  geformte  Kör- 
per zerschnitten;  deren  in  der  y.r- Ebene  belegene  Basis 
ein  Bechteck;  dessen  Deckfläche  ein  krummlinig  begrenztes 
Viereck  bildet  und  die  bei  fortwährendem  Häufen  der  Zwi- 
schenglieder dem  Geiste  der  Infinitesimalrechnung  gemäss 
als  wirkliche  Elementarprismen  betrachtet  werden  können. 
Die  erste  Theilung  wollen  wir  uns  ferner  schon  so  weit  ge- 
diehen vorstellen,  dass  in  jedem  der  vorkommenden  Theil- 
intervalle  die  Function  z  =  f(x,  y)  um  die  beliebig  klein  ge- 
wählte Grösse  q  .sich  nicht  mehr  zu  ändern  vermag;  alsdann 
wird  offenbar  der  Werth  von  z  ^=-  fix^^y^,  wo  allmählich 
1/  sss  0,  1,  2, .  .  . ,  n— 1  und  ,a  =  0,  1,  2,  .  .  .  ,  m—\  zu  setzen 
ist,  zwischen  fipCy,  y^)  -f"  9  ^^^  f{^vi  t/fi)  —  Qp  demnach  der 
Inhalt  jedes  der  prismatischen  Körper  zwischen 

dich  befinden  müssen^  wenn  man  sowohl  durch  den  Endpunkt 
ier  Coordinate  z  =/'{x^,  yf^),  als  auch  oberhalb  und  unter- 
halb derselben  in  der  Entfernung  q  mit  der  Projectionsebene 
fx  parallela  Ebenen  construirt.  Das  ganze  Volumen  V  liegt 
laher  zwischen 
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—  "22  ^'^'+'  ~  *'^  *^'*^'  ~  *'"'■ 

Bei  olme  Aufhören  fortgesetztem  Legen  von  ZwiBchengliedern 

aber  geht   ^  ^  (xr+i  —  a;,)  Cy^,+i  —  y^)  angenacheinKch  in 

(i  —  ä)  (h  —  ff)  Ober,  und  q  kann  kleiner  gewählt  werden, 
als  jede  noch  so  kleine  Grösse.    Für  n  =  oo  und  m  ^  ao 
fallen  daher  beide  Werthe  von  5  zosammen  und  folglich  wird 
Fmit 
i  A  „_,  ^_, 

identisch,  eine  Beziehung,  die  man  geradezu  ab  Definitiona- 
gleichung  eines  bestimmten  Doppelintegrales  auffassen  kann. 

§.  143. 

Nene  Be^rOndnng  des  Theoremes  tob  der  TertauMliiuig  der 

Integratlons  Ordnung  bei  Doppel  integralen. 

Gestützt  auf  die  soeben  gewonnene  Relation  lässt  sidi 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  das  wichtige  Theorem  von  der 
Umkehrung  der  Int«gration8ordnung  bei  Doppelint^ralen  mit 
constanten  Grenzen  von  neuem  begründen.  Denn  offimbar 
kann  die  Berechnung  der  obigen  Doppelsunune  in  zweifachcr 
Weise  geschehen.  Man  kann  nämlich  zunächst  alle  Glieder 
vereinigen ,  welche  demselben  x  entsprechen,  also  nach  jr 
integriren.  Der  Grenzwertb^  welchen  man  alsdann  fQr  «iwoo 
erhält,  wird  durch  das  einfache  Int^ral 

ausgedruckt.     Da   nun   dasselbe  mit   a;^i  —  x,    mnltipliciii 
und  V  hierin  allnmhlicb  uUeu  ganzen  Zahlen  von  Obisii  — I 
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gleichzusetzen   ist,    so   ergiebt   sich   durch  Summation   aller 
Einzelresultate  f&r  n  =  cx>  das  Doppelintegral 

Jdxff(x,y)dy 

a  g 

als  Grenzwerth  der  Doppelsumme. 

Vereinigt  man  dagegen  vorerst  alle  die  Glieder,  in  wel- 
chen y  constant  bleibt  und  summirt  darauf  den  mit  der 
Differenz  y^+i  —  y^  multiplicirten  Grenzwerth 

l 

Jdxfix.y) 

von  ^K30bisf»»=m  —  1,    so  entspringt  fDr  i»  =  oo  das 
Doppelintegral 

jdy  Jf{x,y)dx. 

9  « 

Nun  besteht  aber,  wie  klein  die  Differenzen  Xyj^x  —  Xy  und 
y^\  —  y^t,  auch  werden  mögen,  immer  die  Gleichung 

(xh-i  —  x;)  V  f{xyy  yf,)  (y^+i  —  y,,) 


-1 


mithin  findet  auch  die  Beziehung  Statt 

fdxffix,  y)  dy  =fdyjf{x,  y)  dx. 

a  g  g  a 

Die  ang^ebene  Definitionsgleichung  eines  bestimmten 
Doppelintegrales  mit  constanten  Grenzen  verliert  natürlich 
ihre  Geltung,  wenn  die  Function  f{x^  y)  innerhalb  der  Inte- 
grationsintervalle durch  das  Unendliche  schreitet,  oder  wenn 
die  Grenzen  ohne  Ende  wachsen.  Die  in  einem  Falle  dieser 
Art  anzuwendenden  Gedankenoperationen  sind  indess  nach 
den  früher  gegebenen  Lehren  als  selbstverständlich  anzusehen. 
Würde  z.  B.  die  Function  an  einer  bestimmten  Stelle  eine 
unendliche  Discontinuitat  erleiden,  so  hätte  man  diese  Stelle 
von  der  Betrachtung  vorerst  auszuschliessen.  Die  beiden 
übrigbleibenden  Theile  des  Doppelintegrales  würden  alsdann, 
wenn  weitere  Abweichungen  von  dem  oben  erörterten  Falle 
nicht  vorkämen,  einen  völlig  bestimmten  Sinn  besitzen.    Und 
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couTct^rteu  nim  bei  fortwährender  Annäherung  an  jene  kii- 
tische  Stelle  die  so  eben  erwähnten  Int^rale  gegen  bestimmfe 
Grenzen,  eo  wUrdc  auch  das  vorgelegte  Doppelint^pial  niciiL 
ohne  Bedeutung  sein. 

§.  144. 
Allgemeinere  AnfftissniiK  der  rorl^n  Betraeltangw. 

Bei  der  vorhin  gegebenen  Deutung  eines  bestinuntes 
Doppelintegrales  dachten  wir  uns  den  durch  dasselbe  du- 
geatelltcii  körperlichen  Raum  l'  nur  nach  einer  Seite  Ton 
der  krummeu  Fläche  z  =  f{x,  y)  begrenzt.  Offenbar  aber 
können  wir  uns  ebenfalls  die  den  Raum  V  begrensende 
ijx  -  Ebene  durch  eine  von  jeder  zur  z  •  Achse  parallelen 
Geraden  nur  in  einem  Punkte  geschnittene  krumme  Fläche 
ersetzt  denken.  Sogar  die  Annahme  wollen  wir  der  KOm 
halber  machen,  das»  beide  Bcgrenzungsäächcn  durch  eine 
einzige  Gleichung  z=f{x,  ij)  dargestellt  werden;  alsdann 
rcpräsentirt  z^f{x,>j)  ersichtlich  eine  solche  gekrOmmte 
Oberääche,  welche  von  jeder  zur  z- Achse  parallelen  Ge- 
raden in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  z  =  z^  und  z  -=l 
geschnitten  wird.  Dieser  Voraussetzung  dürfen  wir  immer 
folgen,  weil  jeder  andere  Fall  —  wie  unmittelbar  einleuchtet  — 
durch  passende  Zerlegung  des  Volumens  V  auf  den  ange- 
zeigten zurückgeführt  werden  kann. 

Denken  wir  uns  jetzt  das  zu  berechende  Volumen  V  anf  die 
//jr-Ebene  projicirt  und  die  erhaltene  Projection  P,  die  wir 
aber  wie  vorhin  keinesweges  als  Rechteck  vorauasetzen,  in 
irgend  einer  Weise,  also  allgemein  durch  irgend  zwei  Bjratone 
von  Curven,  deren  jedes  natürlich  behufs  Unterscheidung  d« 
Curvenindividuen  einen  variabeln  Parameter  enthalten  mnt^ 
in  Elemente  zerlegt.  Der  Flächenraum  F  werde  z.  B.  einerseits 
durch  unendlich  nahe  liegende  Gurren  M  N  und  Mj  jV|  in 
Streifen  M  M^  A',  N,  andererseits  durch  je  zwei  Nachbarcurren 
R  S  und  R^  S^  in  unendlich  dünne  Sb^ifen  A  S  $,  A,  Ee^ 
schnitten;  tdsdann  entstehen  krummlinige  Vierecke  <o=^aßrd 
und  unter  Umständen  Elemente  ca'  —  z.  3.  g  jV,  X  und 
M MiP  ~f  deren  Gestalt  von  der  des  Viereckes  mehr  oder 
weniger  abweicht.     Der  ganze  Flächenraum  P  wird  mithin 
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iurch  die  Summe  ^(o  -{-  Ua  dargestellt.  Bedenkt  man  nuo^ 
iass  jedes  der  Elemente  to'  gegen  das  Differential  des  den 
3arven  MN  und  M^  iV,  Fig.  14. 

misprechenden    Para-  ^ 

neters  yerschwindet 
ind  dass  der  zwischen 
Jen  Oorven  M  N  und 
¥|  iV|  befindliche  Strei- 
fen ein  unendlich  Klei- 
aes  der  ersten  Ordnung 
Miadrückt;  so  wird 
einem  bekannten  Prin- 
cipe der  Infinitesimalrechnimg  zufolge*)  die  Summe  27 o'  bei 
dem  ins  Unendliche  fortgesetzten  Processe  der  Elementenbil- 
dung sich  der  Grenze  Null  nähern  und  folglich  P  bloss  als 
die  Summe  der  Elemente  o  erscheinen.  Mit  andern  Worten 
aber  heisst  dies 

jP=  lim  27o; 

selbst  hierin  können  jenem  oben  angedeuteten  Principe  ge- 
91&88  alle  gegen  o  unendlich  kleinen  Grossen  vernachlässigt 
werden. 

Ueber  jedem  Elemente  o  und  g/  wollen  wir  uns  nun 
Cylinder  construirt  denken,  deren  Mantellinien  der  z- Achse 
parallel  laufen.  Durch  diese  Cylinder  wird  augenscheinlich 
das  Volumen  V  in  Elemente  zerlegt,  deren  Inhalte  wir  be- 
ziehungsweise durch  die  Grössen  (o{Z — Zq-^-s)  und  c/^Z'—Zq-^-b) 
darstellen  können,  wenn  e  und  a  unendlich  klein  werdende 
Grossen  bezeichnen.  Werden  mithin  sämmtlicli«^  so  erzielten 
Elemente  vereinigt,  so  entspringt 


*)  Dieses  Princip  IDjsst  sich  in  folgender  Weise  aussprechen. 
Seien  o,  tti, ...,  a„_^  unendlich  kleine  GrOssen,    deren  Anzahl  n 

unbestimmt  wächst  und  deren  Summe  C  bei  fortgesetztem  Wachsen 
von  n  einer  endlichen  Grenze  zustrebt,  ferner  bedeuten  /?,  a\,  •  ^  ,  andere 
anendlich  kleine  Grössen,  von  deuen  die  numerisch  grösstc  f  heissen 
möge;  so  hat  man,  abgesehen  vom  Zeichen, 

rt  a  -f-  </,  a,  +  fl'2  «'a  +  •  •  •  <C  ^  ^> 
folglich 

lim  («  a  +  «I  «1  +  •  .  .  +  ff„-i  ««-1)  "=  ^^  ^""  "  ==  ^^• 

Mktkb,  bestimmte  lutegrale.  30 


V  =^  Z  to  {Z  —  z„ -\- £) -\-  £  m' {^  —  Zt' +  e'). 
Daraus  aber  folgt,  weil  nicht  blosa  lim  £o'  — 0,   sondern 
auch  lim  £ca  e  =-0  ist, 

lim  Sa'  {Z  —  5;„'  +  e')  =-  0  "o<J   F  =  lim  i  o  (Z  —  z^. 

§.  145. 
BenntEon^  reehtwlnküger  Parallel  coordinkteo. 

KehmeB  wir  jetzt  an,  dass  der  Flächeuraum  P  dorclk 
zwei  Systeme  mit  den  Aclifien  0  X  und  0  Y  paralleler  Geraden 
in  Elemente  zerechaitten  wird,  so  hat  man  o  =«  ^x  ^v 
und   V  =  lim  {Z  —  z^  /Jx  /iy. 

Die  Berechnung  dieser  Doppelaumme  lässt  sich  offenbar 
wieder  in  zweifacher  Weise  bewerkstelligen.  Vereinigt  man 
z.  B.  zunäcbst  alle  Glieder,  welche  dasselbe  x  enthalten  nnd 
nennt  y^  und  Y  die  Werthe  parallel  der  j/- Achse,  welche 
irgend  einem  der  x  entsprechen,  wobei  ersichtlich  die  An- 
nahme gemacht  ist,  dass  keine  dieser  Parallelen  den  Umrias 
von  P  in  mehr  als  zwei  Punkten  schneidet,  so  wird  der  reeol- 
tirende  Grenzwerth  offenbar  durch  das  einfache  Int^p-al 

Axj{Z  —  z^dy 

vorgestellt.  Die  Summe  aller  dieser  Theile  aber  wird  nun, 
wenn  o;  «—  a^Q  und  a;  =  A"  die  Punkte  der  x-Achse  bezeich- 
nen, durch  welche  die  das  Volumen  V  begrenzenden,  mit  der 
yx  ■  Ebene  parallelen  Ebenen  zu  construiren  sind,  zu  dem 
Do  ppelintegral  e 


=  fdxf{Z  - 


h)  dy. 


Summirt  mau  dagegen  in  der  Weise,  dass  man  zunächst  y 
und  ^y  als  constant  ansieht,  und  nennt  man  nun  die  zu  ir- 
gend einem  ij  gehörigen  Abscissen  x^  und  X,  wobei  aogen- 
scheinlich  ebenfalls  wieder  vorausgesetzt  iat^  dass  der  Umriss 
von  P  auch  durch  die  der  x  -  Achse  parallelen  Geraden 
höchstens  in  zwei  Punkten  geschnitten  werden  kann;  so  er- 
hält man  das  Integral 
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und  heissen  nun  y^'  und  Y'  die  Werthe  von  y,  welche  parallel 
der  ^- Achse  die  Grenzen  des  Ck)ntours  von  P  bestimmen^ 
so  wird  das  Ergebniss  der  nach  y  zu  vollziehenden  Summa- 
tion  durch  das  Doppelintegral 

V=fdyf{Z-z;idx 

ausgedrückt 

Bildet  ein  Rechteck  die  Begrenzung  von  P^  so  fallen  er- 
sichtlich die  Werthe  x^^  X  und  y^^  Y  beziehungsweise  mit 
den  Grossen  x^ ^  X  und  y^^  Y'  zusammen^  und  man  hat  nun 
wieder  das  bekannte  Theorem  von  der  Umkehrung  der  Inte- 
grationsordnung bei  Doppelintegralen  mit  constanten  Grenzen. 

§.  146. 

Bestiminang  des  ganien  von  einer  kmminen  Fl&ehe 

eingeschlossenen  Raumes. 

Soll  das  ganze  Volumen  des  von  der  Oberfläche  z^=zf{x^  y) 
oder  F{x,  y,  z)=0  eingeschlossenen  Baumes  ermittelt  werden^ 
so  braucht  man  nur  den  projicirenden  Cylinder  zu  construiren. 
Der  Durchschnitt  desselben  mit  der  ya;-£bene  liefert  alsdann 
die  oben  bezeichnete  Flache  P.  Alle  Punkte  der  Oberfläche 
F(x,  y,  z)  =  0,  in  denen  die  Berührungsebene  eine  zur  Pro- 
jectionsebene  senkrechte  Lage  annimmt^  genügen  der  Gleichung 

^=30;  und  die  Elimination  von  z  zwischen  dieser  Beziehung 

und  der  andern  F{x,y,  z)=0  liefert  die  Gleichung  q)(x,y)=^0 
für  den  Umriss  von  P.  Die  Auflösung  dieser  Relation  nach  y 
lehrt  uns  dann  die  Werthe  y  =  yo  ^^^  U  =  ^  kennen.  Die 
auf  X  bezüglichen  Integrationsgrenzen  hingegen  bestimmen 
rieh  sofort  vermöge  der  Bemerkung,  dass  in  den  ihnen  ent- 
sprechenden Punkten  der  Oberfläche  die  berührenden  Ebenen 
parallel  mit  der  yz-Ebene  laufen,  dass  mithin  die  Coordinaten 
dieser  Punkte  die  drei  Gleichungen 

f(x,y,r)  =  0,     1-^=0,     ^4  =  0 
befriedigen  müssen. 


30* 
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§.  147. 
Anwendung  der  Polarcoordinaten. 

Denken  wir  uns  die  Fläche  P  durch  ein  System  von 
Kreisen^  deren  Mittelpunkt  im  Ursprünge  des  orthogonaleii 
Coordinatensystemes  sich  befindet  und  durch  ein  von  diesem 
Punkte  ausgehendes  System  gerader  Linien  in  Elemente  ze^ 
legt;  so  wird  für  das  Element  o  offenbar  hier  der  Ausdruck 
\  [(p  +  ^p)^  —  P^]  ^^  gelten,  wenn  q  den  yenLnderlichen 
Radiusvector  imd  O*  die  yariabele  Amplitude  des  Polarcoordi- 
natensystemeS;  d.  h.  den  Winkel  zwischen  q  und  der  positi?^ 
.r-Achse  bezeichnet.  Der  vorstehende  Ausdruck  lasst  sich 
indess  durch  den  einfachem  pzi^^^O'  ersetzen,  weil  &  ein 
wirkliches  Element  sein  soll,  und  daher  erhält  man 

V  =  lim  2:(Z  —  Zo)  qJq^&. 

Die  Berechnung  dieser  Doppelsumme  geschieht  —  wie  ohne 
Mühe  sofort  erhellt  —  am  einfachsten,  wenn  man  mit  der 
Vereinigung   aller  Elemente,   die  demselben  &  entsprechen; 


Fig.  15. 


(Sfi 


y 


/ 


>y 


beginnt.  Nimmt  man  dabei  vorerst  an,  dass  der  Urspnmg 
dos  Coordinatensystemes  ausserhalb  der  Fläche  P  sich  befindet, 
(lass  jeder  Radiusvector  dem  Umrisse  derselben  höchstens  in 
zwei  Punkten  begegnet  und  nennt  ;„  und  H  die  ürenzeii, 
zwischen  denen  q  h'u\1\  beweist;  so  stellt  offenbar 
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den  sich  ergebendeu  Grenzwerth  vor,  also  dcu  Inhalt  des 
YolamenelementeS;  dessen  Projection  auf  die  yx-Ebene  das 
StQck  m^MM^m  der  Fläche  P  ist,  welches  von  den  unter  den 
Winkeln  ^  und  ^  -f  ^"^  gegen  die  .r- Achse  geneigten  Radien- 
vectoren  OM  und  OM^  begrenzt  wird.    Die  Summation  aller 

R 

Elementarcylinder  d^  j  q{Z  —  Zq)  dg  aber  führt  schliesslich 

ro 

zo  der  Beziehung 

V=fd^j\z-Z,)QdQ, 

wo  ^Q  und  ®  die  äussersten  Werthe  von  0*  bedeuten,  für 
welche  es  noch  Punkte  auf  dem  Contour  von  P  giebt. 

Liegt  dagegen  der  Ursprung  des  orthogonalen  Coordinaten- 
systemes  innerhalb  des  Flächenraumes  Pj  so  wird  die  erste 
Int^ration  von  p  =  0  bis  q  =  R  und  die  zweite  von  O-  =  0 
bis  0"  =  2ä  sich  erstrecken  und  folglich  nunmehr 


V=fUfQ{Z--^Z,)dQ 


0  0 

sein. 

§.  148. 

Erläuteniiig  der  vorhergehenden  Betrachtungen  durch  einige 

Beispiele. 

Des  bessern  Verständnisses  wegen  wollen  wir  die  voraus- 
gegangenen Entwicklungen  durch  einige  Beispiele  näher  er- 
läutern.   Wir  beginnen  zu  dem  Behufe  mit  folgender  Aufgabe. 

I.  Der  zwischen  den  positiven  Seiten  dreier  auf  einander 
aenkrecht  stehenden  Coordinatenebenen  befindlichö,  von  der 
yor-Ebene,  einem  hyperbohschen  Paraboloid  xy  =  az,  yfo  n 
eonstant  ist  und  einer  Ebene  a;  +  y  +  r  =  «  begrenzte  Raum 
soll  seinem  cubischen  Inhalte  nach  bestimmt  werden. 

Da  das  Paraboloid  durch  die  Achsen  der  x  und  y  geht 
und  die  Ebene  a;+y+z  —  a  =  0  die  Projectionsebene 
^  s=  0  in  der  Geraden  MB,  deren  Gleichung  y  -{-  x  —  a  =  0 
heisst;  schneidet;  so  wird  hier  augenscheinlich  die  Fläche  P 
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durch  (las  rechtwinklige  Dreieck  MAB  vorgestellt.  Und  weil 
ferner  die  ^o;- Ebene  zu  den  Begrenzungsflachen  gehurt ,  so 
ist  Zq  =  0.  Den  andern  Werth  z  =  Z  hingegen  hat  man  theils 
aus  der  Gleichung  a;+y+^ — flf=0,  theils  aus  der  Gleichang 

Fig.  16. 


des  Paraboloides  xy  =  az  zu  entlehnen^  je  nachdem  nämlich 
der  aus  der  ersten  oder  letzten  jener  beiden  Relationen  sicli 
ergebende  Werth  von  /  der  kleinere  ist.  Endlich  lehrt  schon 
der  oberflächlichste  Blick  auf  die  vorstehenden  Beziehungcii} 
dass  es  hier  völlig  gleichgültig  ist,  nach  welcher  der  Ver- 
änderlichen wir  zuerst  integrireu.  Beginnen  wir  also  z.  ß* 
mit  der  Integration  nach  y,  so  wird,  weil  alsdann  y^'='^^i 
y=a  —  X  ist,   V  ersichtlich  durch  da«  Doppeliutegral 


a — .r 


y=J(lxj'Zdy 

0  0 

ausgedrückt.  Nun  ist  aber  einerseits  Z  =  -^,  so  lange  näm- 
lich ^  <  rt  —  j;  —  y,  d.  h.  so  lange  y  <  -^~\  undafl* 
derseits  Z  =  a  —  x  —  y  für  alle  Werthe  von  y,  welche  if^ 
Ungleichheit  ""^  >  a  -  .r  -  y,  d.  h.  y  >  ~JF^  genög^"- 
Mau  hat  daher  die  Beziehung 
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a{a  -  x) 
n — .r  /i+x  rt— .r 


Jzdy^J'^dfj  +J\a  -x-y)d,j 

0  .  0  u{a—x) 


«4-^ 


^COI^ 


V  =  2  I  dd'  I  j/R'  —  Q^  Q  dg 

0  0 

dargestellt;  weil  durch  Einführung  der  Coordinaten  p,  -O*  statt 
X,  y  der  ümriss  von  P  durch  die  Gleichung  q  —  /^  cos  -O*  =  0, 
die  Kugelfläche  dagegen  durch  die  Beziehung  z^  =  R^  —  q^ 
charakterisirt  wird.    Aber 


*)  Diesen  Werth  hätte  man  ohne  Integration  finden  können,  wenn 
man  sofort  das  zu  berechnende  Volumen  durch  Ebenen  parallel  mit  der 
yx-Ebene  in  unendlich  dünne  dreiseitige  Schichten  zerschnitten  hätte. 
Vergl.  Serret.  Cours  de  calcul  integral,  page  278. 


[1        ^^'^         I        '"^      o;'  -)-  2rtj?"|  y-  V2 ^(ß  —  ^Y  *) 

*  (6r+^«  "T"  ^4:^  —  2  (^+^J  ^^  ~  '"^'^    —  iJT+x)      ' 

oud  demnach  findet  schliesslich  die  Gleichung  Statt: 

i/^^7^**^=i[*''^-  « (^ -  «)'  +  f -  f^  +  a'^- 4«»lgOi+a;)" 

==(U-lg4)a». 

II.  Um  den  Mittelpunkt  M  eines  rechtwinkligen  Achsen- 
systemes  wollen  wir  uns  mit  dem  Halbmesser  R  eine  Eugel 
^^  +  y'  +  ^*  =  R^  construirt,  dieselbe  alsdann  von  einem 
Cylinder  y^  +  a;^  —  Rx  =^0  durchschnitten  denken  und  nun 
das  von  der  ya:-Ebene  und  jener  Kugelfläche  begrenzte  ^  in 
dem  Cylinder  befindliche  Volumen   V  zu  ermitteln  suchen. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Fläche  Pj  welche  hier  augen- 
scheinlich mit  der  Basis  des  Cy linders  identisch  ist,  durch 
die  Polarcoordinaten  9,  -O",  deren  Pol  in  M  liegt,  in  Elemente 
zerschnitten  wird,  und  beachten  wir,  dass  man  behufs  der 
Berechnung  von  V  wegen  der  hier  herrschenden  Symmetrie 

den  Bogen  %  nur  von  0  bis  -     zu  wählen   und    schliesslich 

das  so  erhaltene  Resultat  bloss  zu  verdoppeln  braucht:  so  wird 
V  offenbar  durch  das  Doppelintegral 
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=  _?i«l^  +  con8t.. 
also 

uml  ilemnacli 


V=i  Ä-»/(l  —  sin  ^-^  flf^  =  ^  Ä3;r  -  i  Ä», 

0 

weil 


2  2 

/sin  ^3e/^  =  \  j\Ssmd'-sin3d')d9=\[—^--3i:oii9t\ 

0  *0  0 

Wie  man  sieht,  ergiebt  sieh  hieraus  ohne  weitere  Rech- 
nung, dass  der  Inhalt  des  von  der  ganzen  Kugelfläche  mn- 
schlossenen  Cylinderniumes  mit  ^  ü^n —  ^  B^  gleichbedeutend 
ist,  dass  also  die  Halbkugel  einen  um  ^  B^  grossem  Iiihalt 
besitzt,  als  das  genannte  Cylindervolumen. 

ni.  Als  eine  letzte  Anwendung  der  vorhergehenden 
Theorie  wollen  wir  nach  Poisson's  Vorgange*)  die  Werther- 
mittlung  des  schon  öfter  betrachteten  Integrales 

QO 


—  CO 


das  bekanntlich  mit  j/tc  identisch  ist,  wählen. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  durch  die  Gleichung  2=e 
dargestellte  Curve  um  die  r-Achse  gedreht,  so  beschreibt  die- 
selbe eine  krumme  Fläche,  deren  Gleicliung  z  =  er-**-^  lautet. 
Der  von  dieser  Rotationsfläche  und  der  yx  Ebene  begrenzte 
Raum  wird  daher  dargestellt  durch  das  l)oppelint<^pral 


00      CO 


V  =^f  Je-'^-y^  dxdy. 


—  00    — CO 


Setzt  man  nun  der  bessern  Einsicht  halber  voraus,  dass  dieses 
Volumen  vorerst  durch  einen  Cylinder  x'^  -(-  y'  =  p'  begrenzt 

*)  Anal^'tibche  Mechanik  §.  51-*. 
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sei,  so  wird  die  Projectiou  P  dieses  Volamentheiles  mit  der 
Basis  jenes  Gyliuders  zusammenfallen  und  folglich  durch  das 
Integral 

0 

also  das  zu  ermittelnde  Volumen   V  durch  das  Integral 

0  0  0  0 

ausgedrückt.  Weil  aber  x  und  y  völlig  unabhängig  von  einander 
sind^  so  lässt  sich  V  auch  in  folgender  Gestdt  schreiben 


00 


—  00  —  00 


—  00 

und  daher  wird  cc  =  l/n. 


Inhaltsberechnung  gekrümmter  Flächen  mittelst 

Doppelintegrale. 

§.  149. 
Allgemeine  Theorie. 

Wenn  mau  den  Inhalt  einer  irgendwie  begrenzten  Ober- 
fläche in  Zahlen  auszuwerthen  gedenkt,  so  hat  man  vor  allen 
Dingen  über  den  Sinn  und  die  Bedeutimg  eines  derartigen 
Beginnens  sich  Rechenschaft  zu  geben,  indem  von  einer  un- 
mittelbaren üebertragung  der  bei  der  Quadratur  ebener  Flächen 
geltenden  Grundvorstellungen  auf  krumme  Flächen  nicht  wohl 
die  Rede  sein  kann.  Nöthig  also  ist  es  vor  allem,  sich  zu- 
i^chst  einen  genauen  Begriff  von  dem  zu  bilden,  was  man 
Inhalt  einer  krummen  Fläche  nennt.  .Dazu  gelangen  wir  in 
der  strengsten  und  elegantesten  Weise,  wenn  wir  mit  Serret 
folgende  Betrachtung  anstellen*). 

Wir  denken  uns  die  gegebene  Oberfläche  auf  ein  recht- 
winkliges Achsensystem  bezogen  und  setzen  voraus,  dass  die- 
selbe durch  einen  Contour  C  begrenzt  sei,  eine  Annahme, 
die  offenbar  immer  erlaubt  ist,  weil  für  den  Fall  der  Inhalts- 


")  Calcul  integral,  pagc  295. 


:-(ii(k<'.s  y  uDiislruircn  köuiicii,   ivclitwiiiklitr 
i'l'ciLi'  sli'lil,     Audi  ilii-so  AniiiiliniL'  ist  iiiimer 
.■iilgcgeii^'i-sd/tuii  Falle  .!k-  Mäfhe  /•  mir  nl 
von  'nieilfii  uufget'asst  zu   wfrdcii  braaclil 
ilcr  grstollten  Forderimg  genügt.    Heisst  n 
von  (.',  so  wird  die  von  ilir  in  der  i/x-Eh 
ilii!  Projcctimi  von  J'  bilden.    In  diese  lol 
oin  Sehnen  viel  eck  mit  unendlich  kleinei' 
und  diesen  wiederum  in  unendlich  vieh' 
deren  Seiten  BÜmmtlich  unendlich  kiel 
was  oH'eubiu-  auf  die  vorschiedeRBte  ' 
strniren    wir   alsdann   Ober  jeder   I ' 
(leNKon  Kanten  der  z-Acbse  pamllcl 
darauf  ihi'o   IJurcbachnitte  mit  di 
wird   augüns(^lieinlicli    eine   pül^'< 
welche  von  der  dem  Contour  C  ■ 
Linie  begrenzt  wird,  deren  Pi' 
dem   Ferimet«.'r  des  Sehneuvii-! 
wir  nun  #,  9^,  d^,  .  .  .  die  A' 
<iefl  Polyeders  JJ  mit  der  Pnij'' 

'  cÖb?  ~'~  CO!  e,  trtiMitmi 

IJju  Grösse  77  aber   )Sisst  ______  ^ 

drflcken.    Gonstruirt  man 
f^thüiteln  der  Dreiecke  J" 
/•  und  uonnt  ip,  p,, . 
jectionsebene,  so  Anr\ 


n-i 


im  UlvicJiiuq 
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J  j|         ^^  C08  9    '     ^i  cos  9 

Nun  sind  z  und  cos  9  Functionen  der  Veränderlichen  x  und  y; 
die  Gleichuni?  Z  = wird    daher   eine   krumme   Fläche 

®  COB  9 

reprasentiren^  welche  mit  der  ya;-Ebene  und  der  zu  ihr  senk- 
rechten Cyliuderfläche^  deren  Leitlinie  (T  heisst,  ein  Volumen 
V  bestimmt;  fUr  welches  nach  §.  144.  die  Beziehung 

F=  lim  UZfo  =  lim  2:    "* 

COB  9 

gilt.  Setzt  man  mithin  den  im  Obigen  näher  charakterisirten 
Process  der  Zerlegung  unserer  Fläche  P  in  Elemente  ohne 
Aufhören  fort,  so  nähert  sich  der  erste  Theil  von  77  seinem 
Werthe  nach  der  Grenze  V  und  daher  muss  dem  bekannte]], 
in  §.  144.  erwähnten  Fundamentalprincipe  der  Infinitesimal- 
rechnung gemäss  lim  ^  —--   =  0,   also  lim  77  =  V,  d.  h. 

p=  V  sein. 

Da  die  Grenze  V  bekanntlich  von  der  besondeni  Gestalt 
der  Flächenelemente  a  völlig  unabhängig  ist,  so  muss  Gleiches 
natüiiich  auch  von  P  gelten.  Man  hat  daher,  in  welcher 
Weise  auch  immer  die  von  (/  begrenzte  Fläche  in  Elemente 
zerlegt  werden  mag,  stets  die  llelation 

7>=lim  y~^-  . 

^^  cos  9 

Diese  Gleichung  existirt  selbst  dann  noch,  wenn  für  einige 
isolirten  Punkte  des  Contours  C  die  in  denselben  zu  con- 
stnürenden  Tangentialebenen  eine  zur  Projectiousebene  winkel- 
rechte Lage  annehmen.  Denn  wählt  man  eine]i  dem  C  unendlich 
benachbarten  Contour  Cq,  für  welchen  die  obigen  Bedingungei] 
)>efnedigt  werden  und  nennt  nun  7^^,  die  von  Cq  begrenzte 
i^läche,  sowie  Tq  jenes  Volumen,  welches  von  7^^,  der  Pro- 
jection  von  Pq  auf  die  a:y-Ebene  und  dem  zu  (7„  gehörigen 
projicirenden  Cy linder  umschlossen  wird;  so  hat  man  Pq  =  r„. 
Nun  nähert  sich,  wenn  C^  der  Grenze  C  zustrebt,   r^  dem  V, 

und  Po  besitzt  P  zur  Grenze;  die  Gleichung  7>=  lim  '^-^ — 

muss  daher  auch  für  den  Grenzfall  noch  in  Kraft  bleiben. 

Mit  der  grössten  Leichtigkeit  endlich  lässt  sich  aus  der 
für  P  gefundenen  Relation  die  Grosse  für  das- Element  da 
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der  Fläche  P  herleiten.  Sind  nämlich  ^q  und  ^  beziehungs- 
weise der  grösste  und  kleinste  Werth  des  veranderlichen 
Winkels  9  innerhalb  des  Umrisses  C^  so  liegt  offenbar  der 

Werth  von    ^  — ^  zwischen ^  ©  und  -— -—  ^  o. 

y^ I  cos  9  C08  ^0  ^*  CO«  ^  ^Jj 

Bezeichnet  folglich  i/  einen  zwischen  ^q  ^°^  ^  befindlichen 

Winkel  und  ^  den  Inhalt  der  von  C  begrenzten  Projection 

der  Fläche  P^  so  hat  man  die  Beziehung 


/>=-^.  Um  y© 


A 


C08  1^ '  ^^  CGI  ^ 

Nimmt  man  nun  an^  dass  C^  also  auch  A  unendlich  klein 
wird;  so  muss  natürlich  auch  P  von  Null  um  weniger  als  jede 
noch  so  kleine  Grösse  verschieden  sein^  d.  h. 


dö^     "^ 


cos  1p 

Und  heisst  jetzt  wieder  9  der  Winkel,  den  die  in  irgend  einem 
Punkte  des  Elementes  do  construirte  Berührungsebene  mit 
der  y:c-£bene  bildet,  so  wird  man  ersichtlich  die  Gleichung 
bilden  können 

cos  i/>         cos  9  ^      '       ' ' 

in  der  8  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet,  und  dem- 
nach  ist 

d6  =     "^    (1  +  *). 
cos  9  ^      '       ^ 

§.  150. 
Auwendmig  reclitwinkliger  rarallelcoordinat4;n. 

Heisst  z=f{xyy)  die  Gleichung  der  auf  ein  recht- 
winkliges Achsensystem  bezogenen  Oberfläche,  und  setzt  mau 
—  wie  üblich  —  um  der  Kürze  willen 

dz  dz 


dx     ^'    dy 


» 


"SO  wird  den  Lohren  der  analytischen  Geometrie  des  Raum^-» 
zufolge  der  oben  erwähnte  Winkel  9  durch  die  Gleichung 

1 

cos  w  =  -,_  - 

^       Ki  +  p«  +  y« 
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definirt.  Der  Inhalt  eines  irgendwie  begrenzten  Stückes  P  der 
Jblache  z  =  f{Xy  y)  wird  demnach  dargestellt  durch  das  Dop- 
pelintegral Jda  j/1  -f  P^  +  Q^'  Dasselbe  lässt  sich  ofiFenbar 
auch  hier  in  zweifacher  Weise  berechnen,  indem  man  ent- 
weder mit  der  Integration  nach  y,  oder  nach  x  beginnt. 
Nehmen  wir  zunächst  den  ersten  Fall,  so  folgt 

X        r 
P=JdxJ  dy  /rf>-2Tir72^ 

wenn  wir  voraussetzen,  dass  jede  der  y- Achse  parallele  Gerade 
den  Contour  C  höchstens  in  zwei  Punkten  schneidet  und  als- 
dann* den  Anfangs-  und  Endwerth  des  zu  irgend  einem  der 
in  Frage  kommenden  x  gehörenden  y  bezüglich  y^  und  Yy 
sowie  x^  und  X  die  Grenzwerthe  von  x  nennen. 

Wird  dagegen  zuerst  nach  o;  integrirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung 


dx\/l+p^-\'q^. 

Die  Constanten  y^  und  V^'  bedeuten  dabei  augenscheinlich  die 
äussersten  Werthe  von  y,  für  welche  noch  Punkte  auf  dem 
Contour  C  sich  befinden^  und  x^^  X'  sind  die  zu  irgend  einem 
y  gehörenden  Werthe  von  x.  Auch  hierbei  ist  ersichtlich 
wieder  die  leicht  zu  befriedigende  Annahme  gemacht,  dass  C 
von  jeder  zur  Achse  der  x  parallelen  Geraden  in  nicht  mehr 
als  zwei  Punkten  geschnitten  wird. 

§.  151. 
Benutzung  ebener  Polareoordlnaten« 

Für  manche  Untersuchungen  ist  es  zweckmässiger  die 
von  C  begrenzte  Fläche  nicht  wie  vorhin  durch  Parallelcoor- 
dinaten,  sondern  durch  ein  System  von  Kreisen  und  geraden 
Linien  in  Elemente  zu  zerlegen.  Sind  daher  jetzt  q  und  Q 
bezüglich  Radiusvector  und  Amplitude  des  Polarcoordinaten- 
Systems,  dessen  feste  Gerade  die  o;- Achse  bildet  und  dessen 
Pol,  der  Mittelpunkt  des  orthogonalen  Achsensystems,  wir 
zunächst  ausserhalb  des  Contours  C  voraussetzen ;  so  wird  dem 
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Frühern   zufolge   das   Flächenelement   o   bekanntlich   durch 

Qdgdd^  und  daher  da  durch  —- — dargestellt.  Integrirt man 

nun  zuvörderst  nach  q,  was  —  wie  wir  aus  früher  gepflogenen 
Untersuchungen  wissen  —  hier  am  vortheilhaflesten  ist;  so 
wird 

e         R 
P  = 


fd^  f-^ 

9o  ifo 


wenn  nämlich  jeder  Fahrstrahl  q  dem  Contour  C  in  nicht 
mehr  als  zwei  Punkten  begegnet  und  nun  für  irgend  ein  9 
die  entsprechenden  Werthe  von  q  beziehungsweise  Qq  und  B, 
die  Grenzwerthe  von  <&  dagegen  ^^  und  0  genannt  werden. 
Einfacher  wird  diese  Formel,  wenn  zwei  Contouren,  von 
denen  der  eine  den  andern  umschliesst,  die  Projection  des 
Flächenstückes  P  begrenzen  und  gleichzeitig  der  Pol  des  Coor- 
dinatensystemes  im  Innern  des  kleineren  Umrisses  sich  befindet; 
man  hat  nunmehr  die  Gleichung 


-/"»/ 


j  j    C08  qp 

Und  hieraus  folgt  wieder  für  den  Fall,  dass  der  kleinere  Con- 
tour mit  dem  Pole  des  Coordinateusystemes  zusammenfallt, 
die  noch  einfachere  Relation 

2n  R 


-/'V- 


cos  (p 

0  '0 


Die  vollständige  Erledigung  der  jetzigen  Betrachtung  erfordert 
also  bloss  noch  die  Darstellung  von  cos  q>  mittelst  der  partiellen 
Derivirten  von  z  nach  q  und  d:  Da  minx=QCOS^,  y^Qsm^, 
folglich  z=/'[q  cos  0",  Q  sin  d]  ist,  so  müssen  die  Beziehungen. 
Statt  finden 


und 


(1.  g. 
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Und  daher  wird 


-'/^+(Ü)'+MIJ)'- 


COS  qp 

demnach  schliesslich  mit  Unterdrückung  der  Integrations- 
grenzen, um  sämmtliche  oben  erwähnten  Einzelresultate  in 
einer  Formel  zusammenfassen  zu  können, 

'■-j'f'""'oi'^<>'W+W)'- 

Zur  Erläuterung  des  soeben  Erörterten  wollen  wir  den 
Plächeuinhalt  des  Theiles  der  Kugelfläche  x^  +  y^  +  ^^  =  ^ 
zu  ermitteln  suchen,  welcher  sich  auf  der  a;y-Ebene  im  Innern 
der  Flache  projicirt,  deren  Umriss  von  der  durch  die  Polar- 
gleichung 

1.  p  =  ^Hi  -  tg  »^. 

bestimmten  Linie  gebildet  wird*). 

Da  die  eben  definirte  Curve  eine  völlig  symmetrische 
Lage  gegen  die  x  -  und  y  -  Achse  besitzt,  so  brauchen 
wir  bei  unserer  Betrachtung  bloss  denjenigen  Theil  des  zu 
berechnenden  Kugelflächenstückes  zu  berücksichtigen,  dessen 
Projection  in  einen  der  Quadranten  der  xy  -  Ebene  fällt. 
Und   daher  können  wir  bei   der  Integration  nach  0*  diesen 

Bogen  von  0  bis  -  wählen.  Das  auf  q  bezügliche  Integra- 
tionsintervall hingegen  umfasst  die  Werthe  von  p  ss  0  bis 
p  SS  L    Denn  weil  im  vorliegenden  Falle  das  Flächenelement 

da  =* den  Werth  ^,-- — :  besitzt,  dieser  Ausdruck  aber 

cos  qp  Vi  —  Q^ 

nur  reell  bleibt,  solange  ()^  <  1  ist;  so  sind  offenbar  jene 
Werthe  q  der  Gleichung  1.  för  unser  Problem  ohne  Bedeu- 
tung, welche  den  zwischen  0  und  ^  liegenden  Bogen  ^  ent- 
sprechen. Für  alle  diese  Winkel  können  daher  nur  0  und 
der  Kugelhalbmesser  1   die  Grenzen  der  Integration  nach  q 


*)  Man  vergleiche  hiermit  die  Polargleichung  p*=fl*c08^*  (1 — tg^*) 
der  Lemniscate. 
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sein.    Die  den  Bogen  von  -9"  =  -*-  bis  -^  =  y  entaprechend^ 

Werthe  q  der  Gleichung  1.  dagegen  liefern  reelle  Ausdrüd 
ftlr  da.    In  diesem  letztern  Falle  bestimmen  mithin  p  «s 

und  Q  =  ^^(1  —  tang  O*^)  das  Integrationsintenrall  von 
Fassen  wir  nun  dies  Alles  in  einen  Ausdruck  zusammen , 
gewinnen  wir  die  Beziehung 


n  n 


6  1  T       jKfa-t«^') 

d.  g.  durch  Ausfuhrung  der  Rechnung 

i>=  j  +  ^  lg  (i  +  Y2)  -  Yi  lg  [/3  +  y2]. 

Denn 

Ü  0  0 

und 


dd 


^  r    id  (ig  »)      _     r  2  cos  «•  rf«^ 


6  6 

Mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Formel 


fj/^-f  =  p   ^8  t^^^  +  ^^«+V  "']  +  ^^*^ 


aber  erhält  man 

4 
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=^ig[^+i]. 

Nicht  80  einfach  würde  diese  letztere  Integralbestimmuug 
sich  gestaltet  haben ,    wenn   man   das  Integral   mittelst   der 

nahe  liegenden  Substitution  ^^  tg  -Ö*-  —  J[^  =  w  in  die  Form 

1 


u 


=  W'i  lg (« /2 + /l + 2ttO  —^y2-^j/2  lg  "^6+JJ:J+.äi'1 
L  ((Fe— 2^1+2«»  J 

=  /f  lg  (^3  + /2)  -  j/2  lg  (1  +  ^2) 

umgesetzt  hätte.     Ausser  der  vorhin   angewendeten  Integral- 
formel hätte  man  alsdann  auch  noch  die  andere 

d^        _^_  _.  ^  ^^^_  loff-?^^"!"?'''  4^«+)^  ^const 
berflcksichtigen  müssen. 


ß 


§.  152. 
Anwendong  räumlieher  Polareoordinaten« 

Die  bisherigen  Betrachtungen  bedürfen  noch  insofern 
einer  Vervollständigung,  als  wir  mit  einigen  Worten  auch 
jener  Form  gedenken  müssen,  unter  der  bei  Benutzung  räum- 
licher Polarcoordinaten  das  im  Obigen  gewonnene  Überflächen- 
integral erscheint. 

Bekanntlich  wird  bei  Zugrundelegung  eines  Polarcoordi- 
natensystemes  der  genannten  Art  jeder  Puukt  des  Raumes  als 
der  Durchschnitt  dreier  sich  rechtwinklig  schneidenden  Flächen 
aufgefasst,  von  denen  die  eine  eben  ist,  die  beiden  andern 
hingegen  gekrümmt  sind.  Diese  letztern  werden  repräsentirt 
durch  eine  aus  dem  Pol  0  mit  dem  veränderlichen  Halb- 
messer Q  beschriebene  Kugelfläche  und  durch  einen  Rotations- 

MxTMB,  bestimmte  Integrale.  81 


kegel,  dessen  Spitze  im  Pol  liegt  and  dessen  erzeugender 
Winkel  fy  dei-  von  dem  Radiusvector  p  und  der  Polaracbse  OX 
eingescillosseiiti  Winkel  ist.  Die  Ebene  endlich  wird  dadarch 
charakterisirt ,  dass  sie  durch  die  PolarachÄe  OX  gehen  und 
mit  der  Polarol^ene  den  Winkel  tp  bilden  soll.  Die  Intervalle, 
innerhalb  welcher  die  drei  Veränderlichen  q,  &  and  <p  sich 
zu  bewegen  hribeu,  um  sümmtliche  Punkte  des  unendlichen 
Kaumes  umfassen  zu  künneu,  werden  gewöhnlich  in  der  Weise 
gewählt,  dasa  p  alle  Werthe  von  Null  bis  +  ao,  der  Bogen  & 
die  Werthe  von  0  bis  n  und  der  dem  Winkel  ip  entsprechende 
Bogen  alle  Werthe  vdu  0  bis  2  je  anzunehmen  hat.") 

Läaat  man  z.  B.  fOr  einen  durch  die  Coordinaten  ff,  #,  f 
bestimmten  Punkt  M  die  Variabein  ©■  und  ip  beziehungsweise 
in  #  +  d&,  g)  -j-  fi^  übergehen,  so  wird  durch  den  Dorch- 
Bchnitt  der  dem  Halbmesser  p  entsprechenden  Kugelääche 
mit  den  beldt-n  Ebenen  und  den  beiden  Kegelflächen  das  Ele- 
ment a  der  Kiiyelfläche  erzeugt,  das  als  ebenes  Rechteck  an- 
gesehen und  daher  seinem  Inhalte  nach  durch  p'  sin  #  dd  ä^**) 
dargestellt  werden  kann.  Die  ganze  Oberfläche  4  p'  a  der 
Kugel  wird  folglich  durch  das  Doppelintegral 

Q^  Jdfijd»  sin  » 

ausgedrückt. 

Wird  die  tlleichnug  irgend  einer  Überfläche  in  Polarcoor- 
dinaten  gegeben,  und  bezeichnet  alsdami  M  irgend  einen  der 
Punkte  dieser  üljerfläche,  welche  durch  das  System  der  oben  er- 
wähnten Fläclipii  bestimmt  werden,  so  wird  auf  jener  OberSäehe 
durch  den  Ke|j;L'l,  dessen  Spit/.e  im  Pol  sieh  befindet  und  dessen 
Basis  das  Eloiueiit  a  der  mit  dem  Halbmesser  p  aus  dem  Pol 
durch  M  construirteu  KugelfÜiche  bildet,  ein  Element  da  erzeugt, 
dessen  Orthogt.nalprojectiou  auf  die  genannte  Kugelflüche  a 
heisst.  Da  nun  a  von  der  Projection  unendlich  weuig  ver- 
schieden ist,  welche  auf  der  im  Punkte  j)/  constniirten  Tan- 
gentjalebone  der  Kugellläche  erscheinen  würde;  so  darf  man 
offenbar  die  Relation  bilden 

*)  Dieser  letztere  Bogen  erhalt  ebearallg  daa  InterraU  (0,  »J,  wenn 
p  ala  algebraiscl)e  GriSsse  iiuftritt. 

*•)  Eigentlitli  ist  to  =  p'  ain  &  rfff  ilip  (1  + f)  /.u  BetzCD,  wo  lim  (  =  .i. 
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cos  ^         ' 

wenn  man  mit  ^  den  von  q  und  der  Normale  zur  Oberfläche 
eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet.  Um  aber  diesen  Cosinus 
mittelst  der  Veränderlichen  Q,^,(p  auszudrücken,  bedenken 
'Wir  Folgendes. 

Die  im  Punkte  M  zu  den  Seiten  q  d%^  und  q  sin  ^  dtp 
des  krummlinigen  Viereckes  oj  construirten  Tangenten  bilden 
mit  dem  Radiusvector  q  ein  orthogonales  Achsensystem,  auf 
das  wir  die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  uns  für  den 
Augenblick  bezogen  denken  können.  Alsdaun  sind  die  Coordi- 
:iiaten  von  M  sämmtlich  mit  Null  gleichbedeutend,  die  den 
Zunahmen  q  dd"  und  q  sin  d"  dtp  der  beiden  andern  Coordinaten 
entsprechenden  Veränderungen  von  q  aber  werden  ausgedrückt 

durch  die  partiellen  Difierentiale  ^-J  d%^  und  ^  dtp.    Nennen 

wir  mithin  die  Verhältnisse  derselben  zu  den  Diflferentialen 
Q  dd'  und  Q  sin  d'  dtp  beziehimgsweise  p  und  ^,  und  berück- 
sichtigen wir  endlich  die  bekannte  Beziehung 

1 
cos  op  =  -!==, 

80  erhalten  wir  jetzt  unmittelbar  für  d<y  die  Gleichung 

ä,^,d»  ä<p  /(iiy+8in^^[7+(|iy].*) 

Und    daher   wird   irgend  -ein  Stück  S  der  Oberfläche  durch 
das  DoppelintegraK 

ausgedrückt,  dessen  Grenzen  aus  den  Bedingungen  der  jedes- 
maligen Aufgabe  zu  entwickeln  sind. 

Die  soeben  entwickelte  Integralformel  verliert  ofi'enbar 
ihre  Anwendbarkeit  in  den  Fällen,  in  welchen  die  Polar- 
gleichnng  der  Oberfläche  die  Grösse  q  nicht  enthält.  Ein 
solcher  Fall  würde  z.  B.  eintreten  bei  Berechnung  derjenigen 
Flache,  welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt 
wird,   wenn  diese  an  einer  doppelt  gekrümmten  Curve  hin- 


♦)  Vergl.  §.  141. 

Ol  * 
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gleitet  und  dabei  fortwähreud  durch  einen  festen  Panlct  geht. 
Wählt  man  nämlich  in  diesem  Falle  den  festen  Punkt  znnächst 
zum  Ursprünge  eines  rechtwinkligen  CoonUnateiuystemea  nnd 
nennt  x,  t/,  x  die  Coordinaten  eines  Carrenponkies;  so  werden 
Y  =  --  X  und  Z  =  -  X  die  Gleichungen  des  ihm  entspre* 
cheuden  Kadiusvectors  sein.     Die  Elimination  von  x,  y,  z 
zwischen  diesen  und  den  beiden  Gleichungen  der  Curve  fBb- 
ren  alsdann  zu  der  Gleichung  F  (X,  F,  Z)  •=0  der  gegnchten 
Fläche.     Indem  man  nun  hierin  die  rechtwinkligen   Coordi- 
naten durch  Polarcoordinat«n  ersetzt  und   bedenkt,    dass  ta 
bestimmtet!  A,  tp  unendlich  viel  ff  gehören  müssen,   so  kann 
offenbar  die  transformirte  Flächengleichung  /"(fr,  9»)  =0  die 
Grösse  (>  nicht  enthalten,  weil,  wenn  f{(ff  #,  9)  ^  0  die  Tiu>- 
formation  ?on  /'(■^>  ^ >  Z)  ^0  wäre,  zu   bestimmten  ft,  f 
eine  beschränkte  Anzahl  von  Werthea  des  ^  gehören  würde. 
In  Fällen   dieser  Art  muss   man   das   l'Ur   rechtwinklig* 
Coordinaten  geltende  Doppelintegral  /  1  dx  di/ y^-j-p'-^-j' 

etwa  durch  Einführung  der  neuen  unabhängigen  Veränder- 
lichen p,  #  statt  X,  y  in  die  entsprechende  Form  umEusetien 
suchen,  was  ohne  grosse  Mühe  möglich  ist,  wie  man  des 
Nähern  bei  Dienger  nachsehen  kann.*) 

§.  153.. 

Verwandlung  tou  Dopitellntegralen  mit  TenKii  der  liehen  Greut* 
lu  solche  mit  conslauten  ärenien. 

In  der  Lehre  vom  einfachen  Integral  haben  wir  die  aossei- 
ordentliche  Tragweite  des  Theoremea  von  der  Umkehrung  (kf 
Integrationsordiiung  bei  Doppeliutegralen  mit  constanteo 
Grenzen  in  sehr  auslührlicher  Weise  kennen  zu  lernen  (>*■ 
legenheit  gehabt.  Bei  Doppeliutegralen  mit  variabeln  Gren- 
zen erfreuen  wir  uns,  wie  wir  durch  Dirichlet  wissen,  nur 
in  einem  speciellen  Falle  eines  ähnlichen  Vortheils,  näioli(l> 
dann,  wenn  in  dem  zu  behandelnden  Int^rale  bloss  eine  der 
Grenzen  veränderlich  ist  und  zwar  mit  einer  der  unabhängigen 

*    Differential-  u.  Integralrechnung  Bd.  ä.  S.  .196—897. 
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Variabein  zusammenfällt.  Nicht  ohne  Interesse  dürfte  daher 
der  Satz  sein^  dass  jedes  Doppelintegral  mit  veränderlichen 
Grenzen  ohne  Mühe  in  ein  anderes  mit  constanten  Grenzen 
sich  verwandeln  lässt. 

b  Xi 

In  der  That,  seien  in  dem  Integrale  fdxf<p{x,  y)  dy 

n  Xo 

die  Grenzen  Xq  und  x^  irgend  welche  Functionen  von  x. 
Setzt  man  nun 

y  =  ^0  +  (^1  —  ^o)  ^7 

80  wird  offenbar  in  Bezug  auf  die  neue  Veriinderlicho  z  das 
Integrationsintervall  0  und  1  heissen  und  demnach  das  vor- 
gelegte Integral  in  das  folgende 

fdx  {x^  —  ojj/g)  [x,  Xq  +  (.Ti  —  Xq)  z]  dz 

a  0 

Übergehen.  Daraus  aber  fliesst  weiter;  wenn  man  für  den 
Augenblick  Xq  mit  Null  identificirt  und  wieder  y  statt  z 
schreibt  : 

*  X,  hl 

fdxf(p{x,  y)  dy  =/a;,  dxj^{x,  x^  y)  dy. 

«0  a  a 

Und  da  nun  immer  die  Beziehung  gilt 

h  Xi^  b  .T,  //  Xn 

fdxfip{x,  y)dy=J  dxf<p(x,  y)  dij  —  fdx/q>{x,  y)  dy, 

a  Xq  ti  \}  n  0 

80  findet  auch  allgemein  die  Gleichung  Statt: 

b  x^^  b  \  h  \ 

I.  Jdxjq)  (x,  y)  dy  =/a:,  dxj(p{x,  x^  y)  dy  —Jxq  dx/tp  (x,Xq  y)dy*) 

u        Xq  a  0  **  0 

1.     Sei  beispielsweise  das  Integral 

r  Kr»  —  x^ 


u  =  r  fdx    l'4^r^- 
0  T^perT^ 


*)  Abgesehen  von  dem  soeben  Mitgetheilten  lässt  sich  das  ursprüng- 
liche Doppelintegral  auch  mittelst  der  Substitution 

in  ein  anderes  mit  constanten  Grenzen   umsetzen.    Auf  diese  Weise 
nämlich  erhält  man  sogleich 

Yergl.  Raabe.    Integrakechnung.    Tbl.  II,  Abtbl.  1,  S.  434. 
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zu  besiimmeii.  •  Geometrisch  gedeutet  drückt  dasselbe  den 
jenigeu  Theil  der  auf  rechtwinklige  Achsen  bezogenen  Kugel- 
fläche  x^  +  y^  -{-  z^  =  r'^  aus,  welcher  auf  der  Seite  der  posi- 
tiven y  und  z  innerhalb  des  Cylinders  x^  —  r  a:  +  z*  =  0 
liegt.  Denn  eliminirt  man  vorerst  aus  den  beiden  gegebenen 
Gleichungen  die  Grösse  z,  so  erhält  man  die  Relation  y2=r'— rx, 
und  diese  zeigt,  dass  die  Projection  des  Durchschnittes  der 
Kugel-  und  Cylinderfläche  auf  die  xy- Ebene  eine  Parabel 
bildet.  Denkt  man  sich  nun  den  frühern  Liehren  gemäss 
die  von  dieser  Parabel  und  dem  Kreise  y^  =  r*  —  x^  begrenzte 
Fläche  in  Elemente  zerlegt  und  jedes  derselben  mit  dem  ent- 
sprechenden Projectionsfactor  J^l  -f-  p^  -[-  q^  =    .         ^    

r  r*  —  ar  —  y* 

multiplicirt,  so  findet  man  durch  Vereinigung  aller  auf  diese 
Weise  erhaltenen  Elemente  den  Inhalt  des  oben  erwähnten 
Kugelfluchenthcils  durch  Bestimmung  des  Integrales  i/. 

Wie  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  erhellt,  ergiebt 
sich  in  dieser  Hinsicht  zunächst  die  Gleichung 

r  \  r  l 


-«• — {r^—r^ 


0                                  0  0  0 

r  \  r  1  r  1 

Und  weil  nun 

I-  1  1  r  1 

/rfa-/*^^  _-  =  2  /  rfy  [K;q:^=;^]=2/rrrfy  /2^rp 

0  0  ü  0  0 

1 
~2/r  /'e/y^l—y'^ =2^  fj aresin /^--i aresin l1=/r; 


0 

so  folgt  schliesslich 


„=:^_..  =  ..(«_i), 


Dass  man  übrigens  das  Integral  w  auch  ohne  Hülfe  des  vor- 
hin benutzten  Theoremes  leicht  hätte  ermitteln  können,  bedarf 
keiner  nähern  Erörterung*). 

*}  Vcrgl.  z.  B.  Moigno.    Calcul  intögral  §.  78. 
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2.     Behufs  einer  ferneren  Anwendung  des  obigen  Lehr- 
satzes suchen  wir  noch  den  Werth  des  Integrales 


zu  bestimmen,  in  welchem  die  Constanten  a,  ß]  a,  b]  p,  f/, 
sowie  die  Veränderlichen  x,  fj  positiv  sein  sollen.  Man  hat 
liier  zunächst  die  Gleichung 

.-yY-'!'f-(5)']'r'4'-©f*' 

diese  aber  verwandelt  sieh,  sofern  ax  statt  x  geschrieben 
wird,  sofort  in  die  andere 


b 
1  — 


u  =  a''  ß^    jdx  I  .r'-^  Fl  —  xn    y^^  äy. 

0  Ü 

Und  hieraus  nun  erkennt  man  augenblicklich,  wenn  man  die 
in  §.  60.  bewiesene  Formel 


1 


beachtet,  dass 

ist.  Dieses  schöne  Resultat  bildet  einen  speciellen  Fall  eines 
von  Dirichlet  gefundenen  Theoremes,  dessen  Mittheilung  spä- 
ter erfolgen  wird. 
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§■  154. 

Regulirungr  des  IntegrationsumfangeH  trangformirier 

Doppelintegrrale« 

Ganz  abgesehen  von  dem  grossen  Interesse^  welches  dem 
vorhin  bewiesenen  Theoreme  I.  an  sieh  zukommt,  gewährt  das- 
selbe auch  für  die  Rechnimg  nicht  unwesentliche  Vortheile. 
Soll  nämlich  ein  Doppelintegral  mit  veränderlichen  Grenzen 
durch  Einführung  neuer  Variabeln  in  der  bestimmten  Absicht 
umgeformt  werden,  wenn  irgend  möglich,  dadurch  constante, 
der  Reduction  des  vorgelegten  Doppelintegrales  auf  einfache 
Integrale  günstige  Integrationsintervalle  zu  erzielen:  so  dürfte 
in  den  meisten  Fällen  durch  die  unmittelbare  Anwendung  der 
in  den  Paragraphen  140.  und  141.  behufs  der  Grenzbestim- 
mung gegebenen  Vorschriften  dieser  Zweck  sich  nicht  errei- 
chen lassen.  Viel  eher  gelingt  derselbe  vielmehr  mit  Be- 
nutzung des  obigen  Theoremes,  indem  ja  hierdurch  ohne 
Weiteres  ein  Integral  mit  constanten  Grenzen  gewonnen  wird, 
dessen  Transformation  in  eine  für  die  fernere  Behandlang 
zweckmässige  Form  sich  weit  besser  bewerkstelligen  lasst^ 
als  dies  auf  dem  vorhin  angedeuteten  Wege  möglich  ist.  Die 
Ausführung  des  so  eben  beschriebenen  Verfahrens  in  jedem 
einzelnen  Falle  ist  übrigens  keinesweges  von  Nöthen,  im 
Gegentheil  genügt  behufs  der  Entwicklung  jener  Gleichungen, 
welche  bei  der  Ermittlung  der  neuen  Integrationsgreiizen  sich  . 
sehr  zweckmässig  erweisen,  die  Untersuchung  eines  allge-  - 
meinen  Integrales. 

Sei  daher 

a  l^(*) 

S=fdxfF{x,i/)dtj 

das   durch    Substitution   neuer  unabhängigen  Veränderliche^^ 
zu  transformirende  Integral.     In  demselben   bedeute   a   ein- 
Constante,  tp{x)  dagegen  eine  Function  von  x.    Nehmen 
nun  an,  dass  diesem  Integrale  mittelst  der  Substitutionen 

eine   andere  Gestalt  gegeben  werden  soll,    so    ergiebt  sieb, 
wenn  man  von  den  Grenzen  absieht,  die  Beziehung 
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Ganz  dieselbe  Form  aber  erhält  man,  wenn  das  ursprüngliche 
Integral  S  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

x^=^  X   und  y  =  '^(x)  y 

vorerst  in  das  folgende 

S==^JdxfF[x,  y'  *(a:')]  i>{x)  dy\ 

Ü  0 

bei  welchem  also  die  Ordnung  der  Integrationen  ganz  beliebig 
ist^  umgesetzt  wird  imd  hierauf  in  dieses  Integral  die  neuen/ 
mit  x'  und  y  durch  die  Gleichungen 

X  =  f{u,  v),  t{x')  y  =  (p{u,  v) 

verbundenen  Veränderlichen  t/,  v  eingeführt  werden.  Denn 
augenscheinlich  hat  man  die  Beziehungen 

dx  __  d  f(uy  v)    dx  ^^  d  f{uj  v) ,  dj/^  __^  d  fyC«,  v)l 
du  du    '    dv  dv     ^   dv        dv\ii)(x'j\ 

[I  f  '\  dwiuyv)  f        V  c'^ix)  dx''\  r    1    1* 

alT  =  [*(^) äii ~  ^^""^  ""^ -dx''jz\  \yW)\  ' 

demnach 

dx  dy  _dx'dj[^rdfd^_df  d^T]  _l_^ 
du  dv        d V  du        Idu  d V       dv  du\  ip {x') 

9(tt,  o)  dfpix')  dx'  dx     ,     qp (m,  v)  dtp(x')  dx'  dx' 

"  [^WP  ~d^  W  ä^    •"  hK^Ti*  ~ä^?^  J^i  ~d^' 

Während  nun  aber  bei  der  zuerst  ausgeführten  Transforma- 

tion  die  neuen  Integrationsgrenzen  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

X  =  /"(u,  v)  und  y  =:  (p(u,  v)  zu  entwickeln  gewesen  wären, 

sind  jetzt  die  zweckmässigeren  Formem 

X  =/"(!/,  v)  und  y  -^{x)  =  ^{u,  v), 

in  denen  die  Yariabeln  x  und  y  beziehungsweise  innerhalb 
der  Intervalle  [0,  a]  und  [0,  1]  sich  befinden,  bei  der  Bestim- 
mung des  Integrationsumfanges  zu  Grunde  zu  legen. 

Zur  Erläuterung  des  Gesagten  wollen  wir  noch  einige 
Beispiele  folgen  lassen. 

1.    Soll  das  Integral 

s=  I  dx  I  dy, 


M' 
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wo  tt  luid  ß  positiv  sind;  mittelst  der  Substiiutioiieu  j;=f/eosr, 
ij  =  ti  siii  V  transibrmirt  werden,  so  erhält  mau  zunächst  durch 
Elimination  der  Veränderlichen  u  die  Gleichung 

-^  =  tang  V. 
Nun  zeigt  aber  einerseits  die  Relation 

^—  -  =  taiig  V, 

dass  für  x  =  0  und  x  =  a  die  Variabele  v  bezüglich  die 
Werthe  "  und  0  erwirbt.  Andererseits  dagegen  folgt  aus 
der  Gleichung 

tjßyi  —  ^=uamv, 

wenn  man  hierin  tj  nach  einander  die  Werthe  0  und  1 
beilegt,    dass    die    entsprechenden    Werthe    von    m    0  und 

— =-=^     ==L  heissen.    Da  nun  endlich 

cofl  ü*    ^^  sin  »• 
~^  "T  -|}f- 

,    /dx  dy  dx  dy\  ___  ^ 

ist,  so  erhält  man  schliesslich  die  Gleichung 

n  foon  t^   I   rin  g*^      i 

0  0 

mit  deren  weiterer  Behandlung  wir  uns  bekanntlich  schon 
früher  beschäftigt  haben  (§.  137.).  In  BetreflF  ihrer  Herleitung 
aber  beachte  man  noch  Folgendes. 

Aus  dem  Gange  der  Rechnung  geht  ohne  Zweifel  heiror, 
dass  man  zuerst  die  Gleichung 

a  1  1  a  

U  U  0  0 

berücksichtigte,    darauf  .t*  durch  v   vermöge    der  Beziehung 
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^  ßy  1 ^  =  tang  V  ersetzte,  alsdaun  die  Ordnung  der  auf 

V  und  y  bezfiglichen  Integrationen  vertauschte  und  nun  end- 
lich u  an  die  Stelle  von  y  treten  liess. 
2.    Sei  femer  das  Integral 


X' 

a 

a  a 


s=  1 1  f{x,y)dxdy,    a>0,    a  — ^>0 

0    0 

mittelst  der  Gleichungen  x=uv,  y=w(l  —  v^)  umzuformen*). 
Man  gewinnt  hier  vorerst  die  Beziehungen 

Nun  wird  vermöge  der  Gleichung 

fiör  a;  =  0  auch  «;  =  0,  f ür  o;  =^  a  hingegen  ist  t;  =  1,  und 
aus  y^a  — ^^  =  t/(l  — «;2),  d.h.  ya=tt(l  —  v^)'\-^-^ 

entspringen  die  Werthe  t/:=:0,  u^=a^  je  nachdem  nämlich 
^  SS  0,  oder  =  1  gesetzt  wird.    Daher  die  Relation 

$  =fdufdv  f[uv,  u{\  —  v^]  u(\  +  r^). 

0  0 

Aus  ihr  erkennt  man  noch,  dass  s  auf  das  einfache  Integral 


t 


1  +  ü« 


«ich  reducirt,  wenn  f{x,y)   die  Derivirte  g)'(^^' "h  y^)  ^^ 
deutet. 

3.    Führt  man  in  das  Integral 


I  j/a^  —  x^  —  y^  dy  dx 


die  neuen  Veränderlichen  u,  v  mittelst  der  Gleichungen 


^  Vergl.  Schlömilch  in  der  Zeitachrifb  für  Math.  u.  Physik,  Jhrg.  1. 
litteraturzeitung  S.  43. 
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V  M  U 


ein,    so  erhält  mau,    weim    vorerst   die  Integratiousgrens^ 
unterdrückt  werden,  wegen 

dx UV  dx 1 

also 

|a-  |y  _  rx  ö^  _  _  .^' +  1)      ^^--^TZT^  =  yW^h 
Öu  öv         dv  du  (l+  «  )  ^  r 

Nun  zeigt  aber  die  Gleichung  ^  ^  "^ —  =  t/,  dass  für  a;  =  0 
und  o;  =  c  die  Veränderliche  u  die  entsprechenden  Wertbe 
u=oo  und  w=0  annimmt;  die  Gleichung  y  ^d^ — x^=^ 

d.  h.  y'^c^  —  y:^  ,  =  r-j^  j  dagegen  lehrt,  dass  für  y=0  und 

y  =  1  die  Veränderliche  v  beziehungsweise  mit  0  und  l  iden- 
tisch wird.    Und  daher  hat  man  die  Beziehung 


Ki+i»^ 


00 


0  0  0 

Wenn  man  beachtet,  dass  die  positiven  Variabein  x,  y 
augenscheinlich  die  Bedingung  a;^+y^^c^  befriedigen  müssen, 
so  folgen  die  Grenzwerthe  der  Veränderlichen  u,  v  auch  ohne 
Hülfe  der  oben  benutzten  Gleichungen.  Denn  ersetzt  man  iJ^ 
der  angezeigten  Bedingung  x  und  y  durch  die  neuen  Ve^ 
änderlichen  u,  v,  so  müssen  diese  der  Ungleichheit  v^<^ 
genügen,  mithin  ist  die  Integration  nach  v  auf  alle  Wertb« 
von  t;  =  0  bis  t;  =  c  auszudehnen.  Und  da  nun  ausserdem 
die  vorstehende  Bedingung  für  jedes  positive  m  befriedigt  wird, 
so  hat  mau  dieses  von  0  bis  cx>  zu  wählen. 


*)  Vergl.  §.  141,  Beispiel  3. 
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Bereohnung  der  Oberfläohe  des  dreiachsigen  SllipBoideB. 

§.  155. 
Einleitende  Betrachtangen. 

Nachdem  >vir   in  den  vorausgegangenen  Entwicklungen 
mit  einer  gewissen  Ausführlichkeit  sowohl  einige  der  wesent- 
lichsten jener  Beziehungen,  von  denen  man  in  den  Elementen 
der  Integralrechnimg   bei  der  Bestimmung  der  Inhalte  von 
flachen  und  Körpern  Gebrauch  macht;  uns  ins  Gcdächtniss 
zurückgerufen^  als  auch  die  nöthigen  auf  die  Transformation 
1>e8tinmiter   Doppelintegrale   bezüglichen   Lehren    vorgeführt 
Laben,  beschäftigen  wir  uns  zum  Schlüsse  unserer  Betrach- 
tungen über  Doppelintegrale  noch  mit  einigen  besondem  Fällen 
derselben.    Und  zwar  werden   wir  zunächst  das  Problem  der 
Oberflächenberechnung  eines   dreiachsigen  EUipsoides  behan- 
deln.    Diese  Aufgabe  ist  gerade   desshalb  von  der  grössten 
Wichtigkeit  für  uns,  weil  sie  den  Anstoss  zur  Entwicklung 
einer  äusserst  sinnreichen,  von  Catalan*)  herrührenden  Reduc- 
tionsmethode    vielfacher   Integrale   uns   geben   wird.     Dabei 
werden  wir  freilich  nur  in  Betrefl^  der  Hauptpunkte  des  rein 
analytischen  Processes  uns  enger  an  den  französischen  Mathe- 
matiker anschliessen,   die  geometrischen  Hülfsvorstellungen, 
welche  von  Catalan  bei  der  Entwicklung  seiner  Methode  in 
dem  besondem  HFalle  der  Quadratur  der  EUipsoidenfläche  zu 
Grande  gelegt  wurden,    ersetzen  wir   dagegen   lieber  durch 
die    zweckmässigeren    und    einfacheren    Dirichlet'schen    An- 
schauungen; bei  der  Reduction  des  sich  ergebenden  elliptischen 
Integrales  auf  die  Normalformen  der  ersten  und  zweiten  Gat- 
tung der  elliptischen  Integrale  endlich  befolgen  wir  mit  Dirichlet 
das  Verfaliren  Lobatto's**).    Bevor  wir  aber  zu  den  ange- 
deuteten Untersuchungen  selbst  übergehen,  wollen  wir  erst 
mit   Dirichlet   in    einer   kurzen    Skizze    die   eigenthümlichen 
Schwierigkeiten,  mit  denen  das  vorgelegte  Problem  zu  kämpfen 

*)  Memoire  sur  la  rdduction  d'une  claBse  d'intägraies  multiples, 
laoaville.  Journal,  t.  4,  p.  323—344. 

**)  Note  sur  T^valuation  de  la  surfoce  de  rellipsoide  ä  trois  axes 
inäganx.    Lionville.    Journal,  t.  6,  p.  115—119. 
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hat,  uns  klar  zu  machen  suchen.    Die  Vorzüglichkeit  der  neuen 
Methode  wird  dadurch  um  so  glänzender  herrortreten. 
Sei 

/  ^\7  /..  \2  /.\2 

1 


(?y+(f)'+(7y- 


die  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  bezogene  EUip- 
soidengleicbung.  Da  hiemach  das  Ellipsoid  eine  völlig  sym- 
metrische Lage  gegen  unser  Achsensjstem  besitzt^  so  könnten 
wir  bei  der  Berechnung  seiner  Oberflache  offenbar  auf  die 
positiven  Werthe  von  x,  y,  z  uns  beschränken ^  indess  werden 
wir  auch  negative  x  und  y  zulassen,  also  gleich  die  halbe 
Oberfläche  des  EUipsoids  zu  bestimmen  suchen.  Den  in  §.  150. 
gepflogenen  Betrachtungen  gemäss  haben  wir  daher  zuiuchBi 
das  Doppelintegral 

in  die  für  den  vorliegenden  Fall  Statt  findende  Form  umzu- 
setzen.   Nun  ist 


dz 


x^ 


2'  P*  *  2«   ~ 


y* 


also  der  Projectionsfactor  j/l  +  p^  +  q^  mit 


-[-5]  (?)'-[-?](«' 


und  daher  das  Doppelintegral  J d6  y  1  +  j»^  +  q^  mit 

gleichbedeutend,  dessen  Grenzen  durch  die  Ungleichheit 

regulirt  werden.    Ein  Integral  dieser  Art  aber  lässt  sich  weder 
nach  X,   noch  nach  y  unbestimmt  integriren.     Wir  mOssen 
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miihin  versuchen^  ob  nicht  wenigstens  die  eine  der  Integra- 
tionen ausführbar  wird,  wenn  wir  die  Projection  unseres  Ellip- 
soides  auf  die  xy-Ebene  durch  andere  als  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  in  Elemente  zerlegen.  Diese  Vermuthung  gewinnt 
um  so  grössere  Berechtigung,  wenn  wir  beachten,  dass  die 
Projection  des  Ellipsoides  von  einer  Ellipse  begrenzt  wird  und 
dass  also  vielleicht  die  Anwendung  der  Ivory'schen  Substitu- 
tion den  angedeuteten  Vortheil  herbeiführen  würde.  Und  in 
der  That,  setzt  man  x  =  ak  cosvy  y  =  ßksmv,  so  ver- 
wandelt sich  den  in  §.  139.  angestellten  Betrachtungen  zufolge 
imser  Doppelintegral  sogleich  in 

1  2n 


'/''/' 


aßJdXfXäv  ^_..., 

0  0 

tind  kann  folglich  in  Bezug  auf  A  der  unbestimmten  Integra- 
tion unterworfen  werden*).  Denn  schreibt  man  j/T — A-  =  m 
Und  nennt  a  die  von  A  unabhängige  Grosse 


*)  Ausser  der  Ivory^echen  Substitution  würde  auch  z.  6.  durch  Ein- 
führung der  Yariabeln  <&,  q>  statt  x,  y^  z,  wenn  jene  mit  diesen  durch 
^e  Gleichungen 

d?  >s  a  sin  <&  cos  qp,    y  =  ß  sin  ^  sin  qp ,    z^=  y  cos  Q^ 

verbunden  sind,  die  eine  der  Integrationen,  nämlich  die  nach  <&,  voll- 
^ehbar  werden.  Von  einer  ganz  analogen  Substitution  macht  auch 
X'lana  in  seinem  „Memoire  sur  Texpression  analytique  de  la  surface  totale 
de  Tellipsoide  dont  les  trois  axes  sont  in^Sgaux;  et  sur  Tevaluation  de 
la  surface  d^une  voute  symm^trique ,  ü.  la  base  rectangiilaire ,  retranchde 
«ians  la  moitiä  du  meme  ellipsoide ;'^  Grelle.  Journal,  Bd.  17,  S.  345  ü*. 
Gebrauch. 

Die  Benutzung  der  Ivory'schen  Substitution  empfiehlt  sich  —  wie  aus 
tlem  Vorstehenden  unmittelbar  erhellt  —  überhaupt  bei  dem  Doppel- 
integrale 


,+  a     V'-S 
I  dx  j  dy  f{x,  y) 


—  a 


oder,  wenn  man  sich  bloss  auf  positive  x  und  y  beschränkt,  bei  dem 
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(l  -  i)  cos  v^  +  (l-  fj  sin  vr 


SO  geht  das  Integral 


,,,/r_-[(._g) 


COB  IT«  4" 


{'-«- 


Bin  «r« 


z« 


Kr=^« 


über  in 


1 


Ein  unbestimmtes  Integral  dieser  Form  aber  ist  bekanntfich 
auf  logarithmische  oder  cjklometrische  Functionen  zurQck- 
führbar,  je  nachdem  nämlich  a^O  ist.  Jeder  dieser  FSDe 
kann  hier  eintreten ,  es  hängt  dies  lediglich  von  der  Bedeutong 
der  Grösse  y  ab.  Bezeichnet  nämlich  y  die  kleinste  der  Halb- 
achsen des  EllipsoideS;  so  ist  o£Penbar  a  positiv;  dagegen  führt 
a  das  Minuszeichen;  wenn  y  die  grösste  der  Halbachsen  T0^ 
stellt.  Und  drückte  endlich  y  die  mittlere  Halbachse  aus,  so 
wäre  a  für  gewisse  Werthe  von  v  grösser,  für  andere  v 
hingegen  kleiner  als  Null.  Diesen  Fällen  entsprechend, 
müsste  daher  jetzt  eine  Zerlegung  des  Integrales  eintreten, 
indess  lässt  sich  diese  unnütze  Schwierigkeit  vermeiden,  wenn 
man  —  wie  dies  später  geschehen  wird  —  gleich  im  Vorans 
eine  gewisse  Rangordnung  unter  den  Halbachsen  festsetsi 


I  dx  j  f{x,y)  dy. 


Denn  man  gelangt  dadurch  sofoit  zu  Integralen  mit  constanten  Grenzen, 
nämlich  den  beiden  Fallen  entsprechend  zu  den  nachstehenden 

n 

1         2n  12 

aßfdXflfial  cosv,  ^isinv)  dv  und  aßfdlfXf{cclcosv,ßXein9)äf, 

0  0  0  0 

und  hieraus  schUesst  mau  ohne  Weiteres,  dass  das  vorgelegte  Integnü 
auf  ein  einfaches  sich  zurückführen  lässt,  wemi  f{x,  y)  eine  Fanction  von 

• -|  + 1!  vorstellt.    Vergl.  Schlömilch.    Zeitschrift  für  Math,  and  Physik, 
Jahrg.  1,  Litteraturzeituug  S.  4:^. 
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Nach  Ermittlung  der  in  Jdu  yi  —  «  +  aü^  enthaltenen 
Elementarfunctionen  müsste  nun  die  Integration  nach  v  voll- 
zogen werden;  allein  diese  ist  unmöglich ^  weil  die  jetzt  auf- 
tretenden Integrale  in  die  Klasse  der  elliptischen  gehören. 
Dieselbe  Erscheinung  einer  nicht  ausführbaren  unbestimmten 
Integration  würde  sogar  wieder  gleich  anfanglich  sich  gezeigt 
haben;  wenn  man  mit  der  nach  v  hätte  beginnen  wollen. 

In  was  für  Formen  man  nun  aber  das  ursprüngliche  In- 
tegral auch  darstellen  möge^  der  Erfolg  aller  Bemühungen 
bleibt  stets  der,  dass  bei  einer  etwaigen  doppelten  Integration 
höchstens  nur  nach  einer  der  Veränderlichen  integrirt  werden 
kann.  Das  Ziel  unserer  Bestrebungen  kann  daher  auch  nur 
dieses  sein,  in  der  kürzesten  und  elegantesten  Weise  das 
ursprüngliche  Doppelintegral  auf  die  Normalformen  der  ellip- 
tischen Integrale  zu  reduciren.  Dies  aber  leistet  im  hohen 
Grade  die  von  Catalan  erfundene  Methode ;  indem  durch  sie 
sofort  ein  einfaches  Integral  sich  ergiebt,  das  —  wie  schon 
angedeutet  -—  nach  Lobatto's  Vorgange  mit  dem  geringsten 
Aufwände  von  Rechnung  in  die  kanonische  Form  der  ellipti- 
schen Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  sich  umset/(Mi 
Iftsst.  Die  Ermittlung  jenes  einfachen  Integrales  hingegen  ge- 
schieht in  der  elegantesten  Weise ,  wenn  man  mit  Dirichlet 
die  ganze  Oberfläche  des  halben  Ellipsoides  in  Streifen  zer- 
legt, deren  Projectionen  in  der  a:y-Ebeue  durch  concentrische 
Ellipsen  begrenzte  Ringe  bilden,  alsdann  die  Werthe  dieser 
Ringe  ermittelt  und  nun  wieder  von  ihnen  auf  die  Grösse  der 
entsprechenden  ellipsoidischen  Streifen  zurückschliesst. 

§.  15^5. 
Darstellajig  der  C'atalAii-LobaUo-lHricIilet'Hcheii  Methode« 

Indem  wir  jet/t  zur  ausfuhrlichen  Darstellung  der  vorhin 
erwähnten  Dirichlet^schen  Behandlungswoisf?  der  ( -atalan  sclieii 
Methode  selbst  flIxTgeheu,  setzen  wir  gleich  im  \'orauH  zwi- 
schen den  Halbachsen  a,  ß,  y  des  Ellipsoides  dit;  Beziehung 
y  <,  ß  <  CL  fest,  wobei  in  besondeni  Fällen  auch  das  (ileicli- 
heitszeichen  erscheinen  darf  und  nennen  in  dem  Doppelin- 
tegrale 

aiKTBB,  beiitiiniiit<>  Iiit«MrsU.  '.VI 
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,s'=  /  /  t/xdvl/      •-     -7"  vT.    *;  xT  -* 

././      /     ^-(«)'--(0 

um  der  Kürze  willen 


,_,t^_,.»' 


1  -  5  =  <^^  1-  J'  =  ^'  '^'"^  7/   -z;:^  -„-S  =  «• 


7/    __^*  y 


Da  nun  geometrisch  genommen  ti  die  Secante  der  Winkel  be- 
deutet, welche  die  in  den  einzelneu  Punkten  des  Ellipsoides 
construirten  Tangentialebenen  mit  der  .ry-Ebene  einschliessen; 
so  können  wir  offenbar  alle  diejenigen  Oberflächenpunkte  zu 
bestimmen  suchen,  für  welche  die  Berührungsel)enen  gleiche 
Neigung  gegen  die  Projectionsebene  besitzen,  ftir  welche  also 
w  constant  ist.  Quadriren  wir  zu  dem  liehufe  die  für  u  gel- 
tende Gleichung,   so  kommt  nach  einer  einfachen  Reduction 

und  folglich  projiciren  sich  alle  jene  Punkte  auf  der  a:y-Ebeii( 
in  einer  Ellipse,  deren  llalbachsen 


«/:::"--;  -a  ß  /::  ^t 


heissen.  Daraus  al>er  fliesst  sogleich  weiter,  dass  die  den  ver- 
schiedenen Werthen  von  u  entsprechenden  Ellipsen  sich  nie- 
mals schneiden  können.    Denn  da 

ist  und  da  d',  a*  zu  den  echten  Brüchen  gehören,  u'  aber  die 

Eins  überschreitet,  so  müssen  offenbar  -f^~^  und  -^—,  um 

so  kleinere  Werthe  erwerben,  je  grösser  u  wird.  Die  Halb- 
achsen der  Ellipsen  müssen  daher  mit  u  wachsen,  und  folg- 
hch  können  diese  keine  gemeinsamen  Punkte  besitzen.  Die 
blosse  Anschauung  führt  sogar  schon  zu  derselben  Folgerung, 
weil  man  bei  Annahme  des  Gegentheils  die  Al>surditat  be- 
hauj)ten  müsste,  dass  jeder  Durchschnittspunkt  die  Projection 
(»ines  solchen  Punkt-<»s   der  Ellipsoidentläche   sei,   in  welchem 
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die  Berührungsebene  zwei  verschiedene  Neigungen  gegen  die 
xt/-lEhene  besässe. 

Die  irgend  einem  bestimmten  u  entsprechende  Ellipsen- 
fläche wird  ihrem  Inhalte  nach  bekanntlich  durch 


a        1/  («*  —  1)  («'  —  1)  o  TT 

dargestellt^  und  demnach  muss  der  zwischen  je  zwei  um  du  von 
einander  entfernten  Ellipsen  befindliche  Ring  seiner  Grösse  nach 

l)is  auf  ein  unendlich  Kleines  höherer  Ordnung  mit  cc  ß^-r-  du 

Übereinstimmen.   Der  entsprechende  ellipsoidische  Ring  besitzt 

mithin  die  Grösse  aßnu-  du,  und  sonach  wird  durch  »Siim- 

^         an 

naiion  aller  dieser  Streifen  die  halbe  ()l)erfl}iche 


S  =  a  Stc    I  u  ■,-  d u 


des  EUipsoides  gewonnen.  Der  Umfang  der  Integration  er- 
streckt sich  dabei  von  w  =  1  bis  m  =  00;  denn  augenschein- 
lich bestinunt  der  Schnittpunkt  der  z-Achse  mit  der  Oberfläche 
des  ElUpsoideS;  derjenige  Punkt  also,  in  welchem  die  Be- 
rührungsebene parallel  mit  der  Projectionsebene  läuft,  den 
Anfang  der  Integration;  die  obere  Grenze  hingegen  ergiebt 
sich  dadurch,  dass  in  dem  Durchschnitte  des  EUipsoides  mit 
der  a:y-Ebene  die  berührenden  Ebenen  senkrecht  zur  Pro- 
jectionsebene stehen. 

Die  soeben  entwickelte  Gleichung 

CO 


1.  S  =  aßjc   i  u  --  du 


1 
bedarf  jetzt  der  weitern  Behandlung.    In  dieser  Hinsicht  wer- 

den  wir  zunächt  den  Differentialquotienten  ~  aus  dem  In- 
tegrale zu  entfernen  suchen  und  uns  dazu  der  partiellen  In- 
tegration bedienen;  sie  giebt  sogleich  zu  erkennen,  dass 


2.  l\i  '^^du  =  u  U—  fudu. 


Geht  man  nun  aber  von  dem  unbestimmten  zu  dem  bestimm- 
ten Integrale  über,  so  wird  nicht  bloss  u  U,  sondern  auch 
Jü  du  für  t/  ==  00  unbegrenzt  wachsen.     Unser  Augenmerk 


—  r>oo  — 

muss  mithin  darauf  gerichtet  sein,   durch  zweckmässige  B^ 

handlang  des  Integrales  f  U  du  aus  demselben  dasjenige  Glied 

auszuscheiden;  welches  das  in  ti  £^  enthaltene  Unendliche  an- 
nullirt.    Zu  dem  Behufe  werden  wir  das  Integral 

—  i)rfii 


/"^-fr^ 


—m-.y 


das  augenscheinlich  zu  den  elliptischen  gehört,  indess  noch 
keineswegs  auf  die  Normalformen  derselben  zurückgeführt  ist, 
auf  diese  reduciren.  OflFenbar  aber  würde,  weil  ti  >  l  und 
ausserdem   «^  <  d^  ist,   dies  verlangen,   dass  wir  zuvördent 

die  Variabele  u  durch  —  und  hierauf  w,  durch  sin  q>  ersetzen. 

Indessen  können  wir  gleich  beide  Substitutionen  mit  einander 

verbinden,   also  u  =  -  -  -  wählen.    Jähren  wir  nun  die  des- 

'  sin  tp 

lallsige  Rechnung  aus,  so  ergiebt  sich  vorerst  für  das  unbe- 
stimmte Integral  die  Gleichung 

J  o  J  J        81U  qp*         0  J     J  t  sm  qr .  J 

und  hieraus  folgt  wegen  z/  =  /    1  —  |j  sin  q)-  und 

/^  /  -J-  +  ^  sin  9« 

sin  qp*  .  ^  /  -J  sin  qp*  ^  * 

Durch  theilweise  Integration  aber  entspringt  ferner 
und  daher  wird 

=  (  i  -  *)  J*''J  +  d -^  t'otg  ip  +  äj'dd^. 

*)  Mau  beachte,  dass 
i-        11  f*  C08qp*^/qp  /,        s^\(Iq>         l/,       f*    .        Ai 
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Werden  jetzt  beide  Seiten  dieser  Gleichung  um  die  Grösse 
u  U= V  ^ ^  vermindert,  so  entsprinfift 

Bin  9  a  cos  q>  ,  d  '  x-       n 


Jvä.-uU-(l-,)J 


ll(p 


4-  *   l  ^  dw  4-  ÖJ  cotff  cp r- ^   ..^JL. 

'        j  ^    •  -^  ^        sm  tp    od  cos  <jp   ' 

eine  Relation  ^  aus  der  nun  durch  die  einfachste  Rechnung  die 
Sndgleichung  für  S  sich  erzielen  lässt. 

Da  ti  =  -. —  sfesetzt  wurde,  so  wird  für  u=\  die  Grösse 
sin  <p  °  ' 

ip  augenscheinlich  den  Werth  arc  sin  d  =  A  besitzen  y  wo  A 

zwischen  0  und  +  ~  sich  befindet;  der  w=cx>  entsprechende 

Werth  von  g?  hingegen  heisst  0. 

Mithin  ergiebt  sich  jetzt  die  Beziehung 

X  l 

+  8  l'd  dtp-\-\8Jcois<p-  .  ^-  ^''°^1 , 

'         J  -rii  o^         8inq?z/d  cos  9    ^ 

0  1 

uo4  hieraus  erkennt  man  mit  Beachtung  der  Gleichung 
sin  A^=8in  (arc  sin  Sy  =  ö'^  ohne  Weiteres,  wie  zweckmässig 
es  war,  in  der  unmittelbar  vorhergehenden  Relation  zwischen 
den  unbestimmten  Integralen  das  dritte  Glied  rechts  nicht  in 
vereinfachter  Gestalt  darzustellen.    Nun  ist 

SJ  =  d  y  1  —  ^  sin  (p'^j 

sonach  geht  für  9  =  A  d^  in  df/1  —  e^  =  ~  über,  die 
Grösse  cotg  9  ferner  verwandelt  sich  für  g?  =  A  in  — ~  -=  ^, 


t 


und  demnach  ist  [d^coisw]  =  -^• 

Für  <p  =  0  daficeeen  wird  d^  coifiw = —    -Tl-^-^ 

^  -00  o  ^         sin  9    z/  tf  cos  9 

die  unbestimmt«  Form  cx>  —  cx>  annehmen.  Schreibt  man  aber 
den  hier  in  Betracht  kommenden  Ausdruck  in  der  neben- 
stehenden Gestalt 


f0i 


4tcO«5 -^ 

0  j  ftAÜ  «P  '^ 


S^*\ 


o«*«^^  ^  Z.VvetvÄe  X«8"      fl  vfiid-  .  gebt  ^^     ^^^  si*  ^ 

^       «oViac 


biß     - 


0  u 

und  folglich 


X  A 

1^=1  ^dq)  =  arc  sin  ö 


5  =  Ä  \ß'  +  y-~--=-  arc  sin  *  +  /J  /«^  —  ß'^  arc  sin  dl 

=  %ß  Iß  -\'"  arc  sin  d  j • 

Daraus  fliesst  weiter,  wenn  man  d  =  0,  also  a  =  ß  setzt, 
der  bekannte  für  die  Oberfläche  der  Halbkugel  geltende  Aus- 
druck 2jca^,  welcher  übrigens  auf  diesem  Wege  am  einfach- 
sten aus  der  Form 

y       '    am  IJ 

entspringt. 

Wird  endlich  der  Modul  k=l,  demnach  das  Ellipsoid 
ein  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Achse  2y 
erzeugtes  Ellipsoid,  so  gelten  die  Beziehungen 

0  0  0 

»ß  I  C08  ^  +  81D  —  I  ^ 

008  X  ^yi^s*    J        ^ 

0 

also 

8-  157. 


00 


y"*    H  TJ 
u  -^  du  durch  Ausfilhnuig  «ler  Dlf- 

1 
ferentiation«    —    Ycrfabroii    Svhlömilch's«    —    Rein   analytischer 
Charakter  der  Caialan'schen  Reductionsmothode. 

I.    Die  im  Vorhergehenden  gelehrte  Behandlung  des  In- 
tegrales 

S  =  aß%   I  u  T    du 
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liatte  augeuscheinlich  den  Zweck,  dasselbe  iu  der  eiufachsteu 
Weise  auf  die  in  Betracht  kommenden  Normalformen  der  ellip- 
tischen Integrale  ziirtickzuführen.  Wäre  es  dagegen  bloss 
unsere  Absicht  gewesen ,  jenes  Integral,  d.  h.  das  Ooppelin- 
tegral 

auf  einfache  Integrale  überhaupt  zu  reducireu ,  so  hätten  wir 
ein  solches  Ziel  auch  folgendermassen  (erreichen  konneu.  Be- 
achtet man  nämlich,  dass 

du  du  y\y:Zstj{ui^t)        J/(„t_  a«)(M«-  '^)  (««—>«)(«»  —  i«) 

udu      /l  —  ^«    ,     1  —  g« \ 

ist,  so  ergiebt  sich  sofort 


oo  oo 


In  einer  andern  Gestalt  lässt  sich  übrigens  diese  Gleichung^ 
noch  darstellen,  wenn  man  erwägt,  dass 

a  /    ««  \  ^     _     M«f 

ist.    Dadurch  nämlich  erhalt  man  unmittelbar  die  Belation 


00 

n  A«    d 


00 


^         J     ^^    \/    (m*  -  <f»)  (M*  —  ««)/ 

Catalaii  schreibt  dieselbe  um  der  Kürze  willen  in   der  nach- 
stehenden Form 
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die  mit  einer-  ganz  unbedeutenden  Abweichung  auch  von 
Moigno*)  gebraucht  wird.  Nach  unserm  Dafürhalten  ist  indess 
eine  solche  Schreibweise  zweckmässiger  zu  unterdrücken;  weil 
das  Integral 


j 


00 

u^du 


1 

liegen  der  obern  Grenze  sinnlos  ist. 

IL  Einen  andern,  rein  analytischen  und  nur  ein  be- 
scheidenes  Mass  von  Vorkenntnissen  erfordernden  Weg  der 
£eduction  des  Doppelintegrales 


/■-¥ 


S-_    /  da:   I   ds         'y-f     V  Y<- 

-©  -ö) 

0  0 

oder^  wenn  man  ax  und  ßtj  bezüglich  statt  x  und  y  setzt; 
des  folgenden 

0  0 

auf  einfache  Integrale  hat  Schlömilch  angezeigt**).  Mittelst 
der  Substitutionen  x  =»  q  cos  ^,  y  =  q  sin  d"  erhält  man  näm- 
lich aus  der  letztem  Gleichung  zunächst  die  Beziehung 

n 

u  0 

Und  diese  verwandelt  sich  sofort  wieder  in  die  andere 


C_     /=?   r^.,  T/yq. (1  - ^') cos ^«+(l-^g«) sind« 

ö  —ap  I  av  I  air  [prr^f -,)  cÖ8>r+  (i_.,*„t)  ein-ö-'r 


1  8 

aß   Cdv  Cc 


*)  Le90ns  de  calcul  intägral  §.  126. 

**)  Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys.  Jahrg.  I.  S.  376.    Auch  vergl.  man 
Schlömilch.    Ueber  einige  Integralformeln,   a.  a.  0.  Jahrg.  VI.  S.  207. 
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wenn  man 


i-p« 


1  —  ^«  (^  coB  d«  +  «« sin  9*) 


=  v* 


also 


schreibt  und  schliesslich  die  Ordnung  der  Int^ration  um- 
kehrt. Nun  ist  mit  Berücksichtigung  der  leicht  durch  par- 
tielle Integration  beweisbaren  Relationen 


J 


cos  a-«  dd- 


(m  cos  ^«  +  «  sin  ^«r  4m  fW 


2 


sin  »^  (i& 


(m  cos  ^«  +  n  sin  «^  """  4  „  ^^  ^  * 


ü 


*)  Aus  der  auf  Seite  160.  bewiesenen  Gleichung 


jo^'      (ix 


r(i)r(.+-v) 


0 


ra 


r 


r{p+q) 


ergeben  sich  die  obigen  Pormeln  unmittelbar,  sofern  man  p=y=  1,  r=2 


und  a  =  —  -  —  wählt.    Denn  man  hat 
71     m 


2 


0 


cos  0«  r/a- 


(wi  cos  »*  +  n  sin  »^f 


Vi 


//(tang«") 
/    (i+^tang*.)" 


2 


TT 


/ 

0 


sin  9*  dd^ 


{m  cos  d*  +  «  sin  -ö"^) 


'"   V( 


d  {coig  9) 


J    (.+  %otg^)' 


Setzt  man  folglich  nach  einander  tang  ^  =*  x  und  cotang  d  =  x,  so 
erhält  man  die  Beziehungen 


J 
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(1  — Ä*)coB'&«rf^  n  l~d« 


0 

(1  — «2)8ind»rffl'  TT  1  — f« 


•— iT  > 


u 

mithin  wird 

1 


u 


Dass    übrigens  diese  den  Oetanten  des  Ellipsoides  dar- 
stellende Formel    durch  die  Substitution  —  =  v   die   früher 

u 

gefundene  Gestalt 


00 


^^aP«    /Tlr^*  .L-lr"**!  u»  du  _ 

unmittelbar  annimmt^  bedarf  keiner  Auseinandersetzung. 

IIL     Wenn  wir  den  Ideengang,  welchen  wir  im  vorigen 
Paragraphen  bei  der  Reduction  des  Doppelintegrales 


n 

T  CO 


0  0       \       »«       /  f     m 


r(2) 


/8m_^«jrfd  1       /* dx .    n  Vn 

0  ü         \        n  **  / 

Bei  Anwendung  der  theilweiscn  Integration  dagegen  beachte  man 
die  Kecorsionsformel 

/dx        1  X  „i^"  —  ^    i  ^^ 
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iunehielteu^   seines   geometrischen  Gewandes  entkleiden,  so 
lässt  er  sich  kurz  wie  folgt  charakterisiren. 

Statt  der  Variabein  x,  y  führen  wir  eine  neue  Veränder- 
liche 


1.  u 


"  -(f)'-(i)' 


ein,  betrachten  diese  für  den  Augenblick  als  constant  und 
ermitteln  den  Werth  des  Integrales  ff  dx  efy,  indem  wir  den 
Veränderlichen  Xy  y  alle  Werthe  beilegen,  welche  der  Un- 
gleichheit 

2.  «^  -  1  >  {u^  -  8^)  5  +  («^  -  f»)  Jl- 

genügen.  Offenbar  ist  dieselbe  mit  der  ursprünglichen 
l>f-j   +(|-)   nicht  im  Widerspruch,  weil  die  Verhältnisse 

M«  —  (¥«      M«  —  «« 


M«  —  1  '     M*  —  1 

beide  die  Eins  überschreiten.  Auf  die  angedeutete  Weise  ge- 
winnen wir  ein  durch  die  Grössen  t/,  d,  £  ausgedrücktes  Inte- 
gral, das  wir  durch  U=F(u)  bezeichnen  wollen.  Lassen 
wir  nun  die  Grösse  u  in  u  -\-  du  übergehen,  ermitteln  als- 
dann den  Werth  des  Integrales  ff  dx  dy  für  die  Werthe  von 
X,  y,  welche  aus  der  Bedingung  2.  sich  ergeben,  sofern  in 
dieser  u  -\-  du  statt  u  gesetzt  wird  und  ziehen  endlich  von 
dem  erhaltenen  Resultat«  das  dem  ursprünglichen  u  entspre- 
chende ab;  so  erhalten   wir  augenscheinlich  das  Differential 

d      ^"  ^^^  Function  I'\u),  d.  h.  den  Inbegriff  der  Werthe, 

welche  die  Function  dx  dy  in  dem  vorgelegten  Doppelinte- 
grale annimmt,  sofern  die  Veränderlichen  .r,  y  mit  u  durch 
die  Gleichung  1.  verbunden  sind  und   u  von  k  bis  ti  -|-  du 
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aich  bewegt.     Daraus  aber  folgt  sogleich  weiter^  dass  in  dem 
Integrale  nach  u  das  Product  u  ---—  du  an  die  Stelle  von 


du 


in  dem  zu  behandelnden  Doppelintegrale  S  tritt.  Und  da 
nun  dieses  über  alle  Werthe  von  Xj  y  auszudehnen  ist;  welche 
der  in  die  beiden  Bedingungen 

0- ©■+(!)' »»^•-©'+6-)' 

immer  zerlegbaren  Ungleichheit 

■>(:)'+©■ 

Genüge  leisten,  so  wird  das  der  Variabelu  u  entsprechend«? 
Integrationsintervall  durch  die  Werthe  von  w  =  1  bis  u  ==  X) 
angezeigt.     Man  hat  demnach  das  Theorem 

welches,  wie  wir  später  sehen  werden,  unmittelbar  die  Er- 
weiterung auf  ähnlich  gebaute  vielfache  Integrale  zulässt. 

§.  158.  -^ 

RedaetioH  der  Doppelintegrale  f  f  9  {ax^  +  hy^)  a^^  iß~^  dx  dy 

0    Ü 

auf  eine  einfache  bestimmte  Integrrale*)« 

Die   über    die   Oberflächenbestimmung   des    dreiachsigen 
Ellipsoides  angestellten  Betrachtungen  haben   uns  an  einem 

*)  Vergl.  Raabe.  Crelle's  Journal.  Bd.  37.  S.  346ff.  Die  von 
ßaabe  entwickelten  gegenseitigen  Beziehungen  dieser ,  sowie  die  Be- 
trachtung der  Doppelintegrale 

/oo  4"  * 
/  tp  (ax*^  ±  hy*" )  x^-'  y^-^  dx  dy 


—  CO   —  ao 


unterdrücken  wir,  weil  die  sich  ergebenden  Formeln  nach  unserm  Dafür 
halten  nur  ein  mehr  secundäros  Interesse  beanspruchen. 
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sehr  wichtigen  Beispiele  gezeigt^  dass  unter  Umstanden  die 
Untersuchung  eines  gegebenen  Doppelintegrales  als  beendet 
angesehen  werden  kann^  wenn  die  Reduction  desselben  auf 
einfache  Integrale  gelungen  ist.  In  der  That  bildet  nun  in 
der  Mehrzahl  der  Fälle  nicht  bloss  bei  den  Doppelintegralen, 
sondern  auch  bei  den  vielfachen  Integralen  gerade  eine  der- 
artige Reduction  das  Endziel  der  zu  führenden  Rechnungen. 
Es  entspricht  dies  ganz  dem  Geiste  jeder  wissenschaftlichen 
Untersuchung;  jedes  Problem  ist  immer  als  gelöst  zu  betrach- 
teu;  sofern  sein  Zusammenhang  mit  möglichst  einfachen,  aus 
vorangegangenen  Betrachtungen  schon  bekannten,  oder  doch 
wenigstens  einer  niederen  Stufe  der  wissenschaftlichen  Ent- 
wicklung angehörigen  und  ebendesswegen  dem  menschlichen 
Geiste  übersichtlicheren  Elementen  klar  erkannt  ist.  In  die- 
sem Sinne  nun  wollen  wir  uns  gegenwärtig  mit  den  beiden 
Doppelintegralen 


X>    00 


f  f  fp{<nx^  +  by*')  x^'^  y^-^  dx  dy 

bcschäftigon.  Dabei  setzen  wir  die  Constanten  wi,  n,  a,  hy  p,  (§ 
als  positive,  durch  die  nachfolgende  Betrachtung  aber  noch 
näher  zu  bestimmende  Grössen  voraus^  und  ^>  betrachten  wir 
als  eine  solche  beliebige  Function  von  ax*^  +  ^y",  fiir  welche 
die  Integrale  nicht  sinnlos  werden. 

Die   obigen  Integrale  lassen    sich   als  Folgerungen   der 
einfacheren  Integrale 


00     OO  OO    00 


u  =  J  J ^{x^^  +  y")  dx  dy  und  v  =  f  fq>{:t^  —  y*)  dx  dy 

0    0  0     0 

ansehen,  in  denen  m,  n  und  die  Function  (p  der  Argumente 
.r*"  -\-  y",  x*^  —  y"  den  vorhingenannten  Angaben  gemäss  zu 
wählen  sind. 

Wir  behandeln  zunächst  das  Integral  u.  Ersetzen  wir 
die  Veränderlichen  x  und  y  durch  zwei  neue  y,^,  welche 
mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

X"'  =  y^  cos  %'^y  y"  =  y^  sin  0-' 

vorlmnden    sind,    so  ergiebt  sich   vorerst  durch   Elimination 

von  y 

a:'"  sin  -^^  __  yn  <.„s  %^^  =  0; 
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mithin  wird,  wenn  man  die  Grenzen  von  d^  nach  denen  von  x 

bestimmt,  für  x  =  0  ^  =  —,  und  für  x  ==  <x>  erwirbt  d"  den 

Werth  0.  Daraus  aber  folgt  weiter,  dass  y  ebenfalls  von  0 
bis  oo  sich  bewegen  muss,  wenn  y  dieses  Intervall  durch- 
läuft. Nun  ist  den  in  §.  138.  und  §.  140.  gegebenen  Lehren 
zufolge 

dxdy        docdy 4   y  sin -ö*  cos  ^  4    y  sin  ^  cos  ^ 

2         2^  2  2^ 

4   y8infl'COsfl'(y«cosO*  +  y«8in^«)     w'^«  jvw     •     ^.n 

m  n  y*  cos  v^  y*  sm  9^  ' 

2       2  2  2 

—  +  '  —1  — -1  -  -  1 

= y  sin-o'         cos '9'        , 

und  demnach  wird  u  in  folgender  Gestalt  jetzt  erscheinen 


OD  2 


/•  2         2  /^  2  2 

U  0 

d.  g.  mit  Beachtung  der  in  §.  106.  benutzten  Formel 


2 

1-1        1-1 

sind"      cos»"      d» 


/  sin  *"      cos »"      rf»  =  ^      'T'/i      i\ 
und  der  Gleichung  r{a-\-l)  =  a  F(fl) 


lU'i) 


0 


Aus  dieser  Formel  aber  lässt  sich  ohne  Mühe  eine  allgemei- 
nere ReductioDSgleichung  erzielen,  sofern  man  in  dem  Doppel- 
integrale u  zuvorderst  x  =  x^  j/ä  und  y  =  y,^  j/b  substi- 
tuirt,  wo  die  von  Null  verschiedenen  Constanten  fi,  b,  p,  q 
positiv  sind,  und  wenn  man  überdies  nach  geschehener  Re- 
duction  statt  der  Constanten  m  und  n  bezüglich   die  andern 
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-  und   —     schreibt     und    schliesslich     in     dem 
p  p 

rechts  y^  durch  y  ersetzt.     So  nämlich  erhält  man  die 
Ziehung 

P.  /  /  q>{ax'^  +  bt/")  xP^^  tß-^  dx  dy 


11" 

.  'mm 


oo 


«•   j.» 


«•"  h 


rii^i) 


/" 


Tu  ähnlicher  Weise  wie  vorhin  führen  wir  jetzt  das  Inte- 
gral V  auf  ein  Product  von  Gammafunctionen  in  ein  einfacbes 
Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  zurilck.  Wir  bi*- 
nutzen  dazu  die  Substitutionen 

^         y  C08  &^       „        y  sin  -O"* 

vermöge  deren  wir  vorerst  die  Grenzen  der  neuen  Veränder- 
lichen y  und  d"  festzusetzen  haben.  In  dieser  Hinsicht  uuii 
wollen  wir  das  Intervall  von  d^  nach  dem  von  x  bestimmen. 
Wird  zu  dem  Behuf e  y  eliminirt,  so  kommt 

und  folglich  wird  für  x  =  0  und  a*  =  oo  wegen  des  positiven 
ij  und  der  ebenfalls  positiven  Zahlen  m  und  w  die  Veränder- 
liche d^  bezüglich  die  Werthe  -|  und  0  erwerben.  Daraus 
ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Gleichung 

8in  9 

(lass  der  der  untern  Grenze  //  =  0  entsprechende  Werth  von 
y  ebenfalls  0  heisst.  Die  obere  Grenze  von  y  hingegen  er- 
hält einen  verschiedenen  Werth,  je  nachdem  nämlich  d  vou 

^  bis  0,  oder  von   ^   bis   ^  sich  bewegt.     Im  erstem  Falle 

wird  für  y  =  oo  auch  y  =  ex»,  im  letztern  Falle  dagegen  ent- 
spricht (h»r  Grenze  //  =  oo   der  Werth   y  =  -    cx).     Nennen 
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wk  daher  fQr  den  Augenblick   die  Grösse  ||^  |^  —  |^  || 

<7v    0  y  Oy    0  V 

kurz  ^,  so  wird  v  die  Form  besitzen 


2  _-  00 

0  n  0 


^  =y  ^^y  dy^.q>  (y)  ^fd^f'dy  J  .  <jp(y). 


Weil  nun  aber 

y       sin  2 'S-  2  cos  ©•*  —  cos  2  d  sin  -ö"* 


J  = 


f^sc*"^^  COä  2 d^  COS  2^  C0B2'a'     ny*^* 

y      sin  2d  2  sin  d*  —  cos  2d  cos  <0*        1 


+  -^1 


ny-   -  cos2^  cos  2^  cos2d|;,aj»«— 1 

y  sin  2^  (4  sin  d*  cos  &*  —  cos  2  d) 

wf «  j?"^^  y**^^  cos  2d  (cos  2fl'j* 

2  2 

2_  ;::■+"»"*  cos »'"      sin # ^* 

(cos  2  «■)  "•      " 

80  entspringt  mit  Beachtimg  der  in  §.  5.  unter  4.  gegebenen 
Sätze  leicht  die  Relation 

4  oo 

/•  1-1  1^1       /•l.l        , 

2      /waCos-ö*"*        sin«-"  /     m'^H^^       ,., 


C0B2'& 

0 

4  00 

2 


*^  cos  2^*"       "        ^ 

0  0 

Diese  Beziehung  lässt  sich  übersichtlicher  darstellen;  wenn 
man  cos  2'9"  =  t37ö^  setzt;   denn  dadurch  geben  sich,  wenn 

-    -) <  1  angenommen  wird,  die  beiden  Integrale  nach  % 

als  Eüler'sche  Integrale  der  ersten  Gattung  zu  erkennen;  in- 
dem nach  einigen  leichten  Rechnungen  die  Gleichungen  ent- 
springen 

MsTXB,  bratimmte  Integrale.  83 
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2 
m 


dd' 


0 


1  1 

cös  9^        gin^* 

i-  +  ^      " 

C082«^        " 


(1  +  ^) 


und 


4 


m 


00 

«    1 


dd^ 


—  1  1 

sin  -ö-*"       cos  d  " 


1 


COB  2  d*         * 


r  -'  - 1 

mn  I  I  —  i. 


y/i  M 


Da  nun  aber        H <  1 ,    so  bezeichnen  —  und        echte 

in      *      n  '  Tfi  n 

Brüche  und  folglich  wird  vermöge  der  bekannten  Gleichung 

r(«)r(i-«)  =  .J_,  o<«<i 


Bin  a  n 


mn-'-id 


n 


rmiH 


Das  Doppelintegral  v  ist  daher  iu  folgender  Form  darstellbir 


CO 


oo 


X 


sin  ij  y"  "^  "      '  ^(y)rfy+sin|y  y-  "^  "      '  y(_y)dy 
0  0 
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Benutzt  man  nun  aber  die  bei  dem  Integrale  u  61.  I.  ange- 
gebene Substitution ,  wobei  freilich  jetzt  zu  beachten  ist,  dass  die 

dortigen  Grössen  -  und  —  hier  der  Bedingung  —  +  -   <  1 

genügen  müssen;    so  erhält  man  die  allgemeinere  Gleichung 

.    mm 


00       QO 


</• 


q){ax^ — bt/'')xP-'^t/^-^dxdf/= — 


0 

00  *  OD 


a'JT{^H)'^^{^  +  ^)^ 


XI  sin^^ 


\^  I  y"     "      9(r)dY  +  sin^J"  /  y*"      "       (p{-y)  dy 


0  0 


IL  Kapitel. 

Die  vielfachen  Integrale  im  Allgemeinen  und  das  Problem 

der  Attraotion  der  EUipsoide. 

§.  159. 
Definition  der  yielfachen  Integrale.   Allgemeine  Bemerkungen. 

Wenn  m^n  die  in  §.  15.  gegebene  Erklärung  eines  Dop- 
pelintegrales mit  einiger  Aufmerksamkeit  betrachtet  ^  so  er- 
kennt man  unmittelbar;  dass  die  dort  gemachten  Bemerkungen 
sich  ohne  Mühe  auf  beliebig  viele ;  von  einander  unabhängige 
Veränderlichen  ausdehnen  lassen. 

In  der  That,  bezeichnet  f{x,  y,  z,  u;  .  .  .)  eine  von  n 
Yariabeln  z,  y,  z,  v,  .  .  ,  abhängig  veränderliche  Grösse,  in 
welcher  jede  der  Veränderlichen  x,  y,  z,  .  .  ,  in  Bezug  auf  die 
übrigen  die  Bolle  eines  Pai*ameters  spielt-,  so  wird,  wenn  wir 
vorerst  annehmen ,  dass  die  Function  /  in  Bezug  auf  x  zwi- 
schen den  Grenzen  a;  =  a  und  x  =  b  eine  einwerthige  und 
continuirliche  Function  ausdrückt,  das  Integral 

//(^,  !/,  ^}  w,  .  .  .)  dx 

im  Allgemeinen  eine  von  den  Parametern  y^  z^  u,  ...  ab- 
hängige Grösse  q){i/,  ZyU,  ,  .  .)  vorstellen.  Daraus  aber  folgt 
sogleich  wieder ;  dass  man  immer  das  neue  Integral 

88* 
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Jtpiy,  z,  w,  ...)«/y  =JäyJf{x,  y,  ^,  v,  . .  .)dx  =  ^(z,  u,  .  .  .) 


«  rt  ■« 


bilden  darf,   wenn  9)(y,  z,  w,  .  .  .)   von  y  ■=  a'  bis  y  =  d'  zu 

den  eindeutigen  und  stetigen  Functionen  von  y  gebort,    und 

da  nun  dieses  neue  Integral  im  Allgemeinen  wieder   Ton  z 

abhängt;  so  kann  man,  falls  ^(z,t/,...)  von  z^=iä'  \mz^=^V* 

einwerthig  und  stetig  ist,  die  Existenz  des  Integrales 

h"  h"      h'      b 

fjf{z,  «,  ,  .  .)  dz  =  Jdzjdyjdxfix,  y,  z,u,.  .  .) 


a  *t  H  *t 


behaupten.  Durch  fortgesetzte  Wiederholung  dieses  Processes 
gelangt  man  daher  schliesslich  zu  einem  vielfachen  Inte- 
grale von  der  Form 

6„_i  b"     h'      h 

j  dw  .,  'fdzfdyjl{x,y,z,uy,  ,,,tv)dx, 


^n—i  a         a         a 


das,  weil  n  die  Anzahl  der  unabhängig  veränderlichen  Grossem 
bedeuten  soll,  mit  dem  Namen  eines  n-fachen  Integrales  be- 
legt wird*). 

Wie  man  sieht,  hätte  die  Ordnung  der  Integrationen  auch 
mehrfach  abgeändert  werden  können,  wodurch  man  za  einem 
scheinbar  ganz  verschiedenen  Resultate  gelangt  wäre.  Allein 
man  sieht  auch  hier  wieder  gestützt  auf  das  in  §.  15.  be- 
wiesene Theorem  ohne  Schwierigkeit  mittelst  vollständiger  In- 
duction  ein,  dass,  wenn  sämmtliche  Grenzen  des  Integrales 
constant  sind,  die  Ordnung  der  auszuführenden  Integration 
beliebig  ist.  Bei  veränderlichen  Grenzen  hingegen  darf  im 
Allgemeinen  ein  Abweichen  von  der  einmal  vorgeschriebenen 
Integrationsordnuug  nicht  eintreten. 

Erleidet  die  Function  unter  den  Zeichen  der  Integrationen 
eine  unendliche  Discontinuität  oder  treten  unendliche  Inte- 
grationsgrenzen auf,  so  ist  natürlich  auch  hier  vorher  zu  unte^ 
suchen,  ob  das  Integral  nicht  sinnlos  wird.  Die  Mittel  dazu 
sind  wieder  die  früher  gelehrten.    Und  namentlich  verdient 


*)  Ein    n-facheH    Integral    werden    wir    oft    abkürzend    wie    folgt 
öchreiben : 

(«) 

l'f{Xy  ;/,...,  m;)  (Ix  dy     .  .  dw     odor     (n)ff{x^  y^.,.)dxdif... 
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auch  hier  der  Matimum-MiDimum-Satz  besondere  Erwähnung; 
denn  dass  derselbe  ebenfalls  bei  vielfachen  Integralen  Statt 
findet,  lässt  sich  leicht  in  einer  der  in  §.  6.  angesjiellten  Be- 
trachtung ganz  analogen  Weise  zeigen. 

Sei  nämlich  /"(a;,  y,  z,  .  .  .)  in  das  Product  der  beiden 
Functionen  fp(x,  y,  z, .  ,  .)  und  ^(oj,  t/,Zf...)  zerlegbar,  von 
denen  die  eine,  q){Xf  y,  z,  .  ,  ,)  z.  6.,  innerhalb  der  vorge- 
schriebenen Integrationsintervalle  x=a,  a;=^;  y^^\  y=^'j  ••• 
niemals  das  Zeichen  wechselt.  Die  Grossen  M  und  N  seien 
ferner  bezüglich  der  algebraisch  grösste  und  kleinste  Werth 
von  allen  Maximis  und  Minimis,  welche  der  andere  Factor 
if(x^y,z,,  .  .)  innerhalb  der  Grenzen  (a,  b) ;  (a',  ö'),  .  .  .  an- 
nehmen wird. 

Alsdann  müssen  offenbar  die  beiden  Differenzen 

^M —  ^(x,  y,  Zj  .  ,  .)     und     ^(o:,  y ,  z,  .  ,  ,)  —  iV 
stets  positiv  sein  und  sonach  auch  die  Producte 

[M—  tl;{x,  y,  z,  ,  .  .)]  (p(x,  y,z,,.  .) 
und 

[^(^;  y,  z,  .  .  .)  —  ^]  9>i'^7  y,  ^7  '  ") 
immer  das  nämliche  Zeichen  führen.    Bildet  man  nun  die  In- 
tegrale 

*  *' 

//.  .  .  [M  --  tlf{x,  y,  z,  .  .  .)]  q)(x,  y,  z,  .  .  .)  dx  dy^dz  .  .  . 
« <(' 

und 

//.  .  .  [i;{Xy  y,  z,  .  ,  .)  —  iVj  ^(.r,  y,  z,  .  .  .)  dx  dy  dz  ,  ,  ., 


U    •( 


beachtet  dann  weiter,  dass  den  in  §.  5,  1.  gegebenen  Lehren 
zufolge  durch  Ausführung  der  einzelnen  Integrationen  stets 
neue  Integrale  entstehen,  deren  Vorzeichen  bei  der  Integration 
nach  der  jedesmal  folgenden  Veränderlichen  innerhalb  der 
entsprechenden  Grenzen  unzweideutig  bestimmt  sind  und  er- 
wägt endlich,  dass  die  unter  2.  und  3.  §.  5.  bewiesenen  Sätze 
auch  hier  Geltung  besitzen:  so  erkennt  man  ohne  Weiteres  die 
Richtigkeit  unserer  obigen  Behauptung. 

Nicht  unerwähnt  möge  ferner  die  Bemerkung  bleiben,  dass 
die  Differentiation  nach  einem  Parameter  u.  s.  w.  auch  bei 
vielfachen  Integralen  gestattet  ist.    Selbstverständlich  dürfen 
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dabei  die  für  die  Anwendung  dieser  Operatiouen  nothwendigen 
Bedingungen ,  wie  sie  aus  der  Lehie  vom  einfachen  Integrale 
leicht  abstrahirt  werden  können,  niclit  ausser  Acht  gelassen 
werden. 

Endlich  noch  wollen  wir  die  Bemerkung  nicht  anter' 
drücken,  dass  der  äusserst  wichtige  Satz  von  der  Zerleguu;; 
eines  Integrales  in  Th eilintegrale  auch  auf  vielfache  Integrali.- 
sich  ausdehnen  lässt.  Der  Beweis  selbst  erfordert  nur  eiue 
wiederholte  Anwendung  der  in  §.  5,  unter  6.  geführten  Unter- 
suchung; thatsäcblich  haben  wir  übrigens  von  diesem  Satze 
schon  bei  deu  Doppelintegralen  Gebrauch  gemacht*). 


§.  160. 
Geometrische  Beilentnn;;  der  drcITactien  Integrale« 

Wenn  mau  bei  einem  vielfachen  Integrale  die'Auzahl  der 
von  einander  unabhängigen  Variabein  auf  drei  reducirt,  also 
speciell  ein  sogenanntes  dreifaches  Integral  betrachtet;  ao 
lässt  sich  diesem,  wie  schon  aus  den  Elementen  der  Integral- 
rechnung bekannt  ist,  mit  der  grössten  Leichtigkeit  eine  räum- 
liche Bedeutung  beilegen.  In  der  That,  die  in  den  Paragraphen 
144.  und  145.  gepflogene  Untersuchung  liat  uus  gelehrt,  Aaet 
der  dort  näher  beschriebene  körperliche  Kaum  f  bei  Voraus- 
setzung eines  orthogonalen  Coordinatensystems  durch  das  Dop- 
pelintegral 

l-=fdxJ(Z~z„)d!, 

sich  darstellen  lässt.  Da  uun  aber  Z  —  z^  als  das  Resultat 
einer  zwischen  den  Grenzen  z  ^  z^  und  :  ^  Z  vollzogenen 
Integration    angesehen    werden    kann,     so    darf    man    auch 

schreiben : 


=///. 


dx  dy  dx. 

Und  weil  anderseits  l'dieGrenze  des  Ausdruckes  2üixiJs/(Z — ig) 
vorstellt  und  ebenso  Z  —  Srn  d.  h.  fdz  mit  lim  ^T^t  iden- 


///. 
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tisch  ist;  so  wird  man  offenbar  auch  folgende  Grenzgleichung 
bilden  können: 

dx  dy  dx  =  lim  ZZZ  Jx  ^y  Jz{=  lim  EJx/iyJz). 

*o  3fe  *o 

Das  dreifache  Integral  erscheint  mithin  hiernach  als  der  In- 
begriff der  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Parallelepipeden 
dx  dy  dZy  welche  man  erhält^  wenn  man  parallel  mit  jeder 
der  Coordinatenebenen  den  zu  berechnenden  körperlichen  Raum 
ohne  Aufhören  durch  Ebenen  in  Elemente  sich  zerschnitten 
denkt. 

Das  soeben  betrachtete  Integral  kann  augenscheinlich 
nicht  als  der  Repräsentant  der  allgemeinsten  Form  eines  drei- 
fachen Integrales  angesehen  werden.  Diese  ergiebt  sich  viel- 
mehr, wenn  man  annimmt,  dass  jeder  Punkt  des  unendlichen 
Raumes  noch  mit  einem  Factor  f{xj  y^  z)  behaftet  ist,  dass 
also  diese  Gleichung  besteht 

X  r z' 

J  J  J  dx  dy  dz  =  lim  Z!f{x,  y,  z)  Jx  dy  dz. 

Nach  mechanischen  Principien  gedeutet  stellt  alsdann  der 
Factor  fix^y^z)  die  an  der  jedesmaligen  Raumstelle  (o;,  y,  z) 
Statt  findende  Dichtigkeit  vor,  und  folglich  repräsentirt  nun- 
mehr das  dreifache  Integral  die  in  dem  Volumen  V  enthaltene 
Masse. 

Von  andern  als  den  vorhin  benutzten  rechtwinkligen 
Coordinaten  werden  bei  den  Anwendungen  der  Infinitesimal- 
rechnung bekanntlich  am  häufigsten  die  räumlichen  Polar- 
coordinaten  in  Betracht  gezogen.  Mit  wenigen  Worten  wollen 
wir  daher  jetzt  die  alsdann  Statt  habende  Form  des  dreifachen 
Integrales  uns  zu  vergegenwärtigen  suchen.  Zu  dem  Behufe 
stelle  Y  A  X  A\Q  Polarebene,  A  X  die  Polarachse  und  A  den 
Pol  des  Coordinatensystems  vor.  Den  vom  Pol  nach  irgend 
einem  Raumpunkte  gezogenen  Radiusvector  ferner  wollen  wir 
mit  q  bezeichnen,  den  von  ihm  und  der  Polarachse  gebildeten 
Winkel  %^  nennen  und  unter  ^  den  Winkel  verstehen,  welchen 
die  durch  q  und  A  X  gelegte  Ebene  mit  der  Polarebene  ein- 
schliesst.  Alsdann  gelten  augenscheinlich  die  nachstehenden 
Gleichungen 

A(h=q^o^% ^  PO  =  il/0cos9)=(>sin'9'cosy,  M P=Q9in^mi(pj 
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in  welchen  man  den  in  §.  Iö2.  gemachten  Bemerkungen  ge- 
mäss Q  von  0  bis  -f-  <^;  ^  ^on  0  bis  ;r  und  (p  endlich  toü 
0  bis  2 TT  wählen  wird*). 

Fig.  17. 


Lasseh  wir  nun  die  irgend  einen  Punkt  A/  bestimmenden 
Veränderlichen  q,^,  <p  beziehungsweise  in  p  +  i/p,  ^  -f"  ^^» 
q)  -\-  dq)  übergehen  y  so  legen  die  Durchschnitte  der  ihnen  ent" 
sprechenden  geometrischen  Gebilde  mit.  den  ursprünglichen 
ein  Körperelement  fest,  das  zwar  krummflächig  ist,  jedoch 
wegen  der  unendlich  kleinen  Zunahmen  von  p,  0-,  <p  als  ein 
rechtwinkliges  Parallelepiped  vorgestellt  werden  darf,  dessen 
Kanten  dQ,  q  sind"  d<p,  (fd%^  heissen  und  dessen  Inhalt  dem- 
nach die  Grösse  q^  sin  d"  dg  d%'  dq)  besitzt.  Durch  Summation 
sämmtlicher  in  einem  irgendwie  begrenzten  Ilaimie  V  ent- 
haltenen Elemente  gewinnen  wir  daher  das  dreifache  Integral 

r  =  fffg^  sin  &  d&  dq)  dQ. 

Und  setzen  wir  nun  hierbei  voraus,  dass  der  Pol  A  im  Innern 
des  Volumens  V  sich  befindet  und  dass  der  Endwerth  von  g 
r  heisst;  wo  r  eine  I<\inction  von  -ö*  und  q)  ausdrückt;  so  er- 
halten wir  die  Beziehung 

V  =fd»f'dq)fQ^  sin  ^  dQ  =  ^fdd^K^  sin  d  dq). 

Ü  U  «  *   0  0 


*;  Würde  man  den  Bogen  &  von  0  his  2n  und  demnacli  q>  von 
0  bis  IC  sich  bewegen  lasHen ,  so  hätte  man  dem  Körpcrelement  biüd  dos 
Zeichen  plus,  bald  das  Zeichen  minus  beizulegen. 
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liegt  dagegen  der  Pol  ausserhalb  des  Yolumes  V,  so  hat  man; 
wenn  r^  und  r  die  Punkte  bezeichnen,  in  denen  der  Radius- 
vector  Q  die  den  Körper  V  begrenzende  Oberfläche  schneidet, 
in  Bezog  auf  q  von  (>  =  r^  bis  p  =  r  zu  integriren.  Die  In- 
tegration nach  ^  hingegen  wird  sich  von  d'  =  d-^  bis  -9-  =  d-j 
erstrecken,  wenn  d-^  und  d-^  die  Grenzwerthe  von  d"  heissen 
und  die  offenbar  Functionen  von  tp  ausdrücken.  Das  auf  q> 
bezügliche  Integrationsintervall  endlich  wird  durch  die  Grössen 
q>Q  und  <p,  angedeutet  werden,  wenn  diese  die  beiden  den 
Körper  V  begrenzenden  äussersten  Ebenen  bestimmen.  Man 
hat  also  jetzt  die  Gleichung 

V  =fd(pfd&fQ'^  sin  f^dQ  =  ^/dq)j\r^  -  r^^)  sin  ^  d». 

Wie  oben  bei  den  rechtwinkligen  Coordinaten,  wird  auch  hier 
in  gewissen  Fällen  noch  eine  Function  /"(p,  ^,  q>)  mit  dem 
Raumelement  r^  sind'  d&  dg)  dQ  multiplicirt  sein. 


Attraction  eines  homogenen  BUipsoides  auf  einen  Punkt. 

§.  161. 
Toreriun  crnngen« 

Ausser  geometrischen  Fragen  sind  es  namentlich  physi- 
kalische Probleme,  denen  nicht  bloss  die  Integralrechnung 
überhaupt,  sondern  auch  ihr  besonderer  Theil,  die  Theorie  der 
bestimmten  Integrale,  den  Anstossr  zur  Entwicklung  mehrerer 
ihrer  schönsten  Resultate  verdankt.  So  hat  z.  B.  das  Problem 
von  den  schwingenden  Saiten  den  ersten  Anstoss  zur  Bildung 
der  trigonometrischen  Reihen  gegeben ,  durch  die  dann  einer- 
seits Fourier,  der  Entdecker  ihrer  wahren  Natur,  vermöge 
deren  sie  zur  Darstellung  ganz  willkürlicher  Functionen  inner- 
halb gegebener  Grenzen  geeignet  sind,  auf  die  ungemein 
wichtigen,  nach  ihm  benannten  Doppelintegrale  geführt  wurde 
und  die  anderseits  für  Dirichlet  die  Veranlassung  geworden 
sind  zur  Entwicklung  jener  äusserst  eleganten  und  frucht- 
baren Theoreme  über  die  Grenzwerthe,  welche  gewisse  be- 
sjbimmte  Integrale  annehmen ,  wenn  ein  in  diesen  enthaltener 
Parameter  bis  ins  Unendliche  wächst.    Durch  Dirichlet's  Be=- 
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scLäftiguiig  mit  physikaligcheii  Problemen  wurde  ferner  für 
lue  Theorie  der  beBtimmten  Integrale  eine  neue  Methode  zur 
Reduction  vielfacher  Integrale  gewonnen,  deren  Wesen  wir 
später  auseinandei'setzen  imd  mit  deren  Hülfe  wir  nach  Dirich- 
let'a  Vorgange  ein  von  ihm  entdecktes  Theorem  über  ein  viel- 
faches Integral  eutwickeLu  werden,  das  durch  seine  Eleganz 
nnd  ausserordentliche  F'ruchtbarkeit  für  weitere  FolgerungeB 
sich  auszeicitnet,  Auch  das  berQlimte  Problem  der  Ättraction 
homogener  EUipsoide,  mit  dem  wir  uns  jetzt  zu  beschäftigen 
gedenken,  iat  nicht  ohne  Bedeutung  für  die  Theorie  der  be- 
Btimmten Integrale;  wir  werdeu  sehen,  dass  die  Bestimmung 
der  Anziehung,  welche  ein  in  endlicher  Entl'emung  befind- 
licher Punkt  von  einem  homogenen  Ellipsoide  erleidet,  die 
Ermittlung  eines  dreifachen  Integrales  erfordert,  dessen  Re- 
duction auf  ein  Doppelintegral  zwar  leicht,  dessen  weitere 
Behandlung  aber  mit  nicht  unerheblichen  Schwierigkeiten  ver- 
knüpft ist.  Um  ein  klares  Verständniss  der  uns  gestellten 
Aufgabe  zu  erzielen,  halten  wir  die  Mittheilung  einiger  der 
Hauptsätze,  auf  denen  die  Attractionstheorie  beruht,  fSr  sehr 
zweckmässig. 

Seien  desshalb  m  und  m'  die  Massen  zweier  materiellen 
Pimkte,  deren  Entfernung  r  heissen  möge;  die  Grösse  der 
Anziehung,  welche  irgend  zwei  Masseneinbeiten  in  der  Ent- 
fernung r  aufeinander  ausüben,  sei  ferner  irgend  eine  Function 
^{r)  dieser  Distanz,  und  endlich  drücke  mm'fp(r)  das  Gesetz 
aus,  nach  welchem  die  gegenseitige  Anziehung  der  beiden 
Massen  m  und  m'  erfolgt*}.    Dies  vorausgesetzt,   denken  wir 


*]  Für  das  Newton'Bche  Ättractdoiugesets  würde  man  alao  den  Ao- 
druck  -""  haben,  wenn  die  Conatante  ■  die  in  der  Entfernung  I  iwi- 
Beben  zwei  Masseneinheiten  Statt  findende  Anziehung  ausdrückt;  fürdte 


pubidche  Anniohung  ferner  wikre  cp['')-=',.i  ■  Die 
nen  dabei  auch  bo  gewElblt  werden,  dass  h  den  Wertli  1  ethUt  ladec 
That,  die  Wirkung  zwiechen  den  in  der  Entferaung  i  beGodlielm 
MuBen  m  und  m'  wird  bei  Zugrundelegung  der  urBprimglichen  Mu»- 
eiubeit  tür  die  Kräfte  durch  »mm'  vorgestellt,  alHO  die  twiKbea  dam 

U"  Theile   der   Maastu  .,,   nntl   <«'   ivitkendf   Kraft   durch  *","  .    SeW 
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uns  eine  beliebige  Masse  M,  deren  Dichtigkeit  k  entweder 
constant^  oder  veränderlich  sein  kann^  und  einen  von  M  an- 
gezogenen Punkt;  der  die  Masse  m  besitzen  möge.  Bezeichnet 
nun  du  irgend  ein  Volumeuelement  der  anziehenden  Masse, 
also  kdu  die  Masse  desselben:  so  wird  dem  Vorhergehenden 
zufolge  die  Grösse  der  Wirkung  zwischen  du  und  dem  Punkte 
m  durch  den  Ausdruck  mkduq){r)  dargestellt.  Und  die  Ge- 
sammtanziehung;  welche  der  Punkt  m  von  der  Masse '^-  er- 
fahrt, werden  wir  in  der  zweckmässigsten  Weise  erzielen, 
wenn  wir  jede  Elementarwirkung  nach  drei  auf  einander  senk- 
recht stehenden  Achsen  uns  zerlegt  denken,  alle  derselben 
Goordinatenachse  parallelen  Elementarcomponenten  zu  einem 
Inbegriff  vereinigen  und  aus  den  so  gewonnenen  Seitenkräften 

X,  y,  Z  die  Resultante  B  vermöge  der  Formel  R=}/lP+Y^+P 
berechnen.  Nennen  wir  also  a,b,  c  die  senkrechten  Abstände 
des  Punktes  m  von  drei  sich  rechtwinklig  schneidenden  Ebenen, 
sowie  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Elementes  du  in  Bezug  auf 
das  gewählte  Achsensjstem ,  und  bezeichnen  wir  schliesslich 
mit  ky  II,  V  die  drei  Winkel,  welche  die  Verbindungsgerade  r 
des  Punktes  m  und  des  Elementes  du  mit  den  Coordinaten- 
achsen  bildet:  so  erhalten  wir  wegen 


% 


os  k  = 


X 


COS  ft 


y-b 


cos  V  = 


für  die  beziehungsweise  den  Achsen 
der  Xy  y,  z  parallelen  Componenten 
Xy  y,  Z  die  symmetrisch  geformten 
Ausdrücke  ^ 


Fig.  IH. 


9S 


in 


man  nun  m^^m'^^l  und  nimmt  y  ^^^  Maasseinheit  der  Masse,   so 
wird  die  Kraft  r,,  welche  also  im  Stande  ist,  der  alten  Masseneinheit 

während  einer  Zeiteinheit  die  Geschwindigkeit  75  raitzutheilen,  dem  X^^^ 

Theile  der  Masseneinheit  offenbar  eine  X  mal  so  grosse  Geschwindigkeit 
einprägen  können. 
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X  ^J'mkip{r)  ^  du,      r=  j'mktpif)  IL^L*  du, 


=    /  mk(p{r) 


'-^^du. 


Daraas  aber  fliesst  sofort^  dass  man  behufs  der  weitem 
Untersuchung  bloss  die  eine,  z.  B.  die  der  a;-Achse  parallele 
Seitenkraft  X  in  Betracht  zu  ziehen  braucht.  Auch  dies 
leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  wir  die  Masse  m  des  Punktes 
(a,b,  c)  immer  =  1  setzen  dürfen.  Ausser  diesen  Verein- 
fachungen werden  wir  noch  eine  andere  dadurch  gewinnen, 
dass  wir  die  anziehende  Masse  homogen,  also  die  Dichtig* 
keit  derselben  constant  und  zwar  =  1  voraussetzen.  Der  Aus- 
druck, mit  dessen  Untersuchung  wir  uns' jetzt  zu  beschäftigen 
haben,  heisst  demnach 


=  Jq>{r)^- 


oder,    weil    bei    einem    rechtwinkligen    Coordinatensysteme 
du  ==  dx  dy  dz  ist. 


sif- 


—  a 


q>(r)  dx  dy  dz. 


und  man  begreift  ohne  Weiteres,  dass  die  einzelnen  Interralle, 
innerhalb  deren  diese  drei  Integrationen  auszuführen  sind, 
durch  die  Begrenzung  der  anziehenden  Masse  M  bestimmt 
werden.  Selbstverständlich  kann  es  dabei  geschehen ,  daisl  in 
Folge  gewisser  Einbiegungen  der  die  Masse  Af  begrenzenden 
Fläche  das  dreifache  Integral  in  Theilintegrale  zu  zerfallen 
ist*). 

Beachtet  man  nun,  dass  für  r,  welches  immer  absolut 
genonii^^n  wird,  die  Gleichung  besteht 

r-^  =  {x-  ay  +  (y  -  by  +  (z  -  c)^ 

so  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Beziehung 

Cr  X  —  a 

dx  r       ' 

imd  foglich  wird 

.1=  j  j  j  9ir)  ~  dx  dy  dz. 

*•)  Vcrgl.  §.  135,  Schluss. 
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Den  in  §.11.  angestellten  Betrachtungen  zufolge  aber  existirt 
stets  eine  Function  /(r),  die  nach  r  derivirt  den  DiflFerential- 
quotienten  q){r)  besitzt.  Mit  Benutzung  dieses  Satzes  lässt 
sich  daher  Ä  in  folgender  Form  schreiben 

d.  g.,  weil  -^^  ^  mit  der  partiellen  Abgeleiteten  von  /(r) 
nach  X  gleichbedeutend  ist; 

Und  heissen  nun  x^  und  X2  die  Grenzen  des  lutegrales  nach  x, 
bezeichnen  dann  ferner  r,  und  r2  die  o;  =  x,  und  x  =^  x^ 
entsprechenden  Werthe  des  Radicals 

r^y^x  —  af  +  it/-  by  +  {z-  cy: 
so  reducirt  sich  wegen 


j 


~S^  ^"^  =  A»-*)  -  /-(r.) 


Ä  auf  das  Doppelintegral 

§.  162. 
Theorem  iTory's« 

Die  vorhin  gefundene  allgemeine  Gleichung  für  Ä  wollen 
wir  nunmehr  unter  der  Voraussetzung  einer  nähern  Betrach- 
tung unterwerfen ;  dass  die  Masse  M  die  Gestalt  eines  drei- 
achsigen EUipsoideS;  dessen  Halbachsen  cc,  ßyy  heissen  sollen^ 
besitzt  y  dass  also  der  Umfang  der  Integrationen  durch  die 
Ungleichheit 

r^pilirt  wird.  Dieser  Annahme  gemäss  haben  wir  mithin  zu- 
nächst die  Frage  zu  beantworten  ^  für  welche  Combinationen 
yz  das  Element  dxdydz  überhaupt  zu  einem  unendlich  dünnen 
Prisma  mit  der  Basis  dy  dz  durch  die  Integration  nach  x  sich 
erweitert  und  innerhalb  welcher  Grenzen  alsdann  das  x  sich 
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zu  bewegen  hat.  Geben  wir  zu  dem  Behufe  der  obigen  Un- 
gleichheit die  Form 

so  erkennen  wir  unmittelbar,  dass  Prismen  der  genannten  Art 
nur  existiren,  sofern  der  mit  a^  multiplicirte  Ausdruck  podtiT 

ist^  so  lange  also  |^  +  ^  nicht  grosser^  als  1   wird^  eine 

Bedingung^  die  wir  in  Zeichen  bekanntlich  durch 

6-)"+(f)"<i 

darstellen.      Und  da   nun   der    vorhergehenden  Ungleichheit 

zufolge  X  numerisch  den  Werth  x'  =  aj/ 1 — ^  —  ^  nicht 

überschreiten  darf,  so  liegt  dasselbe  augenscheinlich  zwischen 
x^  =  —  x'  und  0:2  =  +  x\  Diese  Werthe  nach  den  oben 
gegebenen  Vorschriften  in  das  zweifache  Integral  für  JC  ein- 
gesetzt machen  dasselbe  offenbar  von  den  sechs  Constanten 
S  ß}  y>  ^)  *;  ^  abhängig,  und  zwar  erscheinen  a,  b,  c,  welche 
die  Lage  des  angezogenen  Punktes  definiren,  sowie  a  bloss 
in  der  Function  /(r) ;  die  anderii  dagegen  zeigen  sich  ausser- 
dem noch  in  den  Grenzen  des  Doppelintegrales,  indem  die 
auf  y  und  z  bezüglichen  Integrationsintervalle  aus  der  Un- 
gleichheit 2.  zu  entwickeln  sind.  Diesen  letztern  Umstand 
können  wir  indess  sofort  beseitigen,  wenn  wir  statt  der 
Yariabeln  y  und  z  die  neuen  t  und  u,  welche  mit  jenen  durch 
die  Gleichungen  y  =s  ßt  und  ^  =  7/11  verbunden  sind,  sub- 
stituiren.     Dadurch  nämlich  verwandelt  sich  Ä  in  das  Integral 

Ä-^ßrffdtdu[f(r,)-f(r,)], 

dessen  Grenzen  der  Bedingung  ^^  -|-  «^  <  1  gemäss  za  be- 
stimmen sind.  Vermöge  der  angewendeten  Substitution  aber 
nehmen  x'  imd  r  die  Gestalt  an 

x'  =  a j/l—it  —  u^  r  =  yii  —  ay^Xßr—by  +  (yu  —  cY, 
und  daher  wird 

*  I 

y  1  +(y*-a»)«*+2aa^l -<*-«■•'  /' 
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wobei  die  obern  Zeichen  auf  r,,  die  untern  hingegen  auf  rj 
sich  beziehen.  Da  nun  mit  Ausnahme  von  ß  und  y  sämmt- 
liehe  Constanten  bloss  in  den  beiden  Argumenten  r^  und  Tj 
der  Function  f(r)  vorkommen;  so  muss  offenbar  das  Doppel- 
integral 

.        ffdtdu[nr,)-ar,)] 

unverändert  bleiben,  wenn  mit  der  Variation  der  Gonstanten 
eine  Aenderung  der  Werthe  von  r^  xmd  rj  nicht  verbunden 
ist.  Wäre  es  also  möglich,  sechs  neue  Constanten  a\  h\  c\ 
«',  Vy  y'  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichungen, 

3.  «2  ^  ^2  ^  ^2  ^  «2  =  ß'2  ^  J^'l  ^  ^'2  ^  a'2. 

4.  ««  =  «'«',   hß=^V  ß'j   cy  =  c' y  \ 

5.  /J2  _   «2  =  p  _  ^1^     yl    _    «2  =  y'2  _   a'2 

befriedigt  werden :  so  würde  zwischen  den  beiden  Constanten- 
gruppen  entsprechenden  Grössen  X  und  X'  die  einfache  Be- 
ziehung bestehen 


ß  ^  _  i'y 

O.  ^>    o'""~'5 


aus  der  wir  alsdann  ohne  Mühe  ein  wichtiges  Theorem  ent- 
wickeln könnten. 

Eine  derartige  Bestimmung  nun  ist  in  der  That  und 
zwar  nur  auf  eine  Weise  möglich.  Vermöge  der  in  4.  aus- 
gedrückten Gleichungen  nämlich  lässt  sich  Gleichung  3.  zu- 
nächst in  folgender  Form  schreiben 

und  hieraus  entspringt 

«-  -  «'  +  «^  -j/'  +  h-  ^}f  +  c^  '---^fi  =  0, 
d.  g.  mit  Berücksichtigung  der  Relationen  5.: 

Wie  man  sieht,  kann  dieser  Gleichung  durch  die  Annahme 
a'^  =  a^;  d.  h.  a'  =  a  Genüge  geleistet  werden.  Beachtet 
man  jedoch,  dass  durch  diese  Lösung  auch  die  übrigen  ge- 
strichenen Constanten  mit  den  ihnen  entsprechenden  ursprüng- 
lichen Grössen  zusammenfallen  würden:  so  ist  dieselbe  für 
uns  ohne  Bedeutung  und  bedarf  daher  keiner  Berücksichtigung. 


Daraus  aber  Siesst  sogleich  weiter,  tiass  die  Bestimmung  von 
K  und  somit  auch  —  wie  unmittelbar  aua  dem  blossen  An- 
blicke der  Gleich  11  j] gen  3. — 5.  erhellt  —  die  der  übrigeai 
CoDBtotiten  die  Auflösung  der  Gleichung 

„■.  +  ß'.  i-  y", 
erfordert.  Behufs  deren  Behandlung  ist  es  nun  zweckmässig, 
unter  den  Halbachsen  «,  ^,  y  des  gegebenen  Ellipsoidea  eine 
gewisse  Rangürduung  eintreten  zu  lassen,  und  zwar  empfiehlt 
sich  hier  wegen  der  Gleichungen  5.  die  folgende  k  <  /i  <  y. 
Setzen  wir  dauu  ferner  um  der  Kürze  willen 

1:=^'*  — ct''  =  <S^  und  j'^  —  K'=y '  —  «'*=(', 


1  = 


'-^„ 


und  daher  ist  a'*  die  Wurzel  einer  cubischen  Gl  eich  äug 
/"(«'')  =  0,  Oft'enbar  ergiebt  sich  dieselbe  sofort  durch  Be- 
seitigung der  Brtlclie,  indess  empfiehlt  sich  vorerst  noch  Jie 
Beibehaltung  der  vorhin  erlaugten  Form  der  Gleichung,  weil 
nmn  aus  ihr  ohne  Mühe  die  Natur  der  Wurzeln  erkennen 
kann.     Hetzen  wir  nämlich  für  den  Augenblick  a"^  '=  ij/  und 

~^  +^  +  i;rfä"«+^'=^t'''J=*^'  «»werden  die  bei- 
den Funetionalwerthe  /"(O)  und  /"(oo)  si^e&scheinlidi  «r- 
schiedene  VorKeichen  erwerben.  Die  gleiche  EigeuscJufl 
besitzt  somit  auch  die  Heite  F{p)  der  aus  /(tf')  zti  bildcndtüi 
i^ubischen  Gleichung,  und  daher  muss  diese  einem  bekanutcn 
Theoreme"')  zufolge  zwischen  den  Grenzen  U  und  co  wenig- 
äteus  eine  reelle  Wurzel  enthalten.  Nun  bezeichnet  aUir, 
so  lange  ^'  nicht  mit  Null  zusammeuTällt  oder  lun  ein  uu- 
endlich  Kleines  von  Null  abweicht,  /(.((•)  oifeubar  eine  ab- 
nehmende stetige  Functi 011  von  ij!,  mithin  muss,  wenn  t  rva. 
Null  bis  -j-  x>  sich  bewegt,  innerhalb  dieses  InterraUea  ein- 
mal und  nur  eiumal  ein  Werth  von  jl-  erscheinen,  der  /'(*) 
auf  Null  reducirt.  Gefunden  wird  dieser  Werth  von  V<  und 
demnach  auch  der  von  a  natürlich  durch  Auflösung  der  cu- 
bischeu  Gleichung  /"(((i)  =  U.**) 

",  Vergl.    Serrot,    Cours    d'algtLre   äup^rii-'iire.     3    Kilition,  t.  I., 
II.  aGa-2Q3, 

••)  Die  Iddeii  andern  Wurielii  von  A^»)  —  u  sind  nt[WtiT:  dwii 
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Ein  ganz  ähnliches  Verhalten^  wie  es  so  eben  für  die  * 
der  a:- Achse  parallele  Attractionscomponente  X  nachgewiesen 
ist;  zeigen  auch  die  beiden  Seitenkräfte  V  und  Z.  Betrachten 
wir  z.  B.  die  Componente  V,  so  erhalten. wir  durch  Inne- 
haltung des  früher  beschriebenen  Gedankenganges  zunächst 
die  Beziehung 

y  =  ffdxdz[nr,)-r{r,)], 
wo  r,  und  Tj  die  beiden  den  Substitutionen 

entsprechenden  Werthe  des  Radicals 

bezeichnen.  Schreiben  wir  nun  wieder  y  u  statt  z  und  ebenso 
a/  =  a:,  so  entspringt 

y=ayfjdidu[/'(r,)^r(r,)l 

''^l      V  {  ±2bß /r -  f' -  «2  J  ' 

Die  Beziehungen  3.  —  5.  gehen  daher  jetzt  in  die  folgenden 
über 

a^^b^^c^^ß^^=^'^^b"2+c^+P]  aa=a'a\bß^b'ß\ cy^dy'-, 

ans  denen  ganz  in  der  frühem  Weise  wieder  die  Gleichung 

1    _  ^^'    I       ^^'        I     .  ^' 

ermittelt  werden  kann.  Und  daher  schliesst  mau  nun  sofort^ 
dass  mit  dem  Beweise  der  Beziehung  X  :  X  =»  ßy  \  ß' y  zu- 
gleich die  Richtigkeit  der  Relationen 

*  Y :  r  =  ay  :  «>',   ZiZ  =  aß:aß^ 

dargethan  ist. 


setzt  mau  in  ['[tp)  statt  ip  nach  einander  —  ^  und  ^  —  ^,  sowie  —  ^ 
und  '8'  —  f<,  wo  ^  eine  unendlich  kleine  positive  Zahl  bedeutet;  so 
findet  sowohl  zwischen  den  Grenzen  —  ^  und  ^  —  ^,  als  auch  inner- 
halb des  Intervalls  ( —  -ö*.  ^  —  «*)  ein  Zeichenwechsel,  zwischen  den 
Grenzen  —  ^  und  —  -9"  —  ^«  hingegen  eine  Zeichenfolge  Statt.  Und 
daher  liegt  dem  oben  benutzten  Theoreme  zufolge  in  jedem  der  Inter- 
valle (0, — d^)  und  (0, — «')  eine  Wurzel  der  cubischen  Gleichung  F(^)=0. 

MsTER,  besiimmte  Integrale.  34 


Welch. 

sitzen  diese 

V  erschaffe  L , 

Kiehungeu 

1  = 


Bedeutung  aber,  so  tragGu  wir  jetzt  weiter,  he- 
Gleichuiigen?  Um  hierQber  Äufklänuig  uns  /.ii 
beachteu  wir  zunächst  die  oben  gefundenen  Ue- 


-Ä+S 


1  — : 


r+v+=;- 


Offenbar  sagen  dieselben,  dass  von  den  einander  entaprechen- 
den  Punkten  {«,  b,  c)  und  (a*,  />',  c'),  welche  correspon- 
direiide  Punkte  genannt  werden,  der  eratere  auf  der  Ober- 
fläche eines  mit  den  Halbachsen  tt,  ß',  y  cunstruirteu  EUip- 
soides  [«',  ß',  y],  der  letztere  hingegen  auf  der  Oberfläche  des 
gegebenen  EUipsoides  [a,  ß,  y]  sich  befindet.  Wegen  der 
Gleichungeu  5,  oder  —  was  dasselbe  ist  —  wegen  der  fol- 
genden «''  ^  n'  =^  ß"'  —  ß''  =^  y'^  —  y''  besitzen  die  Haupt- 
scbnitte  dieser  beiden  Ellipsoide  dieselben  Brennpunkte;  die 
Quadrate  ilirer  Halbachsen  nehmen  um  gleichviel  zu  oder  ab, 
und  folglich  uniachliesseu  die  Ellipsoide  einander.  Derartige 
Ellipsoide  nennt  man  confoeale  Ellipsoide.  Liegt  nun  dcT 
Punkt  (fl,  h,  c)  ausserhalb  des  EUipsoides  [a,  ß,  yj,  so  ist  der 
correspondirende  Punkt  {a',  b',  c")  in  Bezug  auf  das  mit  [a,  ß,  y\ 
confücale  Ellipsoid  [«',  ß',  j»)  ein  innerer  und  umgekehrt.  Die 
Frage  nach  der  Grösse  der  Attractiouscomponente  für  einen 
im  Innern  des  EUipsoides  gelegenen  Punkt  aber  war  früher 
ein  weit  einfacheres  Problem,  als  die  Bestimniung  der  Atirao- 
tionscomponente  fflr  den  Fall  eines  im  äussern  ßaiime  befind- 
lichen angezogenen  Punktes.  Mit  Hülfe  der  oben  bewiesenen 
Beziehungen  zwischen  den  Attractionscompouentan  der  beiden 
confocalen  Ellipsoide  [«,  ß,  y]  und  [«',  ß',  y']  in  Bezug  anf 
die  correspondirenden  Punkte  {n,  h,  c)  und  {i',  b',  c')  komite 
man  daher  das  schwierigere  Problem  dej  aussein  Punkte« 
ohne  Mühe  auf  das  einfachere  des  iunem  Punktes  zarQck- 
fuhren.  Dieses  Theorem  verdankt  man  dem  englischen  Mathe- 
matiker Ivory,  freilich  nicht  in  der  Allgemeinheit,  in  welcher 
es  hier  bewiesen  wurde.  Ivory  hat  die  Richtigkeit  seinw 
Lehrsatzes  nur  für  den  Fall  des  Newton'schen  Attractions 
geaetzes  da^ethau,  die  Bemerkung  dagegen,  dass  dieses  l'hco- 
rem  für  jedes  Attractiousgesetz  in  Kraft  bleibt,  hat  zuerel 
Poisaon  gemacht.') 

*)  Vergl.  üeiapielsweiae  desseD  Mecbauik.     TM.  1.  %.  109. 
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-  §.  163. 


Begttinnang  Ton  X  für  den  Fall  eines  Innern  Ponktes  nnter  Vor- 
aassetsung  des  Newton'schen  Attraetlonsgesetzes. 

Wenn  die  gegenseitige  Anziehung  des  Punktes  {a,  h,  c) 
und  des  Ellipsoides  [«,  /S,  y]  nach  Newton's  Gesetze  erfolgt, 

wenn  also  ^>{r)  ==  -s  oder  einfacher  gleich  -^    ist;  so  wird 

/'(r)  = ,  und  folglich  kann  wegen  der  Wurzel  unter  der 

Wurzel,  in  welcher. Form  bei  den  oben  gegebenen  Werthen 
von  Ti  und  r^  f{r)  jetzt  erscheint,  von  einer  Integration  des 
Ausdruckes  X  =  Jf  dy  dz  [f(r^  —  A^)!  weder  nach  y,  noch 
nach  z  die  Bede  sein.  Dies  ist  offenbar  nur  möglich,  wenn 
die  Anziehung  von  einer  ungeraden  Potenz  der  umgekehrten 
Entfernung  abhängt.  Bei  Voraussetzung  des  Newton'schen 
Gravitationsgesetzes  müssen  wir  mithin  die  Bestimmung  von 
Ä  auf  einem  andern  Wege  versuchen,  also  z.  B.  einmal  nach- 
sehen, ob  sich  ein  günstiger  Erfolg  vielleicht  durch  die  Wahl 
von  Polarcoordinaten  statt  der  rechtwinkligen  erzielen  lässt. 
Soll  dabei  r  zugleich  die  Bolle  des  Badiusvectors  übernehmen, 
so  haben  wir  augenscheinlich  den  Pol  des  Goordinatensystems 
in  den  Punkt  (ör,  ^,  c)  zu  verlegen.  Wählen  wir  dann  ferner 
zur  Polarachse  die  mit  der  x-Achse  parallele  Gerade  und  die 
der  a;y- Ebene  parallele  Ebene  als  Polarebene  und  nennen  %• 
den  Winkel  zwischen  r  und  der  Polarachse,  sowie  q)  den 
Winkel,  welchen  die  durch  r  und  die  Polarachse  bestimmte 
Ebene  mit  der  Polarebene  bildet:  so  wird 

a;=ö-(-rcos'9',  y=^h'\-rsm%'COS(p,  ^=c  +  rsin'&sin9), 
und  folgUch  geht  ^^V  +  (^^\  +  ^iV  <  i  über  in 

-     /«+rc08^V    ,'  A+rsin^cosqpV    ,     /c-|-r  sin  0"  sin  qp V         - 

1- 1,— ^— ;  + 1, — I — )  + 1, — r — )  <  1- 

Der  früher  gefundene  Ausdruck  X  =  t  ^ZLl  ^p^r)  du  ferner 

verwandelt  sich  wegen  du  =  r^  sin  -Ö*  dr  d%'  dtp  jetzt  in 

X  =  jfj  cos  -Ö-  sin  #  dr  dd^  d(p, 

und  man  erkennt  nun   sofort,   dass  hier  die  erste  der  Inte- 

34  ♦ 
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grationen  immer  ausführbar  ist^  nach  welcher  .der  Variabehi 
man  dieselbe  auch  vollziehen  mag.  Trotzdem  aber  ist  es  — 
wie  früher  bei  der  Quadratur  der  Ellipse  —  wegen  der  grossem 
oder  geringern  Complication  des  aus  1.  zu  ziehenden  Inte- 
grationsintervalles  nicht  gleichgültig;  nach  welcher  der  Ver- 
änderlichen man  zuerst  integrirt.  Im  vorliegenden  Falle 
empfiehlt  sich  die  Integration  nach  r  als  die  zweckmässigste; 
wir  beginnen  daher  mit  dieser,  und  folglich  haben  wir  nun 
zunächst  die  Grenzen,  zwischen  denen  r  sich  bewegt,  zu  be- 
stimmen. Um  dies  in  der  übersichtlichsten  Weise  zu  thun, 
denken  wir  uns  vorerst  die  Ungleichheit  1.  nach  r  geordnet; 
alsdann  besitzt  sie  augenscheinlich  die  Gestalt 

1«.  Ir^  +  2mr  <  w, 

in  welcher  die  Constanten  /,  m,  n  durch  die  Gleichungen 
definirt  werden: 

,  __  cos^    ,    sin^'coBcp*    ,    sind*  sinqp* 
—  "^«~  "T  -  —ßi  I  yi         7 

a  cobO"    ,    hBinG'COBw    ,    osin^sinq)     ■ 

Beachtet  man  nun,  dass  /  stets  positiv  ist  und  niemals  der 
Null  gleich  wird,  so  können  wir  offenbar  die  Ungleichheit  1*. 
durch  /  multipliciren;  sie  verliert  ausserdem  ihren  Charakter 
nicht,  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  derselben  die  Grosse  m^ 
hinzufügen.     Statt  l**.  erhalten  wir  daher  jetzt  die  Form 

(/r  +  my  <  /n  +  m^, 

und  hieraus  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  /n  -f-  m'  noth- 
wendig  positiv  sein  muss,  wenn  überhaupt  Radienvectoren 
existiren  sollen.     Setzen   wir  mithin  /n  +  i«^  >  0,   so  li^ 

Ir  -\-  m  zwischen  +  yin-\-m^  und  —  ^/n-J-m*,  d.  h. 
Ist  nun  der  Punkt  (fl,  &,  c)  ein  innerer,  ist  also  wegen 

^  a«    "^  ß«    "^  y« 

n  positiv,  so  sind  offenbar  für  jede  Combination  ^9)  Radien- 
vectoren vorhanden.     Dagegen  existiren   solche  nur  nach  ge- 
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wissen  Richtungen;  wenn  der  Punkt. (a,  h,  c)  ausserhalb  des 
anziehenden.  Elh'psoides  sich  befindet ^  d.  h.  wenn  n  zu  den 
negativen  Grössen  gehört.  Schon  die  blosse  Anschauung 
zeigt  die  Richtigkeit  dieser  Behauptungen.  Welche  Werthe 
erhält  nun  aber  diesen  beiden  Fällen  entsprechend  unser  r? 
Um  hierüber  Aufschluss  zu  erlangen^  nehmen  wir  n  zunächst 
positiv;    alsdann    ist    offenbar    der    numerische    Werth    von 

yin  +  ni^  grösser,  als  der  von  »i,  und  folglich  liegt  r  zwi-. 
sehen  ^^^J—y-^——  und  ""  "*  ~~  ^— -±-— .  Weil  aber  r  ab- 
solut zu  nehmen  ist,  so  können  die  Grenzen  desselben  nur  0 

j  —  ffi  +  y  in  +  to'   1     • 

und  ^— ' —  heissen. 

Ist  dagegen  n  negativ,   so  sind   absolut  genommen  nur 

für  in  <  w^  Werthe  von  r  vorhanden.  Und  da  y^in  +  ^^ 
numerisch  jetzt  kleiner,  als  der  absolute  Werth  von  m  ist, 
so  giebt  es  für  ein  positives  m  keine  Radienvectoren;  diese 
existiren  vielmehr  nur  für  ein  negatives  m.  Die  Integration 
nach  r  ist  folglich  für  einen  äussern  Punkt  bloss  beim  Statt- 
haben der  beiden  Bedingungen 

/n  +  m^  >  0  und  w  <  0 
möglich,  sie  erstreckt  sich  alsdann  von  r  =  ~"  "*  —^      "  X^ 

bis  r  =* ~"'  »-h  w      Geometrisch  genommen  hat  dies  den 

Sinn,  dass  die  Vereinigung  der  Elemente  nur  innerhalb  eines 
das  Ellipsoid  umhüllenden  Kegels  geschehen  kann,  dessen 
Spitze  im  Punkte  («,  ^,  c)  sich  befindet. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Untersuchungen  gehen  wir 
zur  Integration  selbst  über,  und  zwar  behandeln  wir  vorerst 
den  Fall  des  innern  Punktes.  Offenbar  ist  alsdann  mit  Be- 
rücksichtigung  der  in  §.  160.  über  die  Grenzen  von  ^  und  q) 
gemachten  Bemerkungen 

ff    in 
Ä=ffd^  dq>  sin  ^  cos  ^  .  -m  +  yin+n^^ 

d.  g. 

n  27t  rt  2tt  

X= —  /  dd'  I d(psmd'cosd'''^-\-  f  d^  j  d(p     "y"*^!  sin 0* sin (p, 
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Dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich  indess  sogleich ,  weun  man 
beachtet,  dass  für  je  zwei  Werthgruppen  6-,  q)  und  « — &,  3r-|-9 

das  Radical  ^y""*  wegen  der  Werthe  von  /  und  m  unver- 
ändert bleibt,  das  Product  sin  0*  sin  q)  hingegen  in  die  Klasse 
der  entgegengesetzten  Grössen  gehört  und  dass  denmach  die 
diesen  beiden  Gruppen  entsprechenden  Elemente  einander  auf- 
heben.  Das  zweite  der  Integrale  rechts  ist  daher  mit  Null 
gleichbedeutend*),  und  folglich  wird 

X^—  Cdd'  Cdfp  j  sin  ^  cos«- 

0  % 

oder 

rt  in      ^ 

Ä=  —  I  d^  I  dq> "°    ^  ^     -^cos-ö"-]-  gjsin^cos9-(-  -sin^sin^  . 

Nun  aber  schliesst  man  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin,  dass 
die  beiden  Integrale 


*)  In  mehr  analytischer  Weise  kann  man  sich  von  der  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  auch  wie  folgt  überzeugen. 

Bezeichne  '^  (^,  <p)  eine  solche  Function  von  ^  und  9,  die  den 
entgegengesetzten  Werth  erwirbt,  wend  die  Argumente  9"  und  9  be- 
züglich in  91  —  9  und  n  -\-  q>  sich  verwandeln.  Abdann  erh&lt  man 
wegen 

2n  n  in 

f^(9,  tp)  d(p  =/^(^,  y)  d(p  +f^{9y  q>)  dfp 
0  0  n 

=/^(^,  <p)  dq>  +/'ip{9,  n+q>)  dq> 
ü  0 

ohne  Weiteres  die  Bcziehimg 

n        in  n        n  n        n 

fd^fiffi^,  (f)  dq>  ^fd»/^i»,  q>)  dtp  +fd»frl,(9,  n+<p)  dw. 
00  00  0       0 

und  diese  verwandelt  sich  durch  Umkehrung  der  Integrationsordnung 
mit  darauf  folgender  Substitution  von  n—&  statt  <&  in  dem  letzten 
Integrale,  sowie  durch  nochmalige  Aenderung  der  Integrationsordnung 
im  transformirten  Integrale  und  schliessliche  Vereinigung  des  ersten 
lind  letzten  Integrales  in  die  identische  Gleichung 
n        2ä  n        n 

fd&fdtp  i/;(^,  qp)  =fd»fd(p  [xp(»,  (p)  +  ilf{n  —  »,  «+qp)l  ==  0. 

ü  u  Ü  ü 
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0  0  .  0  •    0 

den  Werth  Null  besitzen  und  dass  sonach 

C08  ^*  sin  ^  ^(p 


-  -  "/"*/ 


«'    ....         -  .  «* 


ist. 

Diese  Relation  gestattet  eine  bemerkenswerthe  Folgerung. 
Das  Integral  nämlich  behält  augenscheinlich  denselben  Werth, 
wenn  die  Verhältnisse  der  Achsen  unverändert  bleiben,  d.  h. 
wenn  man  ein  dem  ersten  concentrisches,  ähnliches  und  ähn- 
lich liegendes  Ellipsoid  construirt. '  Und  da  nun  —  wie  aus 
den  früher  gepflogenen  Erörterungen  sofort  erhellt  —  bezüg- 
lich der  beiden  Componenten  Y  und  Z  ein  gleicher  Erfolg 
eintritt;  so  ist  offenbar  die  Wirkung*  der  von  den  beiden  con- 
centrisch  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  ElUpsoiden  gebü- 
deten  Schicht  auf  einen  im  innern  Hohlräume  derselben  be- 
findlichen Punkt  der  Null  gleich .*)  Die  Anziehung  eines 
Ellipsoides  auf  einen  Punkt  seiner  Masse  reducirt  sich  daher 
auf  diejenige  des  Ellipsoidentheils,  welcher  von  einer  mit  der 
Oberfläche  des  gegebenen  EUipsoids  concentrischen,  ähnlichen 
und  ähnlich  liegenden,  durch  den  angezogenen  Punkt  gehenden 
Oberfläche  begrenzt  wird. 

Giebt  man  dem  obigen  Doppelintegrale  die  Gestalt 

2/r  ft 

C08  <&*  rf(C08  Q^) 


-  ^'H^ 


X=-. 


38  qp«      8in  y«      r  1        g08  y«      sin  y«!  > 

^     ^     yt     ^\a\         ^  y«    y^^^ 


C08i 
Ö  Ö 

SO  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  dasselbe  nach^  unbe- 
stimmt sich  integriren  und  zwar  auf  cy klometrische  oder 
logarithmische  Functionen  sich  zurückführen  lässt.  Da  jedoch 
die  hierdurch  entspringende  Form  des  neuen  Integrales  gerade 


*)  Dieser  von  Newton  entdeckte  Satz  lässt  sich  anch  auf  syntheti- 
schem Wege  ohne  Mühe  nachweisen.  Man  vergl.  z.  B.  darüber:  Schell. 
Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  S.  702;  —  Sturm.  Cours  de 
m^canique  de  T^cole  poly technique ,  tome  I.,  Nro.  142;  —  Duhamel. 
Mechanik,  Thl.  1.,  Nro.  134. 
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nicht  durch  Eleganz  sich  auszeichnet^  diese  vielmehr  erzielt 
wird;  wenn  man  mit  der  Integration  nach  9  beginnt;  so 
werden  wir  auch  diesen  Weg  befolgen.  Wir  schreiben  zu 
dem  Behufe  das  Integral  nach  q>  zunächst  in  nebenstehender 
Gestalt 


-A 


/    /C08*«  ,  8iii«^»\  ,  ,   /C08«'«  ,  8ina'»\    . 

und  bedenken,  dass  durch  die  Substitution  7t-\-  q>  statt  9  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  unverändert  bleibt ,  die 
Grenzen  des  Integrales  dagegen  in  —  ä  und  +  ä  sich  ver- 
wandeln und  dass  überdies  die  Function  zu  den  geraden 
Functionen  von  (p  gehört.  Dadurch  bekommen  wir  augen- 
scheinlich die  Gleichung 

v  =  2  ^*  '^^ 


/'*' 


COB  9'  -\-  jtt*  sin  qp*' 


wenn  wir  der  Kürze  halber  unter  A  und  ft  beziehungsweise 
die  Wurzel werthe  der  Coefficienteu  von  cos  9^  und  sin  tp- 
verstehen.     Zerlegen  wir  aber  nochmals  das  Integral  in  zwei 

andere   zwischen  den  Grenzen  0  und  ^,   —  und  n  und   sub- 

stituiren  in  dem  letzten  dieser  Theilintegrale  ^  +  9  statt  q>, 
so  geht  V  offenbar  über  in 


T 


(-y^tangqp) 

)   -    -4i  =  /  [arc tang  ^  tg  9]  =  ~.*) 
Und  daher  ist 

sin  0"  cos  -&•  dd' 


X  =  —- 


^ //cos«-«  ,  8in^«\  /co8  4^«  ,  8in-&«\ 


*)  Hatten  wir  X  und  \i  mit  verschiedenen  Zeichen  behaftet  vorans- 

gesetzt,  80  würde  formell  —  "      das  Ergebnis«  der  Integration  gc- 
wosen  sein. 
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Weil  aber  für  je  zwei  Supplementarwerthe  O*  und  Jt  —  0-  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  keine  Aenderung  erleidet, 
je  zwei  diesen  Argumenten  entsprechende  Elemente  also  gleich 
sind;  so  erhält  man  die  einfachere  Beziehung 


2 


4ita   I 


sin  d'  cos  ^'  dd' 


, //cos-ö-«  ,  8ind«\    /cos^«  ,  Bin'ö'«\ 


Und  hieraus   entspringt  durch  Einführung  der  neuen  Varia- 
bein /  mittelst  der  Gleichung  i  =  cos  d'  die  andere  Form 


-  -  ~..-y 


m»  •*  fir  i*iß  'y     m  tut 


//['-('-S)"]H'-M 


Da  nun  mit  der  Seitenkraft  X  zugleich  die  Componenten  Y 
und  Z  gegeben  sind,  indem  diese  aus  X  durch  blosse  Permu- 
tation der  Grössen  cc,  ß,  y,  a,b,  c  gewonnen  werden,  so  hat, 
man  auch  unmittelbar  die  Beziehungen 


4n bay   I 


wr  ■»#i.c/**jr*  t      (l  l 


'  /H'-mH'-m 


und 


1 

Xn  caß   I 


f^  dt 


//[.-(.-rO"][-(-v:)"] 


In  jedem  der  drei  zusammengehörigen  elliptischen  Integrale 
erscheint  also  eine  andere  Wurzelgrösse;  die  Reduction  dieser 
Integrale  auf  die  Normalformen  der  ersten  und  zweiten 
Gattung  wird  desshalb  völlig  unsymmetrische  Resultate  liefern. 
Ihrer  Natur  nach  aber  sind  die^drei  Componenten  X,  K,  Z 
symmetrisch  geformte  Ausdrücke,  weil  sie  ja  durch  blosse 
Permutation  der  in  ihnen  enthaltenen  Constanten  auseinander 
hervorgehen.  Um  dieser  Symmetrie  willen  ist  es  daher  weit 
zweckmässiger,   bei  den  allgemeinen  Betrachtimgen  von  der 
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0 

Herstelluug  der  canonischeii  Form  der  obigen  Integrale  abzu- 
sehen. Geschieht  dieS;  so  lassen  sich  dieselhisn  ohne  Schwierig- 
keit derart  schreiben ,  dass  dasselbe  Radical  in  ihnen  Yor- 
kommt.  Behufs  Erzielung  dieser  Form  betrachten  wir  wieder 
die  Compouente  X^  und  zwar  ersetzen  wir  in  dem  Int^rale 
die  Variabele  /  durch  die  neue  Sj  welche  mit  jener  durch  die 

Gleichung  i^  *=  Yq_y-  verbunden  ist,  wo  X  eine  positive,  gleich 

näher  zu  bestimmende  Gonstante  bezeichnet  Pa  unter  dieser 
Voraussetzung  für  /  =  0,  1  die  entsprechenden  Werthe  von« 
0  und  <x>  heissen  und  da  ausserdem 

, A       ^^ <*</< 


/R'-S)'-][-(-5)'] 


A//A- 


ist;  so  wird 


QO 


^  = 


2naßYX  j  _       _  ''*  • 


Und  schreibt  man  nun  A  =  -^,  so  entspringt 


00 


■mr  m  iL    tt       m  f*  ^ 


/(-:,)/('+^)0+^)C+?) 

Die  Gomponenten  X^  F,  Z  besitzen  demnach  die  G^talt 


oo 


0  0  0 

d.  h.  wenn  wir  die  drei  für  dasselbe  Ellipsoid  constant  blei- 
benden Integrale  zur  Abkürzung  bezüglich  durch  Ay  B^  C  he- 
zeichnen; 

X=  —  27raA,    V='-'2nbB,   Z  =  —  2xoC. 

OflFenbar   lehren    diese  Formeln,    dass   für    alle  Punkte, 
welche  in  einer. Ebene  sich  befinden,  die  senkrecht  zu  einer 
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der  Achsen  des  Ellipsoides  steht ^  die  dieser  Achse  parallele 
Aitractionscomponente  dieselbe  bleibt  und  dass  die  jedes- 
malige Grösse  derselben  der  Entfernung  zwischen  der  senk- 
rechten und  der  ihr  parallelen  Hauptebene  des  Ellipsoides 
proportional  ist.  Die  bezügliche  Componente  ist  daher  am 
grossten  für  die  in  der  letzten  senkrechten  Ebene  befindlichen 
Punkte  und  am  kleinsten^  nämlich  =  0,  in  der  Hauptebene. 
Heisst  R  die  Gesammtwirkung  des  Ellipsoids  auf  einen 
innem  Punkt,  und  sind  l,  fi,  v  die  drei  Winkel,  welche  die 
Richtung  von  R  mit  den  Achsen  der  ^,  y,  z  bildet;  so  ist 

R  cos  k  =  X,  R  cos  11,=  Vj  R  cos  v  =  Z. 

Und  weil  nun  anderseits  für  das  stets  absolut  zu  nehmende 
R  die  Beziehung  besteht 

so  wird 

,  -^  Aa  —  Bb 

COS  A  =  :rp=^    _ ,  COSIt=^^^ -_, 

COS  V  ~~~'  - 

Daraus  aber  fliesst  sofort  weiter^  dass  für  alle  Punkte,  welche 
auf  demselben  Halbmesser  q  des  Ellipsoids  «ich  befinden,  die 
Resultante  R  sich  parallel  bleibt  und  ihrer  Grösse  nach  der 
jedesmaligen  Entfernung  des  afficirten  Punktes  vom  Centrum 
proportional  ist.  Denn  sind  A',  /x',  v  die  drei  Winkel  zwi- 
schen Q  imd  den  Achsen  des  Ellipsoides,  so  hat  man  die 
Gleichungen 

a  =  ()  cos  A',  b  'TS  g  cos  ft',   c  =  q  cos  i/', 

diese  Ausdrücke  aber  in  die  oben  gegebenen  Werthe  für  Ä, 
cos  A,  cos  (i,  cos  V  eingesetzt  zeigen  unmittelbar  die  Richtig- 
keit der  Behauptung.  Für  je  zwei  um  q  vom  Centrum  ab- 
stehende Punkte  desselben  Durchmessers  ist  daher  die  Richtung 
der  Gesammtwirkung  entgegengesetzt. 
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§.  164 
Reduction  der  Integrale  ^4,  B,  C  auf  die  canonische  Form«*) 

Eine  Zurückführuug  der  Integrale  Ay  Bj  C  auf  Elementar- 
functionen  ist  nur  für  das  Rotationsellipsoid  möglich,  fcb:  den 
Fall  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  dagegen  bilden  —  wie 
schon  angedeutet  —  die  elliptischen  Integrale  der  ersten  und 
zweiten  Gattung,  also  die  Integrale 

F{(p,  k)=  f      "l^,     ' und  E{q>,  k)  =  fdtp  y\^:riji^t 

0  0 

die  Grundbestandtheile  der  Integrale  A,  By  C.     Um  sie  zu 
erzielen,  kehren  wir  zu  den  früher  gefundenen  Formen 

1 


Anaßy  j 


//[-^?'=]F>'"] 


Anfta'y   I 


F=  - 


1« 

t^di 


//K-^'vj-p^.]' 


y iiti^ad   I  ^  dt 

gj  —  —       -■ 


zurück.     Setzen    wir   nun   der   Kürze    halber   "-^-?L  -—  }? 


y*  —  a 


\ —  =  ft^,  M  =  ^  aßyj  und   substituiren  wir   alsdann  in 


den  Integralen  für  F  und  Z  beziehun'gsweise  statt  /  die  Aas- 
drücke 

'  ^1+^*  =  _    ßi^  und  1^}+^  =       r{_  . 

so    können   wir  die    vorstehenden  Integrale  zunächst  in  der 
einfacheren  Gestalt 


*)  Vergl.  Sturm.    Cours   de   mecanique  de  Tecolc    polytechniquc, 
tornc  I  ,  1).  99  etc. 
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1  1 

j^^  __  ZMa  r  <«  dt i-=_3^  /'  /»  fit   


0  0 

1 


u 
schreiben.     Und  hieraus  entspringen  wieder  die  Formen 

y ^M  a  /*ta,ng(p^d(p     y 3  Mh   /*     siny'/fy 


y 3  Mc    r    sin  <p'  rf  g? 


wenn  man  nämlich  beachtet^  dass  in  Folge  unserer  frühem 
Annahme  a  <  /3  <  y  die  Constante  A  <  |x  ist  und  demnach 

A2=  1  —  -,  tang'^==fi=^^^^,/tang^=tang9=fi^ 

gesetzt  werden  kann.  Von  diesen  Integralen  aber  bedürfen 
nur  noch  das  erste  und  zweite  einer  weitern  Entwicklung, 
indem  das  dritte  wegen 

9  9  9 

0  0  0  . 

sofort  als  identisch  mit  ^^  [F  (Je,  ^)  —  E  (Ar,  -O")]  sich  zu  er- 
kennen giebt. 

Für  das  unbestimmte  Integral   /  ,.    ^*^     ^    nun   findet 

®      J  yi—k»  sin  9« 

man,  wenn  der  Bequemlichkeit  wegen  statt  j/1  —  k^  sin  g)^ 
das  gebräuchliche  z/  geschrieben  wird, 

J*tMg9*rfg)_    /•8in9«rf(tang<p)_  1     /•rftangqp        1     /*^^x„^ 
5  J  ^^  —  jk?  J  — :j  jfc^  J  ^  « tg  9?, 

und  hieraus  folgt  durch  theilweise  Integration  mit  Beachtung 
der  Beziehung 

dJ /:'  sin  (p  cos  <p  ^ 

rf<p  d  ' 

rtangy'tfqp  ^  1  T  _^     _  i    /'^  _  tang^    ,     1     /*       , 
/  J  k*Jcosq>*J        k*J    d  k^      -r  f^tj  ^  ^SP) 
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d.  g. 


J 


*tang<p*rfqp  tang  q> ,  ^  —  E(k ,  y) 


ain  q)^  dtp 


Integrirt  man  dagegen    i  — ^^J — -  unmittelbar   partiell,  so 

entspringt  mit  Berücksichtigung  der  Relation 

d    sin  qp* sin qp  cosqp    , "  siny  cosy  ^ 

/'i&üg(p^dq> taugqp  sing)*  /•sin  9*  «/y  /'ai 

J  '~^  ~^~  ~J  ~~^       J  ' 

mithin  ist 

/'an <p*  d<p tang q>  sin qp* /''tengy'^rfqp  /*sin 9* rfqp 

oder  nach  einigen  leichten  Reductionen 

/'sinqp'rfqp E{k,qt)  1    „y,        v  &in y  COS  9 

J         3»'""  ~  k*{\—k^)  ~1^  ^y^i^f  ^   (I— ife')^' 

Die  'zwischen  den  Grenzen  0  und  0*  genommenen  Integrale 
heissen  daher 


u 


^3        —  ^«(l_)fc2)         A»  ^  ^'^  ^  '^^         1+  tg^«  1-Jk«  ^(ik,  ^)' 

0 

und  folglich  ergeben  sich  durch  Wiedereinführung  der  Werthe 
von  ky  d-,  fi  in  sämmtliche  bestimmten  Integrale  nach  einigen 
leicht  zu  vollziehenden  Reductionen  die  Schlusagleichungen: 

+  (yi_«2)i  {f-ß2)-i  (/J»_«2)-i  E  -  ^-^  (/»»-a»)-«], 
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um   der   kurzem  Schreibweise    willen   sind   hierin    statt   der 
Grossen 

einfach  die  Zeichen  F  und  E  gewählt  worden. 

§.  165. 
Das  Rotationsellipsoid. 

Die  Integrale  ^,  B,  C  verlieren  den  Charakter  der  ellip- 
tischen Integrale^  sofern  das  Ellipsoid  durch  Umdrehung  einer 
Ellipse  um  ihre  grosse  oder  kleine  Achse  entstanden  ist;  als- 
dann nämlich  hängen  die  genannten  Integrale  entweder  von 
cyklometrischen  y  oder  logarithmischen  Functionen  ab. 

In  der  That,  setzen  wir  zunächst  a  ^=  ß,  nehmen  wir 
also  an,  dass  die  grösste  Achse  2y  die  Umdrehungsachse  des 
Ellipsoides  darstellt,  so  wird  der  Modul  A*  =  1 ,  und  folglich 
gelten  jetzt  für  die  üomponenten  Ä,  V,  Z  die  Gleichimgen 

y SMa    Z'tapg  <P*  dq>       y S  M  b    /*tang  qp*  </qp 

a'f*'  J         cos  qp        '  «'/*'    /         COS  9      ' 

Nun  zeigt  aber  die  Integration  durch  Theile,  dass 

C^i^  d^  =  /'«??-  d(tang9)) 

f     COS  qp       ^         f   cos  qp     ^        ^^' 

=  — -—  tang  q>  —  2  i  tang  9  sin  q>  dq>  —  I  tang  g)^  sin  q>  dq), 
jisaig(p8m(pdg)= — tangqpcos^+lgtang/ ^  +  ^  )  +  const., 

I  isjig(p^8iaq>dq)  =  —  tg^^cos^  +  S  i -^^^^  dtp 
und  demnach 


/ 


^ä!  rfg,  ==  i  <«9>/r-|,tg9*-ilg(tg9>+  ^+tg9»)  +C8t. 
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ist.     Geht  man  also  zu  den    bestimmten  Integralen  über^  so 
kommt  schliesslich 

^  =  - 1.^  [lg  (,*  +  ^1+70  -  j^-J») 

Nimmt  man  dagegen  j3»=^;  bezeichnet  folglich  die  kleinste 
Achse  2  a  die  Rotationsachse ,  so  wird  k  =  0,  demnach 

-^ ä«7.   /  *^8  "P   ^9>;  y=-  -^J  sm  tp^  dip, 

0  0 

f 

«  S  M  c   f*  -        «  j 

u 

Aber 
I  suxq)^dq>= — sin  g)  cos  9+1  cos  gj^rfg? = ^""^-^ — ^  +con8t, 

y^  tang  9^  c/^)  =  sin  <p^  tang  9  +  sin  9  cos  9  —  9  +  const., 

mithin  entspringen  durch  Uebergang  zu  den  bestimmten  Inte- 
gralen schliesslich  die  Beziehungen 

^=  -  ^»  [i^+ HF^.-  «>^ctg'»J  —  „v  [f*  -  a«  tg  pj , 

Kaum  nöthig  ist  übrigens  die  Bemerkung,  dass  man  behufs 
Uerleitung  dieser  Resultate  durchaus  nicht  an  die  trigono- 
nietriche  Form  der  Integrale  ^,  B,  C  gebunden  ist;  im  6^n- 


*)  Der  absolute  Werth  der  den  Componenten  X  und  F  entsprechen- 
den RoHultirenden  /f,  besitzt  offenbar  die  Form 


vfo  d  =  Va'*-^  />»  die  Länge  des  vom  at'ficirten  Punkte  auf  die  Kotations- 
achso  ^elTillten  Perpendikels  ausdrückt. 
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theil  scheinen  sogar  die  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  ge- 
nommenen Integrale  noch  zweckmässiger  zu  sein,  weil  es  bei 
diesen  ganz  gleichgültig  ist,  ob  man  a  =  ß,  oder  «  =  y 
setzt,  für  welchen  letztern  Fall  bei  den  oben  benutzten  trigono- 
metrischen Formen  der  Integrale  der  Modul,  Ar  ins  Unendliche 
wächst  und  demnach  diese  unbrauchbar  werden.*) 

§.  166. 
Der  angezogene  Punkt  ist  ein  äusserer. 

Wenn  der  von  dem  Ellipsoid  [a,  ß,  y]  angezogene  Punkt 
(flr,  b,  c)  ausserhalb  desselben  sich  befindet,  so  ist  ofiTenbar 

-     .        fe)'  +  ©'  +  (r)'»- 

Betrachten  wir  nun  wieder  die  Componente 

JC  =  JJf  cos  ^  sin  ^  dr  dd^  dfp, 
so  ist  den  in   §.   163.  gegebenen  Lehren    zufolge    die  Inte- 
gration   nach   r  zwischen  den   Grenzen  r  =  ~  —  "'  y  ^  -r  *» 

und  r=      '^^-—'t—  auszuführen.     Mithin  wird  jetzt 

und  dieses  Doppelintegral  ist  nun  über  alle  Werthe  von  %^ 
und  q>  auszudehnen,  welche  innerhalb  des  früher  erwähnten 
Umhüllungskegels  sich  befinden.  Wir  können  jedoch  von 
dieser  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpften  Integration 
absehen,  weil  wir  vermöge  des  Ivory 'sehen  Theoremes  den 
vorliegenden  Fall  auf  den  einfachem  eines  innern  Punktes 
zurückführen  können. 

Denken  wir  uns  also  durch  den  angezogenen  Punkt 
(«,  b^  c)  ein  mit  [a,  ß,  y]  confocales  Ellipsoid  [«',  /3',  y]  gelegt 
und  nennen  wie  früher  («',  b',  c)  den  auf  dem  Ellipsoid 
[a,  ß,  y\  gelegenen  correspondirenden  Punkt  von  (a,  b,  c), 
sowie  X'  die  der  x- Achse  parallele  Attractionscomponente 
zwischen  {a,  b\  c)  und  |a',  ß',  y  ];  so  bestehen  die  Gleichungen 


*)  Die   vorhin   gcnanDten  Formen   wählt    z.  B.  Sturm.    Cours  de 
mecauique,  tome  I,  Nro.  137.     (Vfergl.  S.  661.) 

Mbykr,  besiimmte  Integrale.  35 
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3.     aa^aa,  bß=Vß',  cy=cy%  /r«=«"^+/8»-  «^ 

y  =  a'2  4-  y2  _  a« 
und 

von  denen  zunächst  die  letztere  nach  he*  aufzulösen  ist.  Offen- 
bar muss  der  sich  ergebende  Werth  von  a^  grösser ,  als  a' 
sein,  weil,  wenn  man  a'^  =  a^  setzt;  in  Folge  der  Relation  1. 
das  Trinom  der  cubischen  Gleichung  4.  grösser,  als  1  wird; 
selbst  die  blosse  Anschauung  führt  schon  zu  diesem  Kesultate. 
Wir  wählen  daher  für  «^  den  Ausdruck  a'+<y,  wo  6  positiv 
ist  und  zwar  die  einzige  positive  Wurzel  der  cubischen 
Gleichung 

4-  1  =  _:fl_  j_  _»L  _|.  _..«* 


bedeutet.     Ist  nun  diese  Wurzel  6  ermittelt  worden,  so  wird 
und 


ds 


wofür  wir  auch  wegen  aa^=aa 


8  +  a 


•»> 


ao 


schreiben  können.  Diese  Gleichung  aber  vereinfacht  sieb 
noch  mehr,  wenn  wir  $ — c  statt  s  wählen,  demnach  s— c^-f^'» 
^—C^p^  6'-ö+/2  bezüglich  durch  5+a^,  s+/J«,  5+y-  er- 
setzen; denn  nun  gilt  die  Beziehung 


CD 
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ao 


=  — 2;rö  / 


X=  — 


ds 


/(•+i)(-^^)C+^) 


Die.  für  den  Fall  eines  äussern  Punktes  Statt  findenden 
Integrale  unterscheiden  sich  mithin  von  den  frühem  A^  Bj  C 
bloss  dadurch;  dass  bei  diesen  das  Integrationsintervall  mit 
Null  beginnt,  während  bei  jenen  eine  Zahl  0,  die  von  der 
Lage  des  angezogenen  Punktes  (0,  hy  c)  abhängt  und  nur  für 
ein  und  dieselbe  mit  [a,  ß,  y\  confocale  ellipsoidische  Fläche 
constant  bleibt,  die  untere  Grenze  der  Integrale  bildet. 

§.  167.*) 

Das  Maclaurin'sche  Theorem. 

> 

Vor  der  Entdeckung   des  Ivory'schen  Lehrsatzes  konnte 

man  nur  mit  Hülfe  des  sogenannten  Maclaurin 'sehen  Theo- 
remes**)  die  Bestimmung  der  Attractionscomponente  für  den 
Fall  eines  ausserhalb  der  anziehenden  ellipsoidischen  Masse 
belegenen  Punktes  von  der  Ermittlung  der  Componente  für 
einen  innem  Punkt  abhängig  machen.  Dieses  Theorem,  das 
nur  bei  Voraussetzung  des  Newton'schen  Attractionsgesetzes 
Geltung  besitzt  und  dessen  Allgemeingültigkeit  für  das  Rota- 
tionsellipsoid zuerst  von  Legendre***),  für  das  ungleichachsige 
Ellipsoid  hingegen  zuerst  von  Laplacef)  nachgewiesen  wurde, 
ergiebt  sich  aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  ohne  die 
geringste  Mühe,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden,  nachdem  wir 
noch  folgende  Sätze  über  confocale  Ellipsoide  erwähnt  haben. 
Da  dem  Begriffe  coufocaler  Ellipsoide  zufolge  die  Diffe- 
renzen zwischen  den  Quadraten  ihrer  Halbachsen  gleich  gross 
sind,  so  kann  offenbar  durch  ein  und  denselben  Punkt  nur 
ein   mit  dem   gegebenen   confocales  Ellipsoid  gelegt  werdeu. 


*)  lieber  die  Geschichte  des  Maclaurin'schen  Satzes  vergl.  mau 
eine  Abhandlung  Grube's  in  Schlömilch's  Zeitechrift  für  Math.  u.  Phys., 
Jahrgg.  14.  S.  261  ff. 

**)  Maclaurin:  Treatise  of  fluxions,  1734. 

*•*)  M<?ra.  de  math.  et  de  phys.  proaentes  par  divers  savans,  Paris  1785. 

t)  Histoire  de  TAcademie  des  sciences  de  Paris,  1782;  Theorie  du 

mouveraent  et  de  la  figurc  clHptique  dos  planstes;  Mdcanique  Celeste,  T.  II. 

35* 
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Und  ebenso  unmittelbar  einleuchtend  ist  der  andere  Satz, 
dass  zwei  mit  einem  dritten  confocale  Ellipsoide  auch  unter 
sich  confocal  sind. 

Bezeichnen  nun  wie  vorhin  a,  ß,  y  und  a\  ß\  y  beziehungs- 
weise die  Halbachsen  des  gegebenen  und  des  mit  diesem 
durch  den  afficirten  Punkt  (a,  hy  c)  gelegten  confocalen  Ellip- 
soideS;  sind  ferner  a, ,  /), ,  y^  die  Halbachsen  eines  mit  jenen 
confocalen,  aber  eines  solchen  EllipsoideS;  für  welches  der 
angezogene  Punkt  noch  ein  äusserer  bleibt:  so  wird  nach 
dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satze 


OD 


^=-2««"''^  '  ^' 


'7  "+•••'/(■+.-)(■+.'■)  C+f-) 


die  dem  Ellipsoid  [j^\,  ß\y  Yx]   entsprechende  Attractionscom- 
ponente  JT,  dargestellt  durch 


j-,  =  _2««^j4^;/  .-_  .    *" 


«  p  y 


'/^*+""'/H0('+^")0+.'') 


Mithin  gilt  die  Beziehung 

h  =  "1  Pi  Vi 

X  ccßy    ' 

und  daher  ist  wegen  der  hier  Statt  findenden  Symmetrie  auch 

Li  =  ^^'  Z«   =  ^« 

F  aßy  Z' 

Man  kann  diese  den  Maclaurin'schen  Lehrsatz  begründenden 
Relationen  in  einer  andern  Gestalt  aussprechen,  wenn  man 
statt  der  Producte  a^  ß^  y^  und  cc  ß  y  die  Massen  .V  und  Ili^ 
der  beiden  confocalen  Ellipsoide  [«,  ß,  y]  und  [«,,  /},,  y,]  ein- 
führt.    So  nämlich  gewinnt  man  die  Beziehung 

Xt  _  ^'i  _  ^1  _  iW, 
X        r        z        M' 

d.  h.  die  gleichnamigen  Componenten  der  Anzie- 
hung homogen  er  confocaler  Ellipsoide  aufeinen  und 
denselben  äussern  Punkt  verhalten  sich  zu  einander 
wie  die  Massen  der  Ellipsoide.  Die  Itesultanten  der 
Componenten  sind  dalier  demstjlbeji  Gesetze  unterworfen,  uuti 
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die  Richtung  derselben  bleibt,   wie  unmittelbar  aus  der  An- 
schauung erhellt,  immer  die  nämliche. 

§.  168. 
Anwendung  des  Maolaorin'schen  Satzes.*) 

Zwar  ist  das  Theorem  Maclaurin's  nur  für  den  Fall  be- 
wiesen, dass  in  Bezug  auf  die  beiden  confocalenEllipsoide[a,/3,}/], 
[a, ,  /3, ,  y^]  der  angezogene  Punkt  (a,  bj  c)  ein  äusserer  ist 
Wie  aber  sofort  einleuchtet,  besitzt  der  Satz  selbst  dann  noch 
Geltung,  wenn  der  angezogene  Punkt  der  Oberfläche  des 
einen  der  beiden  confocalen  Ellipsoide  angehört.  Offenbar 
braucht  man,  um  hiervon  sich  zu  überzeugen,  nur  das  mit 
[ccy  ß,  y]  confocale  EUipsoid  [«, ,  j3, ,  y,]  dem  durch  {a,  b,  c) 
gelegten  confocalen  Ellipsoide  [«',  j3',  y]  unendlich  naheliegend 
anzunehmen,  dann  die  im  Vorhergehenden  bewiesenen  Rela- 
tionen zu  bilden  und  nmi  endlich  den  Unterschied  «'^ — aj'^=£^ 
bis  zu  seiner  Grenze  Null  abnehmen  zu  lassen. 

Bezeichnet  daher  Ä'  die  der  a;-Achse  parallele  Componente 
des  mit  [a,  /3,  y]  durch  den  Punkt  (a,  b,  c)  gelegten  confocalen 
Ellipsoides,  so  besteht  zunächst  noch  immer  die  Gleichung 


00 


r  =  -2     '  '^^ 


/(■+.-)('+j^)  ('+?') 


0 

Daraus  aber  folgt  nun  durch  Multiplication  mit    "^>^,  für    die 
Componente  Ä  des  Ellipsoides  [a,  /3,  y]  der  Ausdruck 


ao 


A'=  - 


In  der  That  also  können  mittelst  des  Maclaurin'schen  Theo- 
remes  die  Componenten  der  Wirkung  des  Ellipsoides  [a,  ^,  y\ 
auf  einen  äussern  Punkt  bestimmt  werden. 

*)  Um  Missverständnissen  vorzubeugen,  erinnern  wir  nochmals  aus- 
driicklich  daran,  dass  MacLaurin's  Theorem  ganz  unabhängig  von  dem 
Vorhergehenden  »ich  begründen  iässt.  Den  Chaslcs'schen  rein  geometri- 
schen Beweis  dessei b en  findet  mau  z .  B.  in  D uhamers  Mechanik,  I3d .  1 ,  Nr.  1 46. 
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m.  Kapitel. 

Beduotion  vielfacher  Integrale  auf  einfache  nach  verachiedenec 

Methoden. 

§.  169. 
Winckler'sohe  Formeln.*) 

Schon  in  §.  158.  wurde  erwähnt^  dass  die  Behandlung 
eines  bestimmten  vielfachen  Integrales  als  vollendet  angesehen 
werden  darf,  sofern  seine  ZurQckfahrung  auf  ein  einfaches 
Integral  gelungen  ist.  Dieser  Gedanken  nun  wird  in  der 
That  das  leitende  Princip  in  den  nachfolgenden  Untersuchungeu 
bilden,  und  nur  in  wenigen  Fällen  wird  es  möglich  sein,  die 
Werthe  vorkommender  vielfacher  Integrale  frei  vom  Integral- 
'/eichen  darzustellen  oder  doch  wenigstens  auf  bekannte  l^\mc- 
tionen,  wie  z.  B.  Gammafunctionen,  zu  rcduciren. 

Die  uns  jetzt  vorliegende  Aufgabe  der  lleduction  viel- 
facher Integrale  nun  beginnen  wir  mit  der  Darstellung  einer 
von  Winckler  gegebenen  Relation  zwischen  zwei  vielfachen 
Integralen  derselben  Form,  aus  der  mit  Leichtigkeit  sofort 
zwei  andere  Formeln  sich  ziehen  lassen,  die  ihrerseits  wieder 
einige  bekannten  Resultate  als  blosse  CoroIIare  enthalten. 

Zu  dem  Behufe  seien  x^^,  .r,,  .1:2,  . .  -  Xm  und  y«,  yi,  ^21  •  •  •  y» 
von  einander  unabhängige  Veränderlichen;  die  Grossen 
«p  «;;,...  «i„;  |3,,  /Sj,  ..  .  ß„  ferner  sollen  positive  Coustanten 
bedeuten,  und  endlich  )>ezeichne  das  Symbol  r^,r  alle  posi- 
tiven Werthe,  welche  die  Oonstante  c  erwirbt,  wenn  fÄr 
^  und  V  beziehungsweise  die  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  ... ,« 
und  0,  1,2,...,  n  gesetzt  werden.  Nennt  mau  nun  um  der 
Kürze  willen  die  Producte 

bezüglich  X,   V,  schreibt  ferner 

"  =  ^  ^  ^f*.r  ^r,f,  fjr 

r={)    /i=0 


*)  Siehe  A.  WiDtkler:     Uebcr  einige  vielfacLe  Integrale.    Au*  tleni 
LX.  Bde.  (l.  Sitzb.  d.  k.  Akad.  d.  Wisssclif.  zu  Wien.     II.  Abthl    Juli 
lieft.    Jiihrg.  1809. 
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und  iutegrirt  schliesslich,  was  offenbar  angeht,  den  Ausdruck 
X  Ve-"  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo;  so  entsteht  das 
(i»  +  w)  fache  Integral 


00    CO 

fF=fJ  .  .  .  Ä  Ve^^äxi  dx^  ,  .  .  dxm  dy^  dy^  *  .  .  dy. 


in  welchem  die  einzelnen  Integrationen  entweder  nach  den 
X,  oder  nach  den  y  unmittelbar  sich  vollziehen  lassen,  je 
nachdem  man  nämlich  zuerst  nach  jenen,  oder  diesen  inte- 
grirt.  Denn  da  die  Grössen  x  und  y  völlig  unabhängig  von 
einander  und  die  Integrationsgrenzen  sämmtlich  constant  sind, 
so  darf  mau  dem  Integrale  ff^  augenscheinlich  die  folgenden 
Formen  geben: 

oo    oo  00    OD 

fF=^f  f...dxidx2.'-dxm  X.  Wy  und  IV^=( j „.dy^dy^.„dyn  YW^e^ 

0    0  0    0 

wenn  man  nämlich  für  den  Augenblick  der  kürzern  Schreib- 
weise halber  die  Gleichungen 

oo  TO  —2jyn£^fi,v  '"^'fi 

fF^  =  /  /  .  .  .  rfy,  dy^  .  .  .  dt/„  Ve  r=^  /i=o 
und 

30  CO  —  £ ^f^  2j  c^^^  y^ 

fTr  =  J  j  . . .  dx^  dx2 . .  .  dXm  Xe  /u=o    »=o 

0    0. 

bildet.  Jede  dieser  letztern  Grossen  W  aber  zerfallt  ersicht- 
lich in  ein  Product  einzelner  Integrale,  deren  jedes  nach  der 
Formel 


00 


s" 


/ 


-^  dv 


entwickelbar  ist,  und  folglich  gewinnt  man  die  Beziehungen 


und 


n  (  2:c^^,yA^ 

Die  Einführung  dieser  Werthe  in  die  entsprechenden  Formen 
des  Integrales  W  liefert  daher  die  Relation  < 

OD       OD  ** 

I.   r{ß,)r{ß,).,,r{ß„)/  /...       ^^-- 

0     0  r=l  L«=30  J 


OD        OO 


=1    L^4=30 

II 


=r( 


NF-/    ^       ri     \  I  I       äyidyt...d„^re         o 

0    0  w=l  Lv=0  J 


Hieraus  aber  fliessen  für  gewisse  besonderen  Annahmen  wie- 
der zwei  neue  Beziehungen.  Schreibt  man  nämlich  einerseits 
o:^  =  y,j  =  1^  Cq,q  =  0  imd  ersetzt  anderseits  die  Variabein 
x^y  X2,  .  .  .  y  Xm  durch  Xq x^j  x^^X2t  -  -  •  ,  x^Xm  und  y^  durch  1, 
multiplicirt  alsdann  Gleichung  I.  mit  a:/'+/'''+  ••+/*« **"^"'^</jrQ 
und  integrirt  diese  schliesslich  in  Bezug  auf  x^^  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo\  so  ergeben  sich,  wenn  man  noch  zur 
Abkürzung 

A  =  r{a,)  r{a,) . . .  rc««.),  b  =  r{ß,)  r{ß,) . . .  r(ß.\ 

rt=«,  +  «2  +  ...  +  ««+A>0,  b=ßi+ß.,+  , , .  +ß.  +  X>0 

setzt,  wo  k  constant,  den  beiden  genannten  Fallen  entspre- 
chend die  Formeln 


00       X) 


•    ^/  /     '      »=«7 ~  -~ ^dx^dx^.M. 


!h^'     \'/2^'~^  "f//"~^    <»-<'■-' y'+^-»  «''  +  •••  + '•O.n  y«»   ^y,  ,/,,,..., /j,-. 


/'=''*  4  i«;* 


und 


— « ^  .1 
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CO       90 


hff 


.r,"'~*  Xj**'"*  .  . .  xj**^'^  dx^  (1x2  •  •  •  ^^m  5,. 

0    0 


^0,0+^i»O^I+-+<'»,,0  ^«J       n  (  <^0,y  +  <^l,»^l+-+^m,v^mj 


) 


OO       00 


-// 


Schreibt  man  in  der  ersten  Gleichung  m  =  n  =  l  und  unter- 
drückt in  den  Veränderlichen  x,  y,  sowie  in  den  üonstanten 
«,  ß  den  Index  1,  so  entspringt  die  in  §.  43.  bewiesene 
Dirichlet'sche  Relation 


) 


*)  Wenn  man  zuerst  nach  xq  integrirt,  so  hat  man  für  diesen  Theil 
des  Integrales  auf  der  linken  Seite  der  Relation 


00  OD        00 


'O  /     /   •  •  •        ~l^n 

J  J  n 


\  ,e  \  1  / dx^  dx2 . . 


^-^'^dx,   '    '       "  '     •      '''^- 


77  |^a:o^^''o,o+    2;   r^.  w^/ijj 


0  0  *C=1  L         \  /U=l 

QO  00         10 


0  0       0  ^^ 

den  Ausdruck 


77"rTc     yj 


V 


00 


-farl-ff.+..-fo«,+^-l+27|^v  -27/J, 


1  1  ^0^0 


r{a) 


( ^0*0+2:^^,0  ^A*) 


**)  Von  dieser  Formel  sagt  Winckler,  dass  Cauchy  dieselbe  gefunden 
und  im  Journal  de  Tdcole  polytechnique,  tomc  XVII,  page  154  mitge- 
theilt  hat. 


—    554    — 
Unter  denselbeu  Vuraussetzungen  fliesst  femer  aus  Gleichung  2. 


riß)     /  x^'-^dx 


a—1 


Fiß+^IJ  (co,o  +  ri,oar)^  (^,i  +  q.|*/ 


00 

0 

die  ihrerseits  M^ieder  in  die  von  Abel*)  gefundene  Beziehung 


oo  CO 


übergeht,  sofern  mau  0^,^  =  a,  c,,,,  =  <?om  =  ^lu  =  ^> 
«  -|-  A  =  y  schreibt  und  schliesslich  a  durch  1  —  a  ersetzt, 
wo  aber  nunmehr  das  neue  a  einen  positiven  echten  Bruch 
bezeichnen  muss. 

Auch  die  Euler'sche  Relation  zwischen  den  B  und  F 
lässt  sich  aus  der  obigen  Gleichung  herleiten ;  zu  dem  Behufe 
braucht  man  nur  C(j,o=c,,o=Co,i=c,,,=/J  =  l  und  A=y  —  1 
zu  setzen,  indess  ist  eine  derartige  Herleitungsweise  der  ge- 
nannten Beziehung  nicht  zu  empfehlen,  weil  f ür  a  +  y  <  I 
die  Function  ß  unter  einer  illusorischen  Form  erscheint. 

Wählt  man  in  Gleichung   1.   n  =  1   und  schreibt  ß,  y 
statt  /3| ,  Vi ,  so  entspringt  die  Formel 

•y     e/  (<*o»i  +  fu  1  a:,  4-  «"im  -^2  +  .  .  .  +  <•«,  1  ««y 

{\        0 


OD 


0         1  \  / 


Die    (ileichung   2.    dagegen   fiihrt   unter    denselben    Voraus- 
setzungen zu  der  Beziehung 

"*)  Oeuvres  completcs,  tome  I,  page  96. 
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30        ao 


0         0 


'v(- 


riß)    r(a)  I  (      ,        y+»  "/       ,   '     Yp 

Und  hieraus  fliesst  wieder  für  ^^,o  =  ^iu.i,  f*  =  ^N  '  i  •  •  •  ^' 


-  ff 


00  OD 

«1-1  ^  «2-  »  ^     «m— 1 


(«•ü»0  +  ^l>0  ^1  +  .  .  •  +  Cm,  0  ^i/i) 
0        0 

__  r(p+^)r(ai)r(cr,)...r(tt^) 

'  ■    ■     ~  -  _    -  -  -   -       ^ 

1 


§.  170. 

Bemerkungen  zu  dem  Vorhergehendeu*    Cauchy'sche  Reductions- 

methode. 

Zu  den  Formeln  1".  und  2*.  oder  vielmehr  zu  denjenigen, 
welche  beziehungsweise  für  c^j  j  und  c^,  „  =  1 ,  «  +  /J  =  ^, 

also  /3  +  A  =  fi  —  («1  +  «2  +  •  •  •  +  "*«^  *^^  denselben  ent- 
springen^ ist  Moigno*)  vermittelst  der  früher  erörterten  Cauchy'- 
schen  lutegratiousmethode  gelangt.  Dieselbe  gestattet  in  d^r 
That  die  Erweiterung  auf  vielfache  Integrale  unmittelbar; 
man  schliesst  dies  auch  sofort,  wenn  mau  sich  erinnert^  dass 
die  Methode  dadurch  charakterisirt  ist,  einen  passenden  Fac- 
tor der  Function  unter  dem  Zeichen  der  Integration  durch 
ein  solches  bestimmtes  Jntegral  zu  ersetzen,  dass  nach  dieser 
Substitution  die  einzeluen  Integrationen  sich  vollziehen  lassen. 
Betrachten  wir  z.  ß.,  um  einen  allgemeinen  Fall  vorzuführen, 
ein  vielfaches  Integral  von  der  Form 

5  =  I   I  I . . .  —  dx  du  dz  .  ,  ,  y 

in  welchem  P  und  O  Fimctionen  der  Variabeln  o?,  y,  z,  .  .  . 


♦)  Calcul  integral.    §.  121, 
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becleuteu  und  ft  eine  positive  oder  auch  eine  solche  complexe 
Constante  vorstellt,  deren  reeller  Theil  wesentlich  positiv  ist; 
80  lässt  sich   —   wie  aus  früher  gepflogenen  Untersuchungen 

bekannt  ist  —  der  Factor  —  immer  durch  das  Int^ral 


oo 


u 


ersetzen,  und  sonach  wird  schliesslich 


OD 


S  =  j^.  f    (ff'  •  •  f^~^  ^^^'  öTx  dy  dz  .  ,  .  dt, 

0 

Nun  seien  P  und  Q  derartige  Functionen  von  x  y  y,  ?,..., 
für  welche  die  Beziehungen  gelten 

P=P^PyP^...,   ()  =  c  +{),+  (),,+  (>,  +  ...  , 

in  denen  c  coustant  ist  und  die  Symbole  /^c,  Py,  *  >  - ;  (>^,  Oy, . . . 
bezüglich  Functionen  bloss  von  x,  bloss  von  y  u.  s.  f.  be- 
deuten sollen;  alsdann  wird  augenscheinlich  das  Integral  S 
auf  ein  einfaches 


OD 

-'*tivw...  (f'-^dt 


0 

reducirt,  sofern  die  einzelnen  Integrationen 

u  =  J e"^'^  P^dx,  v^Je'^y'Pydyy... 

sicli  ausführen  lassen. 

Zu  den  Fällen  dieser  Art  gehören  oSenbar  die  im  vorigen 
Paragraphen  mitgetheilten  speciellen  Integrale,  und  zwar  gelten 
diese,  weil  in  der  Gleichung 


2M      r{i>,)J  ' 


uuseru  frühern  Betrachtungen  zufolge  nicht  nur  die  Grösse  /i, 
sondern  auch  0  eine  complexe  Grösse  vorstellen  darf,  so- 
fern nur  deren  reeller  Theil  positiv  ist,  auch  dann  noch,  wenn 
die  in  ihnen  vorkommenden  Constanten  complexe  Zahlen  der 
eben  erwähnten  Art  bezeichnen.  Selbst  für  die  Formel  I. 
bleibt  diese  Behauptung  richtig. 
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§.  171. 

Darstellung  wil\^ürl icher  Functionen  mit  beliebig  yieleu  Ter- 
änderlichen  durch  Fourier'sche  Integrale.*) 

Weirn  es  sich  darum  handelt,    eine  Function  s  zu   be- 
stimmen,   welche   erstens   der  partiellen  DifiFerentialgleichung 


dt 


wo  a  constant,   Genüge  leistet,   die  zweitens  für  /  =  0  eine 
.  willkürliche  Function  /"(x,  y,  z)  repräsentirt  und  deren   par- 

tielle  Derivirte  ^    endlich  drittens  ebenfalls  für  /  =  0  auf  eine 

ot 

beliebig  gegebene  Function  F(x,y,z)  sich  reducirt**):  so 
wird,  wie  nach  den  Lehren  der  Theorie  partieller  Differential- 
gleichungen leicht  bewiesen  werden  kann,  diese  Aufgabe  ge- 
löst durch  das  sechsfache  Integral 

s  =  {^)\6)ßosp[a^,ß,r)coHaQi+  ^1^^^^']  da  dß  dy  dl  dfi  dt., 

wo  P=X  (a  —  x)  -f-  [A  {ß — y)  -\-  v(y  —  z)  und  q='i/^X'^-{-^'^-{-v^ 
ist.  Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  kennen  wir  uns  jedoch 
auch  a  posteriori  überzeugen;  zu  dem  Behuf e  brauchen  wir 
in  der  That  das  Integral  s  nur  der  üerivation  in  der  vor- 
geschriebenen Weise  zu  unterwerfen  und  ausserdem  zu  zeigen, 
dass  Fourier's  Theorem  von  der  Darstellbarkeit  einer  belie- 
bigen B\inction  tpix)  durch  das  Doppelintegral 

-f.  OD    4-00 

(p(^x)  =^  I     l  (p{cc)  cos  A  (a  —  x)  da  dk 


00     00 


die  Erweiterung  auf  Functionen  mehrer  Veränderlichen  zu- 
lässt.  Da  die  erstere  Aufgabe  mit  keinerlei  Schwierigkeiten 
verknüpft  ist  und  bloss  die  letztere  einer  nahem  Begründung 
bedarf,  ja  im  Grunde  genommen   für  den  Augenblick  unser 

*)  Aus'Dirichlct^s  Vorlesungen  über  partielle  Ditierentialgleicbungen 
entlehnt. 

**)  Die  Untersuchungen  über  die  Bewegung  clastisch-fliissiger  Kör- 
l^er  führen  wirklich  zu  dieser  Aufgabe.  Man  vergl.  beispielsweise 
Hiemann^s  Vorlesungen  über  partielle  DitTerentialgleicbungen,  §,  IOC. 
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Interesse  alleiu  beausprucht;  so  beschranken  wir  uns  auch 
auf  diese;  und  zwar  untersuchen  Mrir  zunächst  den  Fall^  in 
welchem  die  willkürliche  Function. 9)  nur  zwei  von  einander 
unabhängige  Veränderlichen  x,  y  enthält.  Betrachten  wir 
nun  y  vorläufig  als  eine  beliebige  Constante^  so  lässt  sich 
offenbar  vermöge  des  Fourier'schen  Lehrsatzes  die  Function 
q){x)  in  folgender  Form  darstellen: 


—  00    — 00 


AuderseÜB  aber  gilt  die  Gleichung 

•4-00  -f- 00 

9(«»  y)  =  ^J  j  vi«,  /J)  cos  ft  (ß—y)  du  dß, 


—  »    —  OD 


und  folglich   ergiebt  sich  durch  Substitution  dieses  Werthes 
in  Gleichung  1.  die  neue  Beziehung 

9(^;y)  =  (.^Y  /  /  / 1 (p{a,ß)co3X(a--x)cos(i{ß—y)dadßdXdii. 


» 


In  ganz  ähnlicher  Weise  aber  fiiesst  weiter^  dass  ftür  eine 
von  den  drei  unabhängig  veränderlichen  Grossen  x,  y^  z  ab- 
hängende willkürliche  Function  ^i{Xy  y,  z)  die  Relation  besteht 

2.     q)(XyyyZ) 

-f-oo 

=  [y)  (G)  f  q){(x,ß,y)cosX{a—x)coa^{ß — y)cosv{y — z)dadßdydXd^di 


"—00 


ja  man  schliesst  leicht^  dass  überhaupt  eine  Function  beliebig 
vieler  Variabein  durch  ein  mehrfaches  Integral  darstellbar  ist 
Man  kann  diesen  Integralen  eine  elegantere  Gestalt  geben^ 
wie  wir  sogleich  an  dem  sechsfachen  Int^rale  2.  zeigen  wer- 
den.    Bedenkt  mau  nämlich  ^  dass  in  Folge  der  Relation 

cos  a  cos  //  cos  c  =  \  [cos  (0  +  ^  +  <?)  +  ces  {a  -^  b  —  c) 

+  cos  {a  —  ^  +  r)  +  cos  (—  «  +  ^  -f"  Ol 
das  Froduct  cos  A  (« — x)  cos  n  (ß  —  y)  cos  v  (y — z)  mit 
,  I  cos  [k  {a-x)  -^[i{ß  -?/)  +1/  (y—z)]  +  cos  [k  {a—x)+ii{ß—y)-v(y  - :] | 
'  \ -^.coH[k{a—x)-ii{ß-y)+v{y--z)]+cos[^X{a—x)-\-ii(ß-y)+iiy-:^ 

gleichbedeutend    ist;    so    lässt    sich    das  Integral    2.    in    eine 
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Summe  von  Integralen  zerfallen,  deren  jedes  nur  einen  Co- 
sinus in  sieh  begreift.  Vertauscht  man  nun  in  den  gewonne- 
neu Integralen  die  Veränderlichen  —  X,  —  ^,  —  v  bezüglich 
mit  +  A,  +  fA,  +  V  und  nimmt  endlich  die  hierdurch  er- 
zeugten Miuusglieder  additiv,  d.  h.  verwechselt  man  die  Gren- 
zen der  mit  dem  Minuszeichen  behafteten  Integrale;  so  ent- 
springen vier  Integrale  von  der  Form 

(2^)'-*  (6)/V(«,^.y)  cas[l{a-x)-i-ii{ß-y)+v(Y-z)]  dadßdy  dkdfidv. 

Und  daher  wird  schliesslich 

(p(Xyy,z) 

+  00 

=  (2-»)'  (6) /k«,/»,y)cos[A(a-a:)+-^(^--y)  +  i/(y--z)]rfae//Je/^ 


—  00 


und  allgemein  für  eine  Function  von  n  Variabein 

•4-00 

fp  {x,y,z,...)=  \~^  {2n)J  9  (a,  ß,y,.. .)  cos  [A  (a  — a:)  -f  . . .]  da  dßdy,,  .*) 


00 


§.  172. 

Reductiou  des  sechsfachen  Integrales  s  (§.  171.)  auf  ein 

Doppelintegrral.**) 

Dos  im  vorigen  Paragraphen  erwähnte  sechsfache  Integral 
=  (2^)'(6)/[A«,M  cosap/+/'(«,/3,y)*^]  cos  Pdadßdy  dkdfidv 


lässt  sich  auf  ein  Doppelintegral  reduciren,  und  zwar  gelingt 
diese  Reduction  theils  durch  Einführung  von  Polarcoordinaten, 
theils  durch  Benutzung  dos  Fourier'schen  Satzes  von  der  Dar- 
stellbarkeit einer  willkürlichen  Function  durch  ein  Sinus- 
Doppelintegral. 

Um  dies  zu   beweisen,    genügt    es    offenbar,    bloss  das 

*)  Auch  mit  Hülfe  des  ImagiDären  kann  man  sich  von  der  Richtig- 
keit dieser  Umformung  überzeugen;  man  vergleiche  beispielsweise: 
Ricmanu,  partielle  Diffgl.,  S.  284. 

**)  Ans  Dirichlet'fl  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgl. 


-     5G0    - 
Integral 


-f-ao 

"■' = {^^yc^yf^^^'^'y)  -°4- ««« ^ '^^  ^P  ''r  '^^  ^y"  ^^ 


OD 


einer  nähern  Betrachtung  zu  unterwerfen,  indem  der  andere, 
die  Function  f  enthaltende  Theil  des  Integrales  s  durch  Diffe- 
rentiation von  s  nach  /  und  Vcrtauschuug  von  F  mit  f  aus 
s  hervorgeht,  also  unmittelbar  aus  dem  für  s  gewonnenen 
Resultate  abgelesen  werden  kann. 
Geben  wir  nun  /  die  Gestalt 

-f-  CO  +00 


und  ersetzen  überdies  der  leichtem  Schreibweise  halber  a— x, 
ß—y,  y—z  bezüglich  durch  a,  /3,  y,  wodurch  Pin  ail-f-/Jf*+yv 
und  s   in 


"■'=  (2',)'  fj'f'f^^lß^r  n<^+x,ß+y,Y+z)j'J'j cos P^^  dl  d^ir 

-  —  00  —  —         -      00 

sich  verwandelt;  so   besteht  unsere  nächste  Aufgabe  in  der 
Keductiou  des  dreifachen  Integrales 

00    -|- 00  -|-  00 


/OO     +00    - 


cosP      — ■    (ik  du  dv. 


00     —  X    —  X  '»^ 

-f-  OD 


Wie  man  sieht,  besitzt  dasselbe  dieForm  fjftl^{k,ii,v)dkdiidv 


—  00 


und  kann  also  unsern  frühem  Lehren  zufolge  entweder  als 
der  analytische  Ausdruck  eines  auf  die  rechtwinkligen  Achsen 
der  A,  n,  V  bezogenen  Volumens,  oder  als  der  Repräsentant 
der  in  diesem  Volumen  befindlichen  Masse  augesehen  werden. 
Behalten  wir  nun  aber  das  rechtwinklige  Coordinatensystem 
bei,  so  lässt  sich  keine  der  auszuführenden  Integrationen  voll- 
ziehen, vielmehr  gelingt  dies,  wenn  statt  der  rechtwinklige» 
Coordinaten  A,  /it,  v  Polarcoordinaten  g,  -d",  rp  gewählt  werden. 
Iii  welcher  Weise  aber  ist  diese  Walil  hier  zu  treffen?  Offen- 
bar werden  wir  schon  durch  q  =  }/ X'^-^^l^-^-v^  darauf  hinge- 
wiesen; den  Pol  mit  dem  Ursprünge  des  rechtwinkligen  Coordi- 
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natensystems  zusammenfallen  zu  lassen.  Wir  denken  uns 
dann  ferner  durch  die  Punkte    (A,  fi,  v)  und  (a,  ß,  y)  die 

Radienvectoren  q  und  r  =  "/c^^-fß^y^  gezogen  und  nennen 
d"  den  zwischen  q  und  r  befindlichen  Winkel.  Nun  bezeich- 
nen augenscheinlich  —,  ~,  —   und  — ,  -?-,  -^  die  Cosinus  der 

Winkel,  welche  die  Geraden  q  und  r  mit  den  Achsen  der 
A,  fA,  V  oder  —  wie  wir  jetzt  sagen  wollen  —  der  x,  y^  z 
bilden.  Zwischen  diesen  Cosinus  und  dem  Cosinus  des  Win- 
kels d"  aber  besteht  nach  einem  bekannten  Satze  der  analy- 
tischen Geometrie  die  Relation 

COS  «d*  = r  ~  —  +  —  — » 

r     Q     '     f    Q  r    Q 

d.  g. 

rg  cos  d'  =  aX  -{-  ß(i  -{-  yv  =  Pj 

und  hieraus  schliesst  man  nun  weiter,  dass  die  Polarachse, 
deren  Lage  vorläufig  ganz  unbestimmt  gelassen  war,  in  die 
Gerade  r  zu  verlegen  ist.  Die  Lage  der  Polarebene  dagegen 
ist  völlig  gleichgültig,  weil  rund  um  r  herum  Symmetrie  sich 
zeigt. 

Heisst  jetzt  (p  der  Winkel,  welchen  eine  durch  q  und  r 
gehende  Ebene  mit  der  Polarebene  bildet,  so  stellt  bekannt- 
lich Q^  sin  d"  dd"  d<p  dQ  das  Raumelement  dk  dfL  dv  vor.    Die 

zu  integrirende  Difierentialfunction  cos  P    -^^  dX  d(i  dv  wird 

mithin  in  —  cos  {rg  cos  0-)  sin  agt  .  q  sind'  dd^  d<p  dg  sich 

verwandeln,  und  dieser  Ausdruck  ist  nimmehr  von  (»=0,  d'=0, 
(p=0  bis  ^==+cx),  d'=7t,  q)=2n  zu  integriren,  weil  das 
ursprüngliche  Integral  sämmtliche  Elemente  von  —  cx)  bis 
-}-  cx>  umfasst.     Daher  die  Gleichung 

-4- OD  +«  +00 

r  j'  r  i«i4^'  dx  d(L  dv 


^  00   —  OD   —  QO 


cos  {rg  cos  0")  sin  agi  q  sin  -^  dd"  d(p  dg. 


'fff 

0     0      0 


Integriren  wir  aber  zunächst  nach  (p,   so  kommt  statt  des 
dreifachen  Integrales  rechts  das  zweifache 

Mbtvb,  bettimmte  Integrale.  ^^ 
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OD    n 
2 


0      Ü 

Nun  ist 
ff 


—  I   I  cos  {tq  cos  d)  sin  agt  (f  sin&d&dg. 


I  cos  (tq  cos-^)  sin  d"  rf-ö"  = /  ^[s]n(rpco8  9)]=    ""'^ 


Ü 

folglich 


—  /    /    /  cos  (r()  cos  '9')  sin  ap/  p  sin  ^  ^^  Jg?  Jp 


u     0     u 

CO 


U 

und  daher  wird  jetzt 

-foD 


4  jr    /*ßin  rp         .  .   , 

=  —  I  — ^  Q  smagi dg: 

a     J      VQ      ^  ^        ^  ' 


? OD  Ö 

Dieses  vierfache  Integral  aber  gestattet  eine  fernere  Verein- 
fachung.   Denn  schreibt  man  dasselbe  wie  folgt 

00  — -|-  CO 

U  CO 

und  wählt  auch  hier  wieder  Polarcoordinaten  r^  ^,  9  statt 
der  rechtwinkligen  a,  ß,  y  und  zwar  jetzt  in  der  gewohnlichen 
Weise ;  d.  h.  setzt  man 

a  =  r  cos  0-;  /J  =  r  sin  0"  cos  <p,  y  =  r  sin  Ä  sin  9; 

so  verwandelt  sich  s'  in 

00  to  n  2/t 

5'  =  --- j—  /  dg  sin  atg  j  dr  jdd'  j  F(a:  +  r  cos  ^, 

0  0  0  0 

y-{-r  sin  ^  cos  <p,  z-^r  sin  «ö*  sin  (p)  sin  {rg)  r  sin  ^  dtp 
oder,  was  dasselbe,  in 

iT    *Ä  00    00 

8'  =  -\-l  Id^dfpÄTL^  i  I F{X'{'rco8^,...)sinaigsin(rg)rdQdr. 

00  00 

Erinnert  man  sich  aber  nunmehr  der  bekannten  Beziehung 
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OD     00 


|,C.,.yT 


dQ  dr  sin((>t;)  sin((>r)  q>(r)y 


so  erkennt  man  bei  einiger  Aufmerksamkeit  leicht;  dass  das 
Doppelintegral 


OD    OD 


I  I  dfdrr  F{x-^r  cos  0",  y+r  sin  0*  cos  (p, 

0    0 

-2  +  r  sin  d"  sin  <p)  sia  rp  sin  atQ 
die  Function 


r^  ai  FijC'^-ai  cosd',  y-^-aisind^  cos(p,  z  +  ö/sinO-sin^) 


2 

reprasentirt  und  dass  folglich 

ä'=2—  /  /  dd'd(psmd'F{x-\-'atcos^yt/-\-'a(sind'COS<p,Z'{'ai8ind'BUkfp) 

ist.  Hieraus  aber  fliesst  mit  Beachtung  der  oben  über  die 
Bildung  des  Integrales  s  gemachten  Bemerkungen  sogleich 
weiter,  dass 

Ä  =  —  /  I  d&  d(p  ain  d' .  Fix-^-at  cos  ^^  y  +  «^  sin  ^  cos  (py 

U     ü 

z-^-at  sin  %^  sin  (p) 

n   2» 

-f-T- jjU  I  f  dd'  d(p  aind' .  f{x'{'at cos^,  y-^aismd'COQ^, 


0    0 


z-\-at  sin  ^  sin  9))  . 


Diese  für  die  mathematische  Physik  sehr  wichtige  Formel 
wurde  zuerst  von  Poisson  mittelst  einer  sehr  umständlichen 
Reihenentwickelung  begründet.*) 

Nicht   ohne   Interesse   dürfte    übrigens   die  Bemerkung 
noch  sein,  dass  das  Doppelintegral  s   geometrisch  genommen 


*)  Memoire  sur  l'int^gration  de  quelques  ^quations  Unfaires  aox 
diftärences  partielles,  et  particali^rement  de  r^uation  g^närale  du 
mouvement  des  fluides  ^lastiques.    (Lu  ärAcaddmie  le  19juiUet  1819.) 

Mämoires  de  VAcad^mie  royale  des  sciences  de  rinstitut  de  France. 
Ann^e  1818.    T.  HI.    P.  121. 

3C* 
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über  die  Oberfläche  dorjonigen  Kugel  sich  erstreckt,  welche 
mit  dem  Halbmesser  at  aus  dem  i'unkte,  desseu  rechtwiuklige 
(Joordinaten  x,  y,  z  heisseu,  bescliriebcn  ist,  dass  also  dieses 
Integral  den  mit  (  multipltcirtezi  mittleren  Wertli  der  I'ddc- 
tioii  F  für  jene  Kngelrtüche  darstellt.  Und  zwar  UbArzengt 
man  sich  hiervon  sogltncli,  wr-nn  ninn  da«  Integral  s  in  der 
Form 

^-]—  /  jilQiip  {ti tf  sin  S  .  F{x-{-fitcm^,  ij -\- a l  shi  »  ctta  ip, 

:-\-  at  sin  &  sin  9) 

schreibt  und  ausserdem  beachtet,  dass  al  cos#,  nt aiu&  cos<p 
nnd  rt/ sin '?  sin  9>  die  rechtwinkligen,  mit  den  Achsen  der 
X,  y,  X  parallelen  Goordinatfn  irgend  eines  Punktes  der  Kugel- 
fläche  sind,  welche  den  Punkt  (.r,  y,  r)  zum  Cciitrum  nnd  die 
Strecke  atTxaw  Halbmesser  besitzt,  dass  also  (»/)'  sin  &  d9dip 
das  Element  dieser  Kugellläche  repräsentirt. 


Dirlrhiut's  Reduclioiismetliodo  TieirHclier  liile^nUe.*) 

Welch'  ausserordeutliclie  Vortheile  mit  der  Wahl  der 
Integrationsgrenzen  0  und  00  oder  —  cc  und  -f-  ^'^  ■'^  *^^'f 
Theorie  der  bestimmten  einlachen  Integrale  verbuudeii  sind, 
iät  aus  unsern  frllhem  Lehren  mehr  als  genügend  ersichtlich. 
Aber  auch  die  im  Vorhergehenden  angestellten  Betrocbttiiigen 
I  Über  gewisse   vielfache  lutegrale  haben  schon  gezeigt,    daas 

^^^  in  der  Theorie  der  bestimmten  vielfachen  Integrale  die  Wahl 

^^L  der  genannten  Grenzen   ebenfalls  mit   günstigem  Erfolg  ge- 

^^H  krönt  ist.     Noch   mehr  aher  werden   dies   die  11  ach  folgendes 

^^H  Untersuchungen    bestätigen ,    nnd    namentlich    der   Umsiuiil. 

^^B  dass  die  Entwicklung,  ja  selbst  die  Keductioii  vielfacher  lute- 

^^H  gralK  im  Allgemeinen   mit  den  grössten  Scliwierigkeitea  xo 

L 


*}  lieber  eiao  neue  Metbodu,  die  Wertbe  vietfacher  Iul«|{nt(F  la 
linduD.  (Abb  und  Igen,  der  k.  Akad.  der  Wissenschft.  lu  Berlin  ma*  dm 
Jftbro  laaa,) 

;  uouvclle  Mütliode    poiir  la  dätermiimtion  dw  InUgnlM 
niiiltiijU'B,  iiar  M.  Lcjcunc  Diriolilel  (.Liuuville.  Jourual,  t  IV,  p.  tU^ICS). 
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kämpfeu  hat,  weiiu  in  den  Ungleichheiten,  welche  den  Um- 
fang der  Integrationen  bestimmen,  mehrere  der  Veränder- 
lichen erscheinen,  dass  diese  Schwierigkeiten  aber  in  vielen 
Fällen  sich  bedeutend  vermindern,  sofern  statt  der  veränder- 
lichen Grenzen  die  constanten  0  und  oo  oder  —  cx)  und  -|-  cx) 
ge'wählt  werden,  liefert  einen  glänzenden  Beleg  für  die  Rich- 
tigkeit unserer  Behauptung.  Die  Erfindung  der  Meihode, 
durch  welche  gerade  diese  letztere  Reduction  möglich  wird, 
ist  Dirichlet's  Verdienst.  Sie  charakterisirt  sich  dadurch,  dass 
man  das  vorgelegte  vielfache  Integral  mit  einem  Factor  mul- 
tiplicirt,  der  innerhalb  der  Grenzen,  zwischen  denen  die  Inte- 
grationen auszuführen  sind,  den  Werth  1  besitzt,  ausserhalb 
derselben  hingegen  verschwindet.  Dabei  kann  es  sich  freilich 
sehr  wohl  ereignen,  dass  in  Folge  der  unendlichen  Grenzen 
'das  zu  behandelnde  Integral  unbestimmt  wird.  Tritt  aber 
ein  Fall  dieser  Art.  ein,  so  wird  man  das  vorgelegte  Integral 
immer  als  die  Grenze  eines  andern  ansehen  können,  welches, 
nach  der  Dirichlet'schen  Methode  behandelt,  vollständig  be- 
stimmt bleibt.*)  Das  Wesen  dieses  soeben  angedeuteten,  von 
Poisson  und  Cauchy  mehrfach  angewendeten  Kunstgriffes  ist 
übrigens  aus  der  in  §.  71.  geführten  Untersuchung  zur  Ge- 
nüge ersichtlich. 

Bevor  wir  nun  aber  die  Anwendung  der  Dirichletschen 
Methode  näher  erläutern,  wollen  wir  in  dem  Folgenden  zuerst 
die  Bildung  des  von  Dirichlet  gebrauchten  discontinuirlichen 
Factors  zeigen  und  gleich  hier  erwähnjen,  dass  man  auf  Grund 
der  Fourier'schen  Integrale  ohne  grosse  Mühe  noch  andere 
Discontinuitätsfactoren  angeben  könnte. 


§.  174. 
Dirichlet's  disconiinuirlicher  Factor« 

Frühern  Lehren  zufolge  besitzt  bekanntlich  das  Integral 

CO 

*8in  9x 


/' 


X 

n 


dx  die  Eigenschaft,  dass  es  für  ein  positives  O  dem 


Werthe  +  ^  gl^^ch  ist,    für  ein  negatives  -^  hingegen  mit 


*)  Siehe  §.  175. 
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—  —  zusammenfällt.     Wählt  man  mithin  für  &■  nach  einander 

die  couslanten  Werthe  1  +  ^  und  setzt  zunächst  —  1  <  A  <  1 
YorauS;  so  sind  1  -}-  A  und  1  —  X  beide  positiv,  und  folglich 
wird  jedes  der  Integrale 


OD 


1.  r^+^^  ax  und    C^^-'^  äx 


mit  der  Zahl  ^ ,  also  ihre  Summe ,  d.  h.  das  Int^pral 


Ü 


00 

o    /'öin  X  cos  Ix  da; 

^-     J  X 

mit  7t  identisch  sein.  Dagegen  ist  die  eine  der  beiden  Zah- 
len 1  +  ^  positiv,  die  andere  negativ,  wenn  X  entweder  Ober  1, 
oder  unter  —  1  sich  befindet;  in  diesen  beiden  Fallen  besitzt 
daher  das  Integral  z  den  Werth  Null.  Fallt  endlich  die  Con- 
stante  X  mit  -|-  1;  ^^^^  ~~  1  zusammen,  so  ist  das  eine  der 

Integrale  I.  mit  ^;   das  andere  mit  Null  gleichgeltend,   und 

denmach  wird  diesen  Fällen  entsprechend  das  Integral  z  die 

Grosse  -^  besitzen.     Aus  allem  diesem  fliesst  daher  der  Satz 


r 

CO 

/•eil 


00 

sinxcosild;    , 

dx  = 


X 


0,  x«>i 

*       l«s»   1 


Das  Integral  —  i  ^'° ^ ^^^   ^  dxy  der  sogenannte  dis conti- 

nuirliche  Factor  Dirichlets,  erhält  mithin,  wenn  X  eine 
von  +  1  verschiedene  positive  Constante  bedeutet^  den  Werth  1, 
solange  X  kleiner  als  1  ist,  dagegen  fallt  es  mit  der  Null 
zusammen,  wenn  X  die  Eins  überschreitet,  'und  für  A  =  1 
endlich  ist  es  =  ^. 

§.  175. 
Das  Dlrlchlerschc  Integral  fff. . .  x'''^  y^^  2*"^  ...dxdydz... 
^^  ^  <  (a7   +  Vß)  +(-)+•..<  1  und  positive  ConstaBlen. 

Gestützt  auf  seine  im  Vorhergehenden  erwähnte  Beductions- 
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meihode  hat  Dirichlet  ein  äusserst  wichtiges  Theorem  entdeckt, 
das  wir  jetzt  entwickeln  wollen.  Zu  dem  Behufe  suchen  wir 
vorerst  den  Werth  des  vielfachen  Integrales 

zu  bestimmen^  in  welchem  die  positiven  Veranderlichen 
o;,  y,  z,  .  .  .  der  Bedingung 

2.  a  =  a;  +  y  +  2-f"««*<l 

genügen  und  die  Constanteu  k^  Ojb,  c, .  .  ,  sämmtlich  positiv 

sein  sollen. 

Das  Integral  U  würde  augenscheinlich  einem  Producte 
von  Gammafunctionen  gleich  sein;  wenn  die  Grenzen  der 
einzelnen  Integrationen  0  und  oo  hiessen.  Ob  nun  gleich 
ein  derartiger ;  sich  von  selbst  erledigender  Fall  hier  wegen 
tf  <  1  nicht  Statt  haben  kann^  so  wird  uns  doch  mit  Berück- 
sichtigung der  oben  bevriesenen  Eigenschaft  des  Dirichlet'- 
sehen  discontinuirljchen  Factors  durch  die  gemachte  Bemerkung 
sehr  klar  der  Weg  vorgezeichnet;  durch  dessen  Betretung  wir 
am  ehesten  die  Ermittlung  des  Werthes  von  O  gewärtigen 


00 


können.    Denn  da  —  /  .2L31  cos  ötp  dtp  sofort  verschwindet^ 

wenn  auch  bloss  eine  der  in  a  enthaltenen  Variabein  den 
Werth  1  überschreitet;  so  werden  wir  offenbar  statt  jener  Gren- 
zen des  Integrales  U,  welche  aus  der  Ungleichheit  2.  zu  ent- 
wickeln sind;  durchweg  0  und  oo  als  Integrationsintervall 
wählen  dürfen;  sofern  wir  U  mit  dem  vorhin  genannten  Fac- 
tor multipliciren,*)  Eine  weitere  Vereinfachung  der  Rechnung 
wird  femer  noch  eintreten;  wenn  wir  die  goniometrische 
Function  cos  atp  durch  die  Grosse  er-^v*  ersetzen;  was  augen- 
scheinlich geschehen  darf;  insofern  vrir  bei  der  nachfolgenden 


♦)  Da  die  Bedingung  ff  <  1  auch  jene  Werthe  or,  y,  t,  ...  in  sich 
begreift,  welche  der  Gleichung  cr=l  genügen,  für  «=1  aber  dei 
Discontinuitätsfactor  die  Grösse  \  besitzt;  so  müsste  eigentlich  der  die> 
sen  J?,  y,  Z)  •  •  •  entsprechende  Integralwerth  1/  auf  die  Hälfte  reducirt 
werden.  Ohne  Zweifel  darf  man  indess  hiervon  absehen,  weü  jene 
^9  ^1 2>  •  •  •  offenbar  nur  einen  unendlich  kleineu  Beitrag  zum  Endwerthe 
des  Integrales  U  liefern.  Eine  indirecte  Bestätigung  der  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  wird  man  übrigens  durch  den  später  folgenden 
Lioavillo'schen  Beweis  der  DirichleVscheu  Formel  erhalten. 
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Entwickelung  immer  nur  den  reellen  Theil  der  entstehenden 
Resultate  berücksichtigen.  Um  dies  übrigens  in  Kürze  gleich 
sichtbar  zu  machen,  wollen  wir  statt  des  Gleichheitszeichens 
mit  dem  Zusätze  ,,dem  reellen  Theile  vou'^  das  Zeichen  t 
in  Anwendung  bringen  ^  so  dass  wir  schreiben 


00 


Integriren  wir  nun  zunächst  nach  x,  darauf  nach  t/,  z,  .  .  . , 
so  folgt;  dass  für  den  ersten  Fall  die  Relation 


00 


(7  +  I  /  I  fl^  .  .  ^-*<^+=+->  t/-^  dy  z^^-i  dz  ... 
also  schliesslich  die  Beziehung 


00 


3.      Ui  '^  r(a)  Hb)  r{c)  .  .  .  /'^ 


0 

gelten  wird. 

Um  jetzt  den  Werth  des  Integrales  rechts  zu  entdecken, 
wollen  wir  annehmen ,  dass  statt  des  vielfachen  Integrales  U 
das  einfache 


y  =J  e-*^"^  af^^  dx, 


0 

wo  m  =  a-{-b'^c-}'...  sein  soll,  zu  berechnen  sei.     Wird 


00 


dasselbe  mit   -  /  ^^^  cos  xtp  dtp  multiplicirt  und  darauf  einer 

0 

dem  Obigen  ganz    analogen   Behandlungsweise  unterworfen, 
so  ergiebt  sich  offenbar  die  Beziehung 


00        00 


oder 


F  +  I  /Tc-(*-HP'V  o:«-'  '^  dtp  dx 


'^ + 1  ^^jH 


sin  <p        dtp 


0 


m 
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Daraus  aber  fliesst  weiter,  dass  der  reelle  Theil  von 

d(p 


2     Psintp 

V    ~V  \k  +  q>i) 
u 

1 


m 


mit  dem  Integrale  -p7~y  1  ^~^*  ^'""^  ^«^  identisch  ist.    Mithin 


r{a)r{b)r{e) 


...)J 


^~kx  ^jj«-|^4-«+...-i  ^^ 


besitzen.  Dieses  Resultat  bleibt  selbst  dann  noch  in  Kraft; 
wenn  die  Constante  k  mit  Null  zusammenfällt.  Dem  bekannten 
Maximum-Minimum-Satze  zufolge  liegt  nämlich  das  Integral 
U  zwischen  den  Integralen 

M  ff .  .  .  x^^  y*-^  2*^-^  .  .  .  dx  dy  dz  .  .  . 

und  Nff .  .  .  x^~^  y*-^  z^-^  .  .  .  dx  dy  dz  .  .  .  , 

wenn  M  =  l  und  N  =  er^  beziehimgsweise  das  Maximum 
und  Minimum  der  Function  c^^  innerhalb  der  Grenzen  0 
und  1  bedeuten.  Da  nun  das  mit  M  und  N  multiplicirte  viel- 
fache Integral  wegen  der  positiven  Werthe  von  a,  b,  c^  .  .  . 
niemals  sinnlos  wird,  und  da  ausserdem  mit  der  Null  sich 
näherndem  k  das  Maximum  und  Minimum  von  e^*'^  zusammen- 
fallen, so  geht  offenbar  f ür  A:  =  0  das  Integral  U  in  das 
folgende 

fff .  .  .  oc^-^  y*-^  2^-^  .  .  .  dx  dy  dz  .  .  . 

über,  in  welchem  die  Grenzen  der  verschiedenen  Integrationen 
immer  noch  aus  der  Ungleichheit  2.  zu  entlehnen  sind.  Ander- 
seits aber  nähert  sich  das  Integral 


/ 


(tr-kx  j^a+b^-^-..  -l  ^jß 


für  A  =  0  der  Grenze 

1 


/ 


0 

Man  hat  daher  den  Satz: 


•)  Man  vcrgl.  hier  den  in  §.  67.  bewiesenen  Lehrsatz. 
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JJJ     '  ''^^^y^^-'  =  r(l+a+b+e+...y 

wenn  0<a  =  a;  +  y  +  z+...<l  und  a,b,  c,  .  .  ,  sämmt- 
lich  positiv  sind.  Daraus  aber  fliesst  sogleich  eine  neue 
Folgerung.  Wenn  man  nämlich  statt  jeder  der  Veränder- 
lichen X,  f/,  Zf .  .  .  neue  .positive  Variabein  x',  y\  z',  . . .  ein- 
führt; die  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

in  denen  die  Coustanten  ^^  ß,  y,  *  »  >  ]  Pj  q,  r,  .  .  .  ebenfalls 
zu  den  pcsitiven  Grossen  gehören,  verbunden  sind^  so  erhält 
man  die  Relation 

WO  jetzt  die  positiven  Veränderlichen  x,  y,  z,  .  .  .  die  Be- 
dingung 

zu  erfüllen  haben.  Und  setzt  man  nun  für  den  Augenblick 
ap  =  a\  hq  =  b\  er  =^  c\  .  .  >  j  so  verwandelt  sich  die  vor- 
stehende Beziehung  in  diese: 

— .  -^  A^...  /  I ...  x^'-^fj^'-^  z«'-i  ...  dx  dy  dz  ... 

"  rK-+:-+t+-)  ■ 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  das  elegante  und  äusserst  wichtige 
Theorem  Dirichlet's: 

Sind  (i,  b,  Cf  .  .  ,  ] Py  q,  r,  .  .  .  und  a,  ß,  y,  .  .  .  positive 
Coustanten,  bezeichnen  ferner  o:,  y,  z,  .. .  positive, 
der  Bedingung 

ej+(j-y+o  )'+•••<■ 

unterworfene  Veränderlichen;  so  findet  die  Glei- 
chung Statt: 
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I.  ^J^ .  .  .  x'-'^  y*->  r«-*  .  .  .dxdy  dz 


«    p  y 


pqr 


■■■  r('+;-+K-+-)  - 


Die  Bedingung;  dass  die  Veninderlichen  x^  y,  z,  .  . .  den 
positiven  Grössen  angehören  sollen  ^  können  wir  offenbar  be- 
seitigen, wenn  wir  die  Constanten  a,  b,c,  .  .  .  ungerade;  die 
Constanten  p,  g,r,  ,  .  .  hingegen  gerade  ganze  Zahlen  bedeu- 
ten lassen.  Alsdann  aber  erscheint  jede  Variabele  in  ihrer 
Verbindung  mit  den  übrigen  Veranderlichen  nicht  bloss  als 
positive;  sondern  auch  als  negative  Grösse  und  folglich  setzt 
sich  bei  zwei;  drei*  .  .  .  ,  n  Variabein  das  Integral  aus  Ele- 
menten zusammen;  von  denen  bezüglich  je  4;  8;  .  .  . ;  2" 
einander  gleich  sind.     In  dem  nun  vorliegenden  Falle  ist  daher 

^''-  fff'  '  •  ^~^  y*"*  ^"""^  .  .  .dxdtj  dz  .  .  . 


=  2 

pqr 


§.    176* 

Einige  Anwendungen  des  Dirichlet'schen  Theoremes  1'.  auf 
geometrische  und  mechanische  Fragen. 

Besondere  Beachtung  verdient  das  Dirichlet'sche  Theorem 
in  dem  speciellen  Falle  dreier  Veränderlichen;  weil  die  nun 
Statt  findenden  Gleichungen  mit  Leichtigkeit  zur  Beantwortung 
von  Fragen  über  Bestimmungen  von  Körperinhalten;  Sqhwer- 
punkteU;  Trägheitsmomenten  u.  s.  f.  sich  benutzen  lassen. 

Seien  z.  B.  vorerst  in  P.  die  Constanten  a,  b,  c,  sämmt- 
lieh  der  Einheit;  die  Grössen  Pj  q,  r  hingegen  sämmtlich  der 
Zahl  2  gleich;  so  drückt  das  Int^ral 


-/// 


^,  „M.  - '-|J^  •  8  ^ 


geometrisch   gedeutet  offenbar   den  Inhalt   des    dreiachsigen 
Ellipsoides 


©' + ö)' + {^)" 
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aus.  Da  nun  \r(^)Y=n  j/tc  uud  r(l  +^)  =  i  /n  ist,  so 
ergiebt  sich  ohne  Weiteres  das  bekannte  Resultat  V=s^aßyn. 
Behufs  einer  zweiten  Anwendung  *des  dreifachen  Inte- 
grales V  legen  wir  den  Constanten  p,  q,  r  den  Werth  4 
bei,  alsdann  wird  das  zu  berechnende  Volumen  V  von  einer 
Fläche  des  vierten  Grades 

©■ + (i)' + ii)'  - ' 

begrenzt;  und  man  erhält  die  Gleichung 

8      Al  +  f)        2-3    r(i)' 

Nun  ist  einerseits  Jr(|)  r(i)  =    ^  =  n  ^2,     und     ander- 

Bin  — 
4 

seits  gilt  die  Beziehung 


/ 


d.  h. ,  wenn   man  yx  =  y  setzt, 


flj;-  Ki  -  4  /•  A. 


Durch    Multiplication    beider    Gleichungen    aber    entspringt 

weiter 

1 


also 


r(i)      ''''*      ^y^v'    Vi^Yi=^ 

Nennt  man  mithin  der  Kürze  halber  das  Integral  rechts  ^, 
so  hat  man  die  Beziehung 

Sie  gewinnt  dadurch   ein   besonderes  Interesse,  dass  A  ge<»- 
luetrisch  genommen  die  Länge  eines  Lemniscatenbogens  aus- 
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drückt.*)    In  der  That,  sei  ^ — ^    *"*8.  i». 

in  der  nebenstehenden  Figur 
OM=Q  der  Radiusvector 
eines  beliebigen  Punktes  M 
der  Lemniscate  COM B^  der  Winkel  MOB  ferner  heisse  -ö", 
und  OB  besitze  die  Länge  1.  Die  Polargleichung  der  Lemnis- 
cate lautet  unter  diesen  Voraussetzungen  q^  =  cos  2'& ;  die 
Länge  A  des  Bogens  BMO  wird  daher  gemäss  der  bekannten 
ßectificationsformel  für  Polarcoordinaten^  in  denen  p  als  un- 
abhängige Veränderliche  auftritt^  dargestellt  durch  das  Integral 

0 

/rf-^y  __     coB2'e'     __     e» 

\dfi)  1  —  cos  2^«         1  —  p«' 


Nun  ist  aber 


also 


und  demnach 


_    r    d9 


A 

u 

Welchen  Vortheil  endlich  das  Dirichlet^sche  Theorem  bei 
der  Lösung  mechanischer  Fragen  zu  bieten  im  Staude  ist, 
davon  mögen  die  beiden  folgenden  Beispiele  der  Bestimmung 
des  Trägheitsmomentes  Zeugniss  ablegen.  Vorher  jedoch 
möge  des  bessern  Verständnisses  wegen  nachstehende  Be- 
merkung eine  Stelle  hier  finden. 

Nach  den  in  der  Mechanik  üblichen  Benennungen  ver- 
steht man  unt«r  dem  Ausdrucke  Trägheitsmoment  eines 
materiellen  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Achse  das 
Product  aus  der  Masse  dieses  Punktes  in  das  Quadrat  seiner 
Entfernung  von  jeuer  Achse.  Bezeichnen  demnach  m^^  m^^ m^^ ... 
ein  System  von  unabänderlich  mit  einander  verbundenen 
Punkten  und  r,,  r,,  r3,  .  .  .  ihre  respectiven  Entfernungen 

*)  Vergl.  Abel.    Oeuvres  compl^tes,  tome  I.,  p.  229. 
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z 


/ 


a> 


von  einer  gegebenen  Achse,  so  wird  die  Summe 

das  Ti^heitsmoment  dieses  Systemes  darstellen.  Für  den 
Fall  einer  stetigen  Folge  von  materiellen  Punkten  geht  mit- 
hin diese  endliche  Summe  in  ein  Integral  über. 

Sei  nun  eine  continuirlichc;  homogene  Masse  M,  deren 
Fig.  «0.  Dichtigkeit  Q  heisse,  auf 

ein  rechtwinkliges  Achsen- 
System  OX,  Or,  02  be- 
zogen, und  stellen  wir  uns 
die  Aufgabe,  das  Träg- 
heitsmoment dieser  Masse 
in  Bezug  auf  die  genann- 
ten Achsen  zu  berechnen. 

— =x;  Denken  wir  uns  die  ganze 

Masse  in  parallelepipedi- 
sche  Elemente  o  zerlegt, 

so  bestimmt  z.  B.  ^x'^-jr  y* 
die  Entfernung  eines  Elementes,  dessen  Cioordinaten  x,  y,  z 
heissen,  von  der  z-Achse.  Und  da  nun  q  dx  dy  dz  die  Masse 
dieses  Elementes  vorstellt,  so  wird  das  dreifache  Integral 

ffjjj  i.x'+y^)  dx  dy  dz 
das  Trägheitsmoment  der  Masse  M  in  Bezug  auf  die  z-Achse 
liefern,  und  ähnliche  Formeln  finden  für  die  beiden  andern 
Achsen  Statt.  Der  Umfang  der  einzelnen  Int^rationen  muss 
dabei  selbstverständlich  durch  gegebene  Bedingungen  regulirt 
werden.  Setzen  wir  z.  B.  voraus,  dass  M  durch  die  Ober- 
fiäche 

•       ©• + («■ + CT  -  • 

begrenzt  wird,  so  würde  das  vorstehende  Integral  in  folgender 
Gestalt  erscheinen 

7  =  p  /  dxj  dy  J  (x'  +  y«)  dz, 
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und  man  fönde  durch  AusftUirang  der  Integrationen 

oder,  weit  4  Qaßyjc  die  Masse  /X/  des  EUipsoides  ausdrückt, 

Mit  Benutzung  des  Dirichlet'schen  Theoremes  ergiebt  sich 
dieses  Resultat  in  nachstehender  Weise.    Da 

1-  Qfff(^^+y^) äxdydz  =  Qffjx^dxdydz  +  gJJJy^dxdydz 
ist,  so  erhält  man  für  das  erste  Integral  rechts  den  Ausdruck 

das  zweite  Integral  hingegen  besitzt  den  Werth  | .  |  aß^ygn. 
Durch  Vereinigung  beider  Resultate  folgt  daher,  wie  oben 
behauptet  wurde, 

Bildet  endlich  die  Oberfläche 

W + {«' + (0'  - » 

die  Begrenzung  der  Masse  M,  so  hat  man  wegen  1.: 


/// 


und 


also 


6 


(ffffy'  ^^  ^y  ^^  =  ^  9«/*y^' 


§.  177. 

Bestimmang  der  Attraetlonseomponente  eines  homogeseB  migleleli- 
achslgen  EUipsoides  nach  Dirichlet's  Methode.*) 

Ein  sehr  passendes  und  von  Dirichlet  selbst  gewähltes 
Beispiel   zur  Erläuterung   seiner  Integrationsmethode   liefert 

*)  Vergl.  §.  173.    Dirichlet.    Sur  ane  nouvelle  Methode  etc. 
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die  Bestimmung  der  zwischen  einem  ungleichachsigen  nnd 
einem  materiellen  Paukte  Statt  findenden  Attractiouscompo- 
nente.  Ja^  die  auf  diesem  Wege  zu  vollziehende  Rechnung 
zeichnet  sich  noch  dadurch  besonders  aus^  dass  sie^eine  ganz 
gleichmässige  ist  für  den  Fall  des  innem  und  äussern  Punktes. 

Unsern  frühern  Lehren  zufolge  gelten  bekanntlich  für 
die  Componenten  X^  F,  Z  irgend  einer  den  Punkt  (a,  h^  c) 
anziehenden  Masse  die  Gleichungen 

^  = /'^-  9  (r)  du,  y=ß~  9 (O  du,  Z  =f'^  9>  (0  du, 

wenn  wir  den  verschiedenen  Grössen  du,  (p{r),  .  .  .  die  ehe- 
malige Bedeutung  auch  hier  beilegen.*)  Von  diesen  Inte- 
gralen aber  lässt  sich  noch  zeigen,  dass  sie  bei  jeder  Begren- 
zung und  selbst  bei  variabeler  Dichtigkeit  der  anziehenden 
Masse  als  die  I)crivirten  einer  und  derselben  Function,  der 
sogenannten  Kräfte function,  die  für  den  Fall  des  Newton'- 
schen  Gravitationsgesetzes  mit  dem  Namen  des  Potentials 
belegt  wird,  sich  darstellen  lassen.    In  der  That,  sei  wieder 

wie  früher  q){r)  =    '    \  so  ist  zunächst 

—  fl  df{r) 


du. 

j       r         ar 

Weil  aber 


r         dr 


folglich 

r  A-  =  —  (X'-a) 
ist,  so  entspringt 

X^-p-^du,  also  auch  ¥=- p-^^du,Z f-^^^du. 

Und  hieraus  fliesst  weiter 
^ 1/^^'")'^"'  ^  ^-I/AO^«,  Z IJfir)  du. 

Setzen  wir  nun  q){r)  =    -—  oder  einfacher  q>{r)  =  -- 
voraus,   wo  p   eine   zwischen   2  und   3   liegende  Constante 

*)  Vergl.  §.  iGi. 
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1  1 

bedeuten  soll*);  so  ist  f{r)  = —  *  I?^  ^^^  demnach 

1     d    r  du 


X 


da} 


p-ldal    r^^l' 


Bei  Annahme  eines  rechtwinkligen  Goordinätensystemes  und 
einer,  ellipsoidischen  Begrenzung  der  anziehenden  Masse  er- 
fordert also  die  Bestimmung  der  Componenten  Ä,  F,  Z  nur 
die  Kenntniss  des  dreifachen  Integrales 

unter  der  Bedingung,  dass  die  Integrationen  über  alle  jene 
Punkte  (x,  y,  z)  sich  erstrecken,  welche  der  Ungleichheit 

'•  HJy  +  (r)*  +  (0"  <  V 

Genüge  leisten.  Multipliciren  wir  nun  das  Integral  T  mit 
dem  discontinuirlichen  Factor 

2     /*  sin  op  ,        , 

~  /  -^cosA9><f9, 


*)  Diese  Annahme  ist  ffir  die  nachfolgende  Betrachtung  nothwendig, 
indesfi  wird .  hierdux^  die  Allgemeingültigkeit  unserer  Untersuchung 
auch  für  die  Fälle,  in  welchen  p  grossere  Werthe  als  3  annimmt, 
keinesweges  beeinträchtigt.    Denn  nennen  wir  die  beiden  dreifachen 

1    r  du  1    r  du 

Integrale— Y  I  ~^^  und  —tt  I  -z;^  für  den  Augenblick  beäehungs- 

^eise  V    und  Vp^s;   so  besteht,  wie  unmittelbar  durch  die  einfachste 
Rechnung  sich  ergiebt,  immer  die  Relation 

Vfä      (p-2)  (H-1)  Idi^'^  db^  "*"  ac«  J- 

Nur  dies  ist  zu  beachten,  dass  für  p  >  3  der  Punkt  (a,  6,  c)  ausserhalb 

der  anziehenden  Masse  sich  befinden  muss,  weil  für  einen  innem  Punkt 
die  auftretenden  Integrale  sinnlos  sein  würden. 

Fälle  der  Art,  in  welchen  man  bei  der  anzustellenden  Betrachtung 
vorerst  an  gewisse  Bedingungen  gebunden  ist,  die  nachher  beseitigt 
werden  können,  zeigen  sich  übrigens  Öfter  in  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale.  Man  vergleich e  in  dieser  Hinsicht  z.  B.  die  Paragraphen 
63,  76  — 77,  180  (4). 

Msrn,  bestimmte  Integrale.  37 
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so  können  wir  die  Variabein  x^  y,  z  augenscheinlich  zwischen 
den  Grenzen  — oo  und  +00  sich  bewegen  lassen*);  die 
Integralbestimmung  selbst  aber  wird  hierdurch  noch  keines- 
weges  gelingen;  weil  das  Integral  T  im  Allgemeinen  weder 
nach  Xy  noch  nach  yy  noch  nach  z  unbestimmt  integrirt 
werden  kann.  Unser  integral  bedarf  mithin  noch  weiterer 
ümfoimungen,  und  hierzu  wählen  wir  mit  Dirichlet  den  fol- 
genden äusserst  eleganten  Weg. 

Den  in  §.  65.  —  70.  gepflogenen  Betrachtungen  zufolge 
bestehen  die  beiden  Gleichungen 


/  ^»ix 


und 


—  00 


und  zwar  unter  folgenden  Voraussetzungen.  Die  Constanteu 
q  und  A  müssen  wesentlich  positiv  sein,  ja  q  muss  überdies 
einen  echten  Bruch  bezeichnen;  die  Constanten  0*  und  v  da- 
gegen sind  beliebig;  einem  positiven  -ö"  ferner  entspricht  in 
dem  Ausdrucke  rechts  der  ersten  GleicHung  das  obere,  einem 

negativen  ^  hingegen  das  untere  Zeichen,  und  (+^)*  end- 

± 

lieh  bedeutet  den  absoluten  Werth  von  {p^)  . 

Dies   vorausgeschickt  können  wir  offenbar  vermöge  der 

Gleichun&f  2.  den  in  T  vorkommenden  Factor  — r  =-—--„« 
durch  das  bestimmte  Integral 

TT  QO 

2 


7t    .  00 


♦)  Die  Werthe  von  x^  y,  z,  fiir  welche  1  =  1,  können,  weil  sie 
eine  unendlich  dünne  Schicht  liefern,  ausser  Acht  gelassen  werden. 
Vergl.  die  Anmerkg.  in  §.  175. 
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ersetzen ;  weil  unserer  Annahme  gemäss  die  Constante  p  zwi- 
schen 2  und  3  liegt.  Schreiben  wir  nun  ausserdem  noch 
statt  cos  kq)  die  Exponentialgrösse  e^^'  und  nennen  für  den 
Augenblick  das  dreifache  Integral 

r     r     l'dx  dy  dz  e^r-ypi^)i 


—  ao      —  00     — -oo 


Uy  SO  wird  offenbar  T  mit  dem  reellen  Theile  des  Integrales 


CO  oo 


zusammenfallen.  Mit  Benutzung  der  Formel  3.  aber  lässt 
sich  dieses  Integral  ohne  Mühe  auf  ein  zweifaches  reduciren. 
Denn  führen  wir  in  U  statt  r^  und  k  ihre  oben  gegebenen 
Werthe  ein  und  ordnen  dieselben  nach  den  Potenzen  von 
oc,  yy  z,  so  verwandelt  sich  U^  abgesehen  von  dem  Factor 
^'*'+**+*')V'',  in  das  Product  der  einfachen  Integrale 


—  00  —  00 

-j-oo 


/ 


00 


diese   aber   gestatten    wegen   der  positiven  Grössen  ^  +  ^, 

^  +  ^  und  ^  +  ^    unmittelbar   die   Anwendung    der   Glei- 
chung 3.    Das  Integral  U  ist  daher  mit 

identisch.     Und  demnach  wird 

37* 
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V='- 


V     V'^*-'e'^»'(*Ä^  + •••)<♦ 


Hieraus  aber  fliesst  weiter,  wenn  man  ^  =  —  setzt,  wo  s  eine 
neue  Veränderliche  bedeutet,  dass 


und  somit 


OD 


QO 


da 


T- »->»'(;:=*+•••) 


ist.     Und    kehrt    man    jetzt    die    Reihenfolge    der    Integra- 
tionen um,  schreibt  dann  statt  sin  q)  die  Exponentialgrosse 

(^-yi  —  ^i")  und  bezeichnet  endlich  der  Kürze  halber  den 

Ausdruck  -^  ,  H ^i  ^,  +     ,  -.  durch  tf,  so  sieht  man  auf  den 

ersten  Blick,  dass  jedes  der  in  ^    enthaltenen  Integrale 


CO 


^(a-l)yi 


a 

9  ^9f  I  ^ 


£-1-1 


^(a+l)yi^«  6^9 


vermöge  der  Formel  2.  ^ich  entwickeln  läast.  Die  Grosse 
0-^1  ist  dabei  unter  allen  Umstanden  mit  -{-  ^  zu  identifi- 
ciren,  a  —  1  dagegen  tritt  an  die  Stelle  von  +  d,  oder  —  d, 
je  nachdem  man  a  >  1 ,  oder  o  <  \  hat.  Diesen  beiden 
Fällen  entsprechend  erhält  man  daher  für  die  Differenz  der 
beiden  Integrale  die  Aasdrücke 


und 


(«-1) 


f-^ 


(«  +  »)* 


4-1 


»«>l 
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.'■  Tr(f-o 


1-^ 


f-» 


,  tf  <  1. 


_   (1-«)*  (1  +  cr) 

Da  nun 
und 

isti  also  in  ^  wegen  des  Factors  i  für  a  >  1  die  Differenz  der 
beiden  vorhin  erwähnten  Integrale  imaginär  wird  und  nur  das 


2 


n  .     pn  .  ,  prt  .      n  . 


-—■  t —  I 7—  »  ■+■  -r-  •  —  — :—  * 

«  4  4^2 p      '^ 


Integral 


/  ^(<'-^)9'9)  </9)  für  a  <  1  zu  einem  reellen 


dy 


Werthe  führt:  so  ist  der  reelle  Theil  von  -5—  mit  Null  iden- 
tisch^  wenn  a  >  1,  dagegen  besitzt  er  fttr  <y  <  1  den  Werth 


«r(4^) 


X 


«*     «  rf« 


d.  g. ,  weil  wegen  -|-  —  1  <  1 


>-f 


isty 


r(f  -  0  'i-  ^^  -  j^ 


—  a  nVn 


'"  r(- 1)  rm 


X 


CO 


8       ^  ds 


Befindet  sich  nun  der  angezogene  Punkt  {a^  ö,  c)  im  Innern 
der  ellipsoidischen  Masse,  so  ist  (-|    +  (r )   +  ("■ )     *^^ 
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deumach  auch  a  kleiner,  als  1 ;  mithin  ^nrd  die  der  x-Achse 
parallele  Ättractionscomponeute  X  durch  den  vorhergehenden 
Ausdruck  dargestellt.     Ist  dagegen  der  angezogene  Punkt  ein 

äusserer,  also  (-]    +(fl)    "H(")   >^;  so  kann  c^^l  sein. 

Nun  wird  die  stetig  veränderliche  Grösse 


rt«       .       6«       .       c* 


=    0 


für  5  =  0  den  grössten ,  für  5  =  cx>  hingegen  den  kleinsten 
Werlh  —  die  Null  —  erwerhen ;  es  muss  daher  a  nothwendig 
einmal  mit  der  Zahl  1  zusammenfallen.  Der  positive  Werth, 
für  welchen  dies  geschieht,  heisse  fi;  alsdann  ist  augen- 
scheinlich (J  <  1 ,  so  lange  5  >  ft,  dagegen  wird  a  >  1  für 
jedes  unter  ft  befindliche  5.  Die  Ättractionscomponeute  X 
wird  daher  im  gegenwärtigen  Falle  durch  die  Gleichung  ge- 
geben 

y  — nVn  a 


"•r(-f)/'(^) 


^       ^    ds  /^  fl«  6«  c«    \        « 


/(•+5)'('+f)('+,^) 


A fl« 6«^ c«    \ 


Ersetzt  man  in  derselben  die  Veränderliche  s  durch  f*  -+-  s 
und  schreibt  gleichzeitig 

fl  a  bß  j.       cy 

d.  h.  construirt  man  ein  durch  den  Punkt  («,  b,  c)  gehendes, 
dem  ursprünglichen  EUipsoidc  confocales  EUipsoid,  so  erhält 
man 

Y —TcVnajßy 

■  -  -.-  ß.  r.  rm  r(-  f ) " 
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also  die  nämliche  Foriu^  wie  sie  für  den  Fall  eines  iuiiern 
Punktes  gilt  und  wie  es  in  der  That  dem  Ivory'sclien  Theo- 
reme gemäss  Statt  finden  muss.  Behufs  ihrer  Gewinnung 
beachte  man^  dass 

e)'+a)*+OT)'-©-+(^)"+(fy-' 

ist  und  dass  sonach  der  Ausdruck 

{^      «+«,«       *+ft'       *+yiV 
in  der  Gestalt  * 


-I 


-1 


[«.»(^     .+«,»)"'■  P.«  (^     *+ß,*)'^vi*v     »+yi7j 


1-^ 


sich  schreiben  lässt.  Mit  Zuziehung  des  Factors  {s-i-iiY^T , 
wo  (i  nach  einander  durch  «j^—c«^,  /3,^  —  /3',  yj' — y^  zu  er- 
setzen ist,    ergiebt  sich  daher  für  die  mit  dem  Exponenten 

1  —  ~  behaftete  Grösse  die  im  transformirten  Integrale  an- 

gezeigte  Form;  die  auf  das  Radical  bezügliche  Rechnung 
bedarf  ihrer  ausserordentlichen  Einfachheit  wegen  keiner 
Erläuterung. 

Wie  man  übrigens  noch  sieht,  gehen  die  yorsteheudeu 
Ausdrücke  des  JT  für  p  =  2  in  die  früher  entwickelten  For- 
meln über.*) 

§.  178. 

LiouTille'g  Begründung  der  Dirichlet'sehen  Formel.**) 

Wie  Dirichlet  selbst  erwähnt  hat,  lässt  sich  die  von  ihm 
entdeckte  Relation 


*)  Bezüglich  weiterer  Studien  über  die  Attraction  eines  homogenen 
RUipsoides  vergl.  man  noch:  Grubo.  Borchardfs  Journal,  Bd.  69,  S.  359; 
Mortens  ebendaselbst.  Bd.  70,  S.  1.  Und  in  Betreff  einer  fernem  An- 
wendung der  Dirichlet'schen  Methode  sehe  man  namentlich:  Mehler. 
Ueber  die  Anziehung  einer  von  zwei  ähnlichen  Flächen  zweiten  Grades 
begrenzten  Schale.  Borchardt's  Journal.  Bd.  60.  S.  321  ff.  Mortons. 
De  functione  potentiali  duarum  ellipsoidiura  homogenearum.  Borchardt*8 
Journal.    Bd.  63.    S.  360ff. 

**)  Note  sur  quelques  integrales  d^finies.  (Journal  de  math.,  t.  4, 
p.  226-235.) 
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1.  V  =  fJ.,.  af~^  y*-*  z*-i .  .  .dxdy  dz  . 


_c^;_^_cY 


..mmm 


'"■■■     /(i+J  +  7  +  f+-)' 

(»)'+(!)'.+ (?)'  +  ■••<'*• 

auch  auf  aiiderm  Wege^   als  dies  früher  geschah ,  beweisen, 
und  in  der  That  hat  Liouville  eine  andere  Begründang  der 
obigen  Formel  bald  nach  ihrer  Veröffentlichung  bekannt  ge- 
macht.   Das  Wesen  dieses  Beweises  besteht  in  Folgendem. 
Bekanntlich  resultirt  das  Integral   V  aus  dem  Integrale 

2.  l/  =  Jf .  .  .  x^-^  t/-^  z'^^  ...dxdydz... 

^     r(k)  ni)  r(m) . , . 
r(i  +  /f  +  /  +  i  + . . .)' 

in  welchem  die  Constanten  ky  l,  m,  .  .  .  sämmtlich  positiv 
sind  und  die  gleichfalls  positiven  Veränderlichen  x,  y,  z,  ... 
der  Bedingimg 

Genüge  leisten.  Gelingt  es  mithin ,  unabhängig  von  dem 
Frühern  die  Richtigkeit  dieser  Formel  darzuthun ,  so  ist 
Dirichlet's  Theorem  von  neuem  erwiesen.  Für  zwei  Variabelu 
erhellt  nun  die  Wahrheit  der  Relation  2.  sofort^  weil  in  die- 
sem Falle  das  Integral  U  in 

1  1—*  i 

/a-^-i  dx  Cy^-^  dy  =  j  /a;*->  (1  — a;)'  dx 

0  0  0 

übergeht  und  folglich  wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des 
Euler  sehen  Integrales  erster  Gattung 

,j_  1  r(Ar)r(/+i)  _    r(k) no 
i  r(i  +  *  +  o  ~  r(i  +  A+/) 

ist.  Ileisst  dagegen  3  die  Anzahl  der  Veränderlichen  in  dem 
Integrale  U^  so  besitzt  dieses,  wenn  man  mit  der  Integration 
nach  z  beginnt  und  mit  jener  nach  x  endigt,  vermöge  der 
Bedingung  x  -\-  y  -^  z  <^\  die  Form 

U  =  fx^-^  dxj  y'-»  dy  f't^'^  dz 

0  U  0 

oder  kürzer 


/ 
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^  =  /a:*-i  dxfy^-^  dy  fW^  dz. 

0  0  Ü 

Hieraus  aber  fliesst  weiter,  sofwn  man  vermittelst  der  Glei- 
chungen z  =  vz^  und  y  =  uy^  die  neuen  Veränderlichen  u,  v 
einführt, 

(j=Jx^-i  dxju'-^  y,'  dujV^-^  Zi  dVy 

0  0  0 

und  dies  giebt  wegen 

y=zu{\ — x)y  r  =  t;  (1 — x—y)  =  v{\ — x)  {\  —  u) 

U  =  fa^-^  (1— a:y+'^  dxfuf'^  (l-w)"«  du  J v^^  dv, 

ü  Ü  0 

Aber 

/.-. ,,  -  i,  /V.  (.-.). ..  -  ra^J', 

'U-i  a-cV+'-  dx  -  n*)r(/+«+i)   . 
X-     ^i    .c;-r    ax—   p^^^,^^^J^^y 

0 

mithin  entspringt 

jj^  ^  r(/)  r(m-t-i)  r(ik)  r(/+wi+i)  _  rw  r(o  r(m) 
j«     r(/+m+i)  r(i+*+/+iii)     ~  r(i+*+/+ii.)  • 

Lassen  wir  jetzt  U  ein  vierfaches  Integral  bedeuten,  dessen 
unabhängige  Veränderlichen  x^  y^  Zj  t  heissen  und  der  Be- 
dingung X'\-y'\'Z-\-l  <\  genügen;  so  können  wir  unter 
der  Voraussetzung,  dass  wir  zuerst  nach  /  integriren  und 
alsdann  allmählich  bis  zu  der  auf  x  bezüglichen  Integration 
fortschreiten,  zuvörderst  die  obern  Grenzen  der  einzelnen 
Integrale  nach  t,  z,  y  wieder  abkürzend  durch  z,  —  ^r  =  /,, 
yi  —  y  =  z„  1  —  ^  =  yi  bezeichnen,  wodurch  wir  offenbar 
die  Form 

lj=J x*"-^  dxj\/-^  dyfz!^^  dzfl"-^  dt 

gewinnen.  Nehmen  wir  nun  statt  der  Variabein  /,  z,.y  die 
neuen  m,  v,  w,  welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 
i  =  wi^j  z  =  vz^,  y  =  uy^  verbunden  sind,  so  bewegen  sich 
alle  diese  neuen  Veränderlichen  zwischen  den  Grenzen  0 
und  1 ,  und  U  verwandelt  sich  in  Folge  der  Beziehungen 
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y,=l~,r,e,=y,(l--M)  =  (l~.r)(l-ti),/,=  (l-.i:)(l-«)(l-t;) 
in 

f/=fx^-i  (l—xy-^-^^^dx/u'-^  (1— m)-+''  du  X 


u 


fV^^  (l—v)'**  dv  fn>^^  dw, 

0  0 

d.  g.  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  3.: 

,r  _  1  r{m)  r{m+l)  r(/)  rjm+n+t)  r(k)  r{l+m+n+l ) 

_  r(k)  r{i)  r(w)  r(n) 

—      rH+k+l+m+n)    • 

Wie  man  sieht,  lässt  sich  dieser  Process  beliebig  oft  wieder- 
holen, und  daher  ist  Dirichlet's  Formel  von  neuem  erwiesen. 


§.  179. 
LlouTille's  Yerallgemeinemng  des  Dlrlchlet'schcn  Theoremes.*) 

Der  im  Vorstehenden  gegebene  Beweis  des  Dirichlet'- 
schen  Theoremes  Ulsst  sich  in  einer  andern  Form  darstellen, 
die  überdies  den  Vortheil  bietet,  jenen  Lehrsatz  allgemeiner 
ausdrücken  zu  können/  Liouville  bedient  sich  hierzu  des  von 
Jacobi**)  bei  der  Reduction  der  Function  B  auf  Gammas 
beobachteten  Gedankenganges.  Verbindet  man  nämlich  die 
beiden  Integrale 

r{a)  =/V'  o;«-*  dx,  r{b)  ^  fcr^  tf^^  dy 

durch  Multiplication,  so  lässt  sich  das  Product  F(/i)  T\j))  als 
ein  Doppelintegral 

J  J e-'  x^^  (T-y  f/-^  dx  dy 

auffassen.    Setzt  man  aber  hierin  x  =  uVy   y  =  ii(l  —  i;), 

*)  Journal  de  math.,  t.  4,  p.  225  etc.  Ueber  eine  andere  Verall- 
gemeinerung der  Dirichlet'schen  Formel  sebe  man  einen  Aufsatz  von 
Most  in  Scblörailch's  Zeitechrift  für  Math.  et<;.,  Jabrg.  14,  Seite  422. 

**)  Grelle.  Journal  Bd.  11.  Auf  einem  äbnlicben  Gedanken  l>eniht 
auch  der  von  Poisson  im  Journal  de  Tecole  polytechniqne ,    cah.   19, 

paf?e  477,  gegebene  Beweis  der  Euler'echcn  Formel  //(/?,  h)  =  _\-i_-^ J. 
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wo  f/,  V  neue  unabhängige  Veränderlichen  bedeuten,  so  folgt 

wegen  tj  =  ^  (1 — v)^  dass  für  y  =  0,  oo    t;  =  1,  0  und  dem- 

nadi  für  a;  =  0,  cx)  die  Variabele  u  ebenfalls  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo  sich  bewegt.     Da  nun  femer 

x+f/=u  und  l^l'  -  ^^l^ vi^-uil-v)  =  -u 

'  •'  a  u  dv        0  tf  du  \        / 

ist,  so  wird 

r{a)  r{b)  =  f/e-"  w«+*"*  v^-^  (l-i^)*"*  du  dv 

=  r{a-i-b)fv^'-^  (1-t;)*-^  dv. 

Dies  vorausgeschickt  sei 
W  =  ff ,.,  f{x-\-y-\-Z'^ ...)  x'"-^  t/-^  z'^^  ...  dxdydz.., 

ein  vielfaches  Integral ,  in  welchem  die  unabhängigen  Ver- 
änderlichen Xyy,Zj,..  sämmtlich  positiv  sind  und  der  Un- 
gleichheit 

wo  h  eine  positive  Conistante,  genügen  und  in  welchem 
/(oj+y+z-f- . . .)  eine  beliebige  Function  von  :c,  y,  z, .  .  .  be- 
deutet*); endlich  sind  wie  früher  Ar,  /,  f»,  .  .  .  positive  Con- 
stanten. 

Reducirt  man  die  Anzahl  der  Veränderlichen  vorerst  auf 
zwei,  d.  h.  betrachtet  man  das  Integral 

W  =J  x*-^  dxp{x+y)  y'-i  dy, 

80  folgt  durch  die  Substitutionen  x  ^=  uv,  y  s=su  (\—v)  ähn- 
lich wie  vorhin 

h  1  •  h 

0  0  0 

Ist  dagegen  das  Integral  fV  ein  dreifaches,  so  kann  man 
dasselbe  immer  in  der  Form 


*)  Diese  Function  ist  selbstverständlich  immer  so  zu  deuken,  dass 
die  betreifenden  Integrale  niemals  sinnlos  werden.  £ine  ähnliche  Be- 
merkung gilt  übrigens  auch  für  die  folgenden  Betrachtungen. 


—    588    — 


W  =\x^-'  dxft/-'  dyfVlx+y+z) 


z'^-^  dz 


darstellen  y  wenn  man  unter  tj^  und  y^ — y  beziehungsweise 
die  Grössen  h — x  und  h--x—y  versteht.  Dem  Vorhergehen- 
den gemäss  aber,  ist  das  Integral 

y-'  dy  }7lx+y'\-z)  z— 1  dz 

0 

mit 


/' 


0 

gleichbedeutend  und  demnach  wegen  y,  =  ä  —  x 

h  h — 4P 

w=  E^I^JjJc-i  ax  j'fix+u)  «'+•*->  du. 

Nun  zeigt  der  blosse  Anblick  dieses  Doppelintegrales,  dass  es 
ebenfalls  die  Anwendung  der  Formel  1.  gestattet.  Man  er- 
hält daher  durch  Ausführung  dieser  Operation  die  Gleichung 

2  w—  r(/)  r{m)  r(k)  r(t+m)  /•  ^^.  ^+h^_i  ^^ 

m+m)  r(k+l+m)    J/K^)^^^^       «^ 


0 
A 


0 

Offenbar   bleibt  das  bis  jetzt  beobachtete  Reductionsver- 

fahren  bei  einem  Integrale  mit  beliebiger  Anzahl  von  einander 

unabhängiger  Veränderlichen  anwendbar^  und  folglich  ist  man 

zur  Aufstellung  der  nachstehenden  Reductionsformel  berechtigt: 

I.     w=  fj ...  f{x-^y^z+ . . .)  a;*-i  y'-i  z— 1 ...  dx  dydz  ... 

h 


r(m) . . .  r 


0<x  +  y-f-r-f-...<A. 
Wird  in   derselben  /"(d)  =  1   und  h  =  \  angenommen ,    so 
entspringt  wieder  die  Dirichlef sehe  Formel  für  das  oben  be- 
trachtete Integral  (/.*)    Und  ebenso  unmittelbar  erhellt^  dass 

*)  Umgekehrt  kann  man  Aaa  Diriclilct'scbe  Theorem  zum  Beweise 
der  Liouvillc*Bchen  Formel  benutzen.  Vergl.  beispielsweise  Catalan. 
Memoire  sur  la  reduction  d'une  classe  d'intxSgrales  multiples..  Liouvülo. 
Journal,  t.  4,  p.  323— 34i.    §.  7. 
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man  wie  bei  der  Ableitung  des  Dirichlet'schen  Integrales  V 
aus  dem  Integrale  U  auch  hier  die  allgemeinere  Formel  wird 
erzielen  können: 


§-/ 


^«IfyL^lW^MTilh  I  /•(0).^^-^t+t+-'^^^ 


in  welcher  die  Constanten  a,  b,  c,  .  .  ,  ]  p,  g,  r^  ,  ,  .  säi^mtlich 
positiv  sind  und  in  der  man  die  Integrationen  über  alle  posi- 
tiven Werthe  der  Veränderlichen  x,  y,  Zy  .  .  .  zu  erstrecken 
hat,  welche  die  Bedingung  erfüllen 

& + (?-)• + (0' + ■  ■  •  <  *■ 

Bezeichnet  /'{^)  eine  solche  Function  von  d',  dass  das  Inte- 
gral //'{&)  d^4-'-i-^- •-!  dd^  für  Ä=(x>  nicht  sinnlos  wird,  so 

0 

darf  ersichtlich  in  den  vorhergehenden  Formeln  die  positive 
Constante  h  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ergeben  sich  z.  B.  immittelbar  gewisse  von 
Kaabe  auf  anderm  Wege  abgeleitete  Integralformeln.*)     Er- 


*)  Reduction  des  p  fachen  Integrales 

% 

Grelle.    Journal.    Bd.  28.    S.  19.  —   Kaabe  geht  dabei   von   der  in 
§.158  bewiesenen  Relation 

00  CO  _  QfQ 

rr        r(-+i)r('+")/-  i.i-. 

0   0  X     1^1»        ny  0 

aus,  indem  er  diese  zunächst  auf  den  Fall  dreier  Veränderlichen  an- 


do 


mn 


wendet,  das  erzielte  Resultat  mittelst  der  Substitution  o'aBVj"*^  um- 
formt und  dann  durch  vollständige  Induction  die  Richtigkeit  der  all- 
gemeinem Formel 
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setzt  man  nümlich;  um  hier  bei  dem  allgemeinen  Falle  stehen 
zu  bleiben^   die  positiven  Constanten  a,  ß,  y^  .  .  .  bezüglich 

durch  y    }  y  ßj  y     j  '  '  '  und   in  dem  einfachen  Integrale 

•9"  durch  d'^y    so    verwandelt   sich    die  Gleichung  I".  in  die 
folgende 


«       CO 


ü    u 

2 


pqr...aP  ß^  y''...     1     \p  '^  q  '^  r  "^  "  ') 


oo 


/ 


a    .    b    .    c 


/•(^«)  ^  ^^  /'     '•        ^  '  d(^. 


0 


ccO;) 

n-4,)rK)-r(.-^_i)/:;,,(i^...)-.,. 

/Y±+±+..._L^       y" 

JL  i_ 

beweist.    Durch  die  Substitutionen  xi  =  a:*"',  x,  =  ar*^,  .   .  .   gewinnt 

nun  Raabe  die  Formel 

00  (f*) 


=2 


/ 


9(^1  +  ^8  +  .    •  +  •0^!**'  ^»"**  •  •  •  ^p^f*  ^^I  ''^1  •  •  •  ^'p 


0 

00 


und  aus  dieser  folgt  dann  schliesslich,  wenn  a?,  =  a^  Xx**' «  Xf  =  «t  J^**'»— 
und  statt  der  m  zunächst  die  reciproken  Werthe  derselben  gewllhlt  und 

diese  endlich  der  Reihe  nach  durch  — ,     - , ^  ersetzt  werdeu,  die 

obige  allgemeine  Relation,  freilich  in  anderer  Schreibweise. 
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§.  180. 
Anwendnng  der  Llonrille'scheii  Formel. 

Die  Liouville'schen  Gleichungen  geben  zu  interessanten 
Folgerungen  Veranlassung^  von  denen  wir  einige  nicht  un- 
berücksichtigt lassen  wollen.*) 

1.  Zu  dem  Behufe  setzen  wir  zunächst  in  der  Formel  I*. 
die  Constanten  a,  A  y?  •  •  • ,  sowie  h  säinmtlich  der  Einheit 
gleich  und  wählen  fOr  die  Function  /  beziehungsweise  4ie 
folgenden  Ausdrücke 


/'[^+y*+^'*+.-.]  =  [1— (^''+y*+^'*+..-)] 

und 


m 


Ml 


wo  m  irgend  eine  positive  Constante  bedeutet,  die  aber  im 
letztern  Falle  grösser  als  1  sein  muss.**)  Offenbar  erhält  man 
hierdurch  die  beiden  Relationen 

ff...dx  dt/dz,..  x"-^y^^  z^-^ ...  '}/\—xP—y9  —  z''  —  ... 


-^^MLinL^^^     # (i_^)-^i' ■  ^  r-    ^^ 


mf 


'   4+1+ ?+..._, 


pqr...      i     (--\ f--...j 

"-••r('+:+?+y+f+-) 


// 


dxilydt...  x*"*  jy*~*  z*"* 


fx-af-yl-J" 


r(j)mm- 


'""■■■T{"p+j+-r+-yo 


yi-l-i    -  +  *+£  + , 


d» 


*)  Vergl.  Catalan.    Memoire  sur  la  rMoction  d'une  clasae  d'ibt^- 
grales  multiples.    §§.  VI— IX.  a.  a  0.  und  Liouville  a.  a.  0. 

**)  1 wird  Argument  einer  Gammafunction. 
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in  denen  also  die  positiven  Veränderlichen  x,y,Zj.,.  sammt- 
liehe  Werthe  umfassen,  die  der  Ungleichheit  ar''-|-y^-|-2''-|-...<l 
(ienüge  leisten. 
2.     Sei  jetzt 

fr—jj..,axayaz...y  x+\x^-\-y^+zt+-y 

wo  die  n  positiven  Variabein  a:,  y,  z,  .  .  .  der  Bedingung 
a:'+y'  +  ^^  +  ---<  1  unterworfen  sind.  Schreibt  man  in  der 
Formel  I".  p  =  g  ==  r  =  .  .  .  =  2,  «  =  ^  =  c  ==...=  1 
und  ebenfalls  wieder  «  =  /J  =  y  =  ...=  l  und  wählt  end- 
lich für  die  Function  /  das  Radical 


/\ 


—  a:'  — y* — z*—  ... 


80  entspringt  wegen  r{\)  =  ]/n  unmittelbar  die  Beziehung 


/ 


+1  ***• 


Aber 


p-'/m''»'f4^^-ß 


m 


:**' 


d.  g.  mit  Beachtung  der  in  §.  60.  bewiesenen  Formel 


i.-i 


0 


xP-^  (1— o;")-       dx  =  .t -^-^,_,   .^    ^  : 


Mithin  wird  schliesslich 
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>^-m 


r(f)  r(f+') 
r(i)ir(T+t)  ni+ö 


Man  erkennt  hieraus  leicht^  wenn  man  die  bekannten  Rela- 
tionen 

r(a+n)=(a+n-l)(«+n-2) ... al\a),r{i)r(i)^-  * 


7t 

4 


iey2 


berücksichtigt^  dass  für  jede  ganze  Zahl  n  von  der  Form  4fi 
oder  4ft  4"  2  ^^  Integral  IV  in  letzter  In9tanz  von  der  Zahl  n, 
für  jede   ganze  Zahl  n  ^z  +  1  (mod.  4)  dagegen    von  der 


Länge  i  ^—- eines  Lemniscatenbogens  abhängig  wird.*) 

So  hat  man  beispielsweise: 


imn 


3.    Als  dritte  Anwendung  der  Liouville'schen  Gleichung  I''. 
wählen  wir  das  Integral 


fF  = 


// 


dx  dy  dz  ,  .  » 


WO 


0<a:P  +  y^  +  z'- +  ...<! 


ist  und  m  eine  positive  gleich  noch  näher  zu  bestimmende 
Constante  ausdrückt.     Offenbar  ist  dasselbe  wegen 


a  =  b 


,..  =  1^   a  =  /3  =  2's=...s=sl 


mit 


•)  Vergl.  §.  176. 

Maru,  bettimmte  Integralo. 


38 
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W=- 


pq 


gleichbedeutend,  aber  nur  dann^  wenn 1 — --| [-... >»i. 

Wird  mithin  diese  Bedingung  erfüllt,  so  entspringt 

.       r(i)/Ti)r(f)- 

Hat  man  dagegen 

W=JJ.  .  .  dx  dy  dz  ,  .  .  (xi^  -{-  y^  -{-  z"-  -{-  ,  .  .)-, 
so  findet  immer  die  Beziehung  Statt: 

mmm- 

'••(i+M+-+-)r(}+f+^+-y 

Das  so  eben  betrachtete  Integral  fQhrt  noch  zu  einer 
interessanten  Folgerung.  Setzen  wir  nämlich  die  positive 
Constante  m  als  ganze  Zahl  voraus  und  denken  uns 

{xP  +  y^  +z^  +  ..  .y 

nach  dem  polynomischen  Lehrsatze  entwickelt,  so  entsteht 
zunächst  eine  Reihe,  welche  die  Summe  aller  Combinationen 
der  m'^"  Klasse  aus  den  unbeschränkt  wiederholbaren  Ele- 
menten x^,  y^y  z^'y .  .  . ,  jede  Combination  mit  ihrer  Permu- 
tationszahl multiplicirt,  enthält.  Nennen  wir  nun  a,  b,c,  . ., 
die  Exponenten  beziehlich  von  xp,  y^,  z*",  .  .  .  in  irgend  einem 
der  vorkommenden  Glieder,  so  müssen  diese  (positiven,  ganzen) 
Exponenten  bekanntlich  die  Bedingung  a  +  &-f-c-f-...=i» 

erfüllen,  und  ^^.^^^  r^ö+t)%+i) . . .  ^epräsentirt  die  zu 
x^p  y^9  z^r  gehörige  Permutationszahl.  Das  Integral  W 
setzt  sich  daher  aus  Gliedern  von  der  Form 

r(fl+i)  fW+i)  r(c+i) . .  .J  J  '  "dxdy  dz  .  .  .xfPy^^  z''^ ... 

zusanmien,  in  denen  die  Integrationen  über  alle  positiven, 
der    Bedingung   o:''  +  y«  +  z'*  -f-  .  .  .  <  1    unterworfenen 
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Yariabeln  x,  y,  z^  .  .  .   auszudehnen  sind.    Nach  Dirichlet's 
Formel  aber  ist 

/  i  .  .  .  dx  dy  dz  ,  .  ,  x'*^  y*«^  z^** .  .  . 

.  rK)r(^7)r('+^) 


und  folglich  findet  nunmehr  die  Gleichung  Statte 

Zj  r(fl+i)  r(Ä+i)  r(c+i) . . . 

Dieser  ^Werth    aber   mit    dem    oben  gefundenen  verglichen, 
zeigt,  dass 

r(7)r(i)r(i)- 

/T„+ 1  + 1 + 1  + . .  \  -^  na-\-\)  r(H-i)  r(H-i) ... 

sein  muss. 

4.  Wir  beschäftigen  uns  jetzt  mit  der  Liouyille'schen 
Gleichung  I.  Setzen  wir  in  derselben  A:  +  /  +  »i  +  . . .  =  1 
und  machen  gleichzeitig  die  Annahme,  dass  f{^^  die  Deri- 
virte  F'(i^)  einer  gewissen  Function  F(%^  vorstellt;  so  ei^ebt 
sich  die  Beziehung 

W  =  Jf.  ..F{x+y'{'Z+  ...)x^-^y^-^  z-^ >  ...dxdydz... 

=  r{k)  r(i)  rim) . . .  iF{h)  -  F(p)i 

also  speciell  für  zwei  Variabein  wegen 

/  =  1  _  A:  und  r{k)  r(l  -  ^)  = 


sin  kn ' 

Jdx  x^-^j'dy  jr*  F'  (x+y)  =  5^  [F{h)  -  F{0)]. 


88* 
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Hieraus  aber  fiiesst  sogleich  ein  neuer  Satz.  Denn  bezeichnet 
ft  einen  Parameter  kleiner  als  die  positive  Constante  f,  so 
können  wir  h  durch  q  —  fi  ersetzen  ^  und  ist  nun  ausserdem 
noch  F{d)  =  (p  (0^+ft),  so  wird  vermöge  der  vorhergehenden 
Gleichung  die  andere  Statt  finden 

Q^fl  Q—fl-X 

j  dx  x^'^fy-^  (p'  {x-\-(i+y)  dy  =  g^  [9(9)  —  9>(/i)], 

0  u 

die  ihrerseits  wieder  zu  neuen  Folgerungen  Veranlassung 
giebt. 

Bezeichnet  nämlich    4)p(p)   eine  solche  Function  von  p, 
die  für  p  =  00  verschwindet^    so  besteht  auch  die  Relation 


00  QO 


Jdx  x^-^Jdy  y-^  <p'(^+^+y)  =  —  Si 


Bin  kn 

ü  ü 

Setzt  man  dagegen  9)  (p)  —  9)  (ft)  =  /(fi),  d.  h.  lässt  man  /"(f*) 
eine  solche  Function  von  ft  bedeuten,  die  für  fi  =  p  in  Null 
übergeht;  so  hat  man  die  allgemeinere  Gleichung 

4".         i  xf^-^  dx  j r  {x-\-i^+y)  y^  dy  =  ^  ^ 


ni^) 


sin  kn^ 

0  ü 

mit  deren  Hülfe  ohne  Weiteres  die  Lösung  folgender  Auf- 
gabe gelingt: 

Sei  /"{[i)  eine  für  11 =q  verschwindende  Function  von  fi, 
ausserdem  sei  k  eine  Constante  kleiner  als  1  und  der  con- 
stante Werth  Q  stets  grösser  als  ft;  alsdann  soll  man  eine 
Function  ^(ft)  finden,  welche  die  Bedingung 

4* ,  f  q:^-^  ilf  {(i+x)  dx=  fifi) 

befriedigt. 

OflFenbar  zeigt  der  blosse  Vergleich  dieser  und  der  vor- 
hergehenden Gleichung,  dass  der  gestellten  Forderung  Genüge 
geschieht,  wenn  man  • 

setzt.     Nur  dies  bleibt  ungewiss,  ob  die  auf  diese  Weise  er- 
mittelte Function  ^(ft)   die   einzig  mögliche  ist,  welche  der 


^(p)=,_«5_^  I  rilt+y)  IT' dy 
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gegebenen  Bedingung  nachkommt.  Um  hierüber  Aufklärung 
uns  zu  verschaffen,  ersetzen  wir  in  Gleichung  4^.  die  Grösse  (i 
durch  f*  +  y,  multipliciren  das  erhaltene  Resultat  mit  y^  dy 
und  integriren  hierauf  die  gewonnene  Beziehung  zwischen 
den  Grenzen  y  =  0  und  y  =  q  —  |ü.  Dadurch  entspringt 
die  Gleichung 

Jy-^  dyjä*-^  ^(^.j-y-j-^r)  dx  =/f{(i-^y)  y-*  dy, 

in  der  das  Doppelintegral  offenbar  den  Inbegriff  aller  Werthe 
daj3tellt,  welche  die  Differentialfunction 

erwirbt,  wenn  in  ihr  die  positiven  Veränderlichen  Xy  y  alle 
der  Bedingung  x  -\-  y  <  q  —  /a  unterworfenen  Werthe  an- 
nehmen. Integrirt  man  nun  aber  diese  Function  zuerst  nach 
y  anstatt  nach  Xy  so  repräsentirt  das  Integral 

fx^^  dxfy-^  ilf{yi^x+y)  dy 

0  ü 

die  Summe  aller  jener  Elemente,  und  daher  hat  man,  wie 
sofort  einleuchtet,  die  Beziehung 

"-1  dxfy-'i^%{lL+x+y)  dy  =fr((i^y)  y-*  dy, 


p- 


u  0 

d.  g.  mit  Beachtung  der  Gleichung  4". 

-  «^/^  W  ^v-  =  fnt^+y)  y-'  äy. 

Q  8 

Hieraus  aber  fliesst  durch  Differentiation  nach  fi  wögen  f{Q)=0 
die  zu  beweisende  Relation 

0 

Nimmt  man  noch  an,  dass  für  p  =  f*  auch  die  Derivirte 
/'(ft)  von  /(ft)  der  Null  gleich  wird,  so  lässt  sich  auch  für 
A:  >  1,  also  z.  B.  für  eine  zwischen  1  und  2  liegende  Con- 
stante  k  die  Function  ^  (ft)  bestimmen.  Denn  differentürt 
man  Gleichung  4*.  nach  fi,  so  kommt  zunächst 
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und  hieraus  entspringt  dorch  theilweise  Integration 

d.  h. 

Da  nun  für  q  =  ^i  augenscheinlich  die  identische  Gleichung 
0  =  0  erscheint  und  überdies  k  —  1  <  1  ist,  so  wird  auch 
die  Beziehung 

statt  haben.  In  ganz  ähnUcher  Weise  aber  wird  man  die 
Function  für  eine  zwischen  2  und  3,  überhaupt  f&r  eine 
zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  ganzen  Zahlen  liegende 
Gonstante  k  anzugeben  im  Stande  sein. 

5.     Zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen  führen  wir  noch 
folgende,  später  zu  benutzende  Formel  an. 

Wenn  X  eine  beliebige  Gonstante  ausdrückt  und  die  Func- 
tion tp  (0')  für  0'  =:  oo  die  folgenden  Integrale  nicht  sinnlos 
macht;  so  ist  das  (n — 1)  fache  Integral 

•   00  1.2.         I»— 1      , 


//••' 


d». 


In  der  That,  lässt  man  in  der  Liouville'schen  Gleichung  I. 
die  Function  /'(»c4-y+^+...)  mit  der  andern  9  (^+x+y+2^...) 
zusammenfallen,  wo  X  eine  beliebige  Gonstante  bedeutet  und 
die  positiven  Veränderlichen  noch  immer  der  Ungleichheit 
X'\-y-\'Z-\',,.<ih  genügen,  so  entspringt  die  Relation 

JJ'*'  9(^+^+y+'2^+  •  •  0  ^~^  t/"^  ^"^ .  ,  .  dx  dy  dz  .  .  . 
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Und  ist  nun  <p  (d')  eine  solche  Function,  die  für  ^'  =  00  das 
Integral  nicht  sinnlos  werden  lässt,  so  folgt  ohne  Weiteres, 
dass  in  dem  vorstehenden  Integrale  die  Constante  h  über  jede 
Grenze  hinaus  wachsen  kann. 

Mit  Berücksichtigung  der  bekannten  Beziehung 

r(^)r(i)-r(^)=(2»)"^»-* 

aber  fliesst  daraus  nun  sogleich  der  besondere  Satz,  dass  für 

12  3 

A:  =s  — ,  /  =  — ,  m  =:—,..  .  das  (n— l)fache  Integral  fF  die 

oben  erwähnte  Gleichung  liefert. 


§.  181. 

LiouTille's  Beweis  des  GauBS'scIien  Fundamentaltheoremes  Über 

Gammafiinctionen.  '^) 

In  §.  48.  erwähnten  wir,  dass  es  Liouville  gelungen  sei, 
das  Gauss'sche  Fundamentaltheorem  in  der  Theorie  der 
Gammafunctionen  mit  Hülfe  vielfacher  Integrale  zu  beweisen. 
Indem  wir  jetzt  zur  Darstellung  des  hierauf  bezüglichen  ele- 
ganten Liouville'schen  Gedankenganges  schreiten,  beschäftigen 
wir  uns  vorerst  mit  der  Werthermittlung  des  bestinmiten 
Integrales 

0   u 

in  welchem  die  Anzahl  der  Veränderlichen  x,  y,  . . . ,  w  n— 1 
heisst  und  in  dem  r  eine  positive  Constante  ausdrücken  soll. 
Wie  man  ohne  Weiteres  erkennt,  darf  dasselbe  stets  der 
Differentiation  nach  r  unterworfen  werden.  Führt  man  die 
Rechnung  aus,  so  erhält  man  die  Beziehung 

dS  ^  _  1  rr     -  (*+H- +«+  i£:ry'n  - '  J  - '     J^-'  dxdy...  du 

dr  J  J  ^  xy ,,  .u    * 


der  man  nun  sogleich  wieder  die  andere  Form 


*]  Journal  de  math.  etc.    Februarheft  1856  ood  Schlömilch.    Zeit- 
schrift für  Math.  u.  8.  w.    Jahrg.  1.    S.  184. 


00     OD 

dS 


dr 


-# 
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.  .  .  e        ^  y         Z 


n — 1      ^     w— 1 

—  2 1 


.  .  .  tt  "       0?'  "        dy  dz  ...  du  dx 

geben  kann,  wenn  man  statt  der  VeränderUchen  x  eine  neue 
X  substitiürt,  die  mit  der  alten  durch  die  Gleichung 


X  = 


verbunden  ist.    Erwägt  man  nun,  dass  bei  bestimmten  Inte- 
*  gralen  der  Namen  der  Integrationsbuchstaben  ohne  jede  Be- 
deutung  ist,  so  sieht  man  sofort,  dass 

dS 


=  —  n  S,  also  S  =  ce~ 


nr 


dr 

ist.  Die  hierin  auftretende  willkürliche  Constante  c  aber  be- 
stimmt sich  mittelst  der  Bemerkung,  dass  für  r  =  0  das  vor- 
gelegte   Integral    S    dem    Producte    der    Grammafunctionen 

r(iy  r(li)'  •  •  •  ^ri^)  ^^^^^^  ^^*  ^^  folgUch  den 
Werth  J/  — ^y —  besitzt.    Daher  die  Gleichung 

^'JJ-'^  ''"'"^x"       y"       ...II  "        dxdy...du 


I 

ö  ü  

_  7/(2«)""' 


7/(2«)' 


er- 


nr 


Auf  diesen  Satz  genützt,  lässt  sich  das  Gauss'sche  Fun- 
damentaltheorem durch  folgende  Schlüsse  beweisen.  Wird 
die  vorstehende  Gleichung  mit  rf*-^  dr,  wo  /ü  positiv  ist, 
multiplicirt  und  darauf  von  r  =  0  bis  r  =  00  int^rirt,  so 
folgt  durch  Ausführung  der  Integration  und  zwar  zunächst 
nach  r : 

/7..^.....,>v^-....--....../-^..-,. 


. .  c-<*+y+" 

.+«) 

1 
x"' 

-1    *     1        "-'- 

-1 

dx 

7/(2»)-' 

Indem  man  aber  jetzt  r"  =  v  schreibt,   erhält  man  für  das 
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Integral  nach  r  die  Beziehung 


CO  «.ii  eo 


0  0 


Ä_t 


e   '»:••"  v"      dv 


n  /« 

yxy  .  .  .uj 

Und  dalier  wird  nunmehr  die  Gleichung  gelten 
i y  Y-^)  /  /  . . .  e-e+W-  +")  a:  "        y"         ...«    "  dx  dy  . . .  du 


7/(2«)"-' 


rw 


In  dieser  aber  stellt,  wie  man  sieht,  das  Integral  links  das 
Product  der  Gammafunctionen 

vor.     Setzt  man  folglich  ^  =  0,   so  hat  man  die  Gauss'sche 
Gleichung 

r»r("+T)r(«+4)-r("+=^)-(2'>'^"""''*r(»«)- 


§.  182. 

Folgernngen  nus  der  im  Torigen  Paragraphen  bewiesenen  Olei- 
chon;  I.    Einige  andern  9  Lionyille'solien  Sfttse.*) 

Bezeichnet    tp    eine    solche    willkürliche    Function    von 
xy,,,iuy  dass  das  n fache  Integral 

00  00  01       »—1 


1.  S-JJ... 


e-^'^if^-'^^-^''^(p{xy..Ju)x''y    ...u      dx  äy  ...du 


*)  Liouville.  Memoire  bot  la  r^duction  de  classes  tr^s  -  ^tendaes 
d'iut^grales  multiples.  Journal  de  Mathdmatiqnes;  deoxiöme  s^e, 
tome  I.    Aoüt  1856  und  Schlömilch.    Zeitschrift.    Jhrg.  I,  S.  856. 
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nicht  sinnlos  wird,  so   verwandelt  sich  dasselbe  durch  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  k  mittelst   der  Gleichung 


X  = 


y  z  .  .  .  t  u 

in 


00  «0 

\fj- 


0      0 

Nun    ist    vermöge    des    vorhin    bewiesenen    Liouville'schen 
Theoremes  I.    das  in  S  enthaltene  auf  die  n  —  1  Verander- 

liehen  y,  z,  , . .  u  bezügliche  Integral  mit  (2jr)     n    ^  r""*  und 
demnach  S  selbst  mit  dem  einfachen  Integrale 


OD 


dk 


0 

gleichgeltend.    Daher  die  Gleichung 


'■  #■• 


00   00  0       18  m—\ 

*   /• 

nun  m 


e-<'+y+   -H+«)9)(ary.../M)a:'*  y    z    ...  u       dx  dy  ...  du 


OD 


=  yiiH2n)  *     /  er^  q>{k'')  k""^  dk. 


0 

Wie  auf  den  ersten  Blick  erhellt,  führt  sie,  wenn  9  eine 
Potenz,  die  ft — V"^,  des  Argumentes  anzeigt,  unmittelbar  zu 
dem  Gauss'schen  Fundamentaltheoreme  von  den  Gamma- 
functionen. 

Lässt  man  dagegen  die  willkürliche  Function  <p{w)  mit 


«V 


der  Exponentialgrösse  e     ^      zusammenfallen,  in  der  a  eine 
positive  Constante  bedeutet;  so  gewinnt  man  die  Gleichung 

I  l.,.e  '  X   y    ,..u      dx  dy ...  du 


0   u 

00 
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die  offenbar  auch  noch  für  ein  negatives  a  Geltung  besitzt, 
sofern  alsdann  nur  der  absolute  Werth  von  a  kleiner  ab  n 
bleibt. 

Aus  den  über  die  Büdung  des  Dirichlef  sehen  disconti- 
nuirlichen  Factors  angestellten  Betrachtungen  leuchtet  un- 
mittelbar ein,  dasS;  wenn  b  eine  positive  Constante  bezeich- 
net, das  Integral 

QO 

*8in  bd"  cos  IC  ^  d^ 


iß 


0 

die  Zahl  1,  oder  die  Null  repiusentirt,  je  nachdem  die  posi- 
tive, von  ^  unabhängige  Grösse  w  kleiner  als  b,  oder  grösser 
als  b  ist.  Multiplicirt  man  folglich  die  Gleichung  1.  mit 
diesem  Factor,  indem  man  w  beziehungsweise  mit  xtj...(Vy  k'* 
identificurt  und  versteht  alsdann  unter  (p{fv)  die  Grösse 


/    \      2     /'si 


sin  bd'  cos  wd'  dd" 


0 

so  entspringt  die  Relation 

£    i    A  »-1 

C  C...€r("^y+"'-^*')  q>{xy,..u)x''  y"  z"*  .  .  .  u  "    dxdy  .  .  .du 

=  j/n  (2;r)~  /  ö— *  9()t»)  k^^  dk, 

0 

in  welcher  der  Umfang  der  Integrationen  durch  die  Bedingung 

0<Cxt/z,..u<Cb 
fegulirt  wird. 

Mittelst  der  Methode,  durch  deren  Hülfe  wir  im  vorigen 
Paragraphen  den  Werth  des  («—1)  fachen  Integrales  S  fan- 
den, werden  wir  auch  das  allgemeinere  (n—1)  fache  Integral 

CO    <!0  12  H 1 

'^%/-/'"K^+^+^"*'-+^+^)  "^"^  y"'-'t~^'^  dxdy...  dt, 

in  welchem  h  und  k  beliebige  Gonstanten  bedeuten  und  die 
Function  f  selbstverständlich  als  eine  solche  vorausgesetzt 
wird,  dass  dem  Integrale  eine  Bedeutung  zugeschrieben  wer- 
den muss,  auf  ein  einfaches  Integral  zu  reduciren  vermögen. 
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In  der  That,  differentüren  wir  J  einerseits  nach  h,  ander- 
seits na«h  k,  so  gewinnen  wir  die  Gleichungen 


«  «  12  «—1 

-=JJ-f  (h-\-x-\-y+...+t+  ^"  -)  X- "'  y- "\..  /~  " '  dx  dy....  d 


;=  n  fc-JJ...r  {k+x+y+...^t+  £-p  -  \^  - '...;-'  - '  !|^' 


Indem  wir  nun  aber  in  dem  letzten  Integrale  die  Verander- 
liebe  X  dnreb  eine  neue  x'  mittelst  der  Gleicbung  o;  =  -7 


ersetzen,  erhalten  wir  leicht  die  Beziehung 


QO     30  12 


^J-i    ^-1 
...  (  '*       x'  "        dy  dz  ...  didx, 

in   welcher   ofiFenbar   das  Integral  wegen  der  völlig   gleich- 
gültigen   Benennung    der    Integrationsbuchstaben    mit    dem 

Integrale  für  ^    übereinstimmt.      Mithin    gilt    die    partielle 

Differentialgleichung 

dJ_„dJ 

deren  vollständiges  Integral  einer  bekannten  Theorie  zufolge 
durch 

dargestellt  wird,  wo  9  eine  willkürliche  Function  von  h  und  k 
ausdrückt. 

Nun  ist  aber  f ür  A:  =  0 

J=(p(h)=  r /../(Ä+a:+y+...+Oa:  "      y "      ...  t  "       dxdy,  ,di, 

ü  0 

d.  g.  mit  Beachtung  der  in  §.  180  unter  5.  bewiesenen  Formel 

«— 1 


_         (2^)  ' 


«  I» — 1 

2" 
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und  daher  ist  allgemein 


n — 1  « 

(2*) I  f^^     '    -''    >    ANA* 


"-«-1 


^i  (-2  y 

Dieser  Satz  fahrt  zu  eiuer  neuen  Folgerung;  er  bietet 
nämlich  das  Mittel  zur  Reduction  des  n  fachen  Integrales 

00       OD  ü       1.       1. 

V=  I  I ...  f(X'\'t/'\-  ...-\'i'i-u)(p{xt/  ...  tu)  x'*  y"  z"  ., 

U     0 

II — 8    n — 1 


...i     u     dxdy  ...du 
auf  ein  Doppelintegral  von  der  Form 

—5—       00     00  n — 1 


TW)Jr 


In  der  That,  ersetzen  wir  in  dem  n  fachen  Integrale  V  die 
Variabele  x  durch  eine  neue  k,  welche  mit  jener  durch  die 
Gleichung 


X  = 


yt...  tu 
verbunden  ist,  so  erhält  man  zuvörderst  die  Relation 


00       00 


+ -^-^]  (p  {k")  y      z**      ...tt"        k      dxdy  ...dudk. 

In  dieser  aber  kann  der  Werth  des  (n — l)fachen,  auf  die 
Veränderlichen  y,  z,  .  .  .  u  bezüglichen  Integrales  0  un- 
mittelbar aus  dem  Integrale  J  abgelesen  werden ;  sofern  man 
daselbst  h  =^0  schreibt  und  die  Variabeln  x,  y,  .  .  .  t  durch 
y,  z,  .  .  .  i,  u  ersetzt.  Durch  Ausführung  der  genannten 
Operation  ergiebt  sich  daher  die  Gleichung 


00 


V  =  n  Ta^-i  (p  {k**)  0  .  dk 


»— 1 

00  00  M— 1 


(in)  *    Yn     /•    ,   /'.      , 
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Ans  derselben  hat  Schlömilch  nach  Lioaville's  Andeatongen 
noch  einige  interessanten  Folgerungen  gezogen,  die  aach  wir 
nicht  unberücksichtigt  lassen  wollen. 

1.  Setzt  man  nämlich  zunächst  voraus,  dass  die  Function 
f{%v)  nur  so  lange  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  be- 
sitzt, so  lange  die  Veränderliche  w  innerhalb  des  Intervalles 
(0,  h)j  wo  h  natürlich  eine  positive  Constante  bedeutet^  sich 
bewegt:  so  verschwinden  in  dem  fifachen  Integrale  V  offen- 
bar alle  Elemente,  für  welche  die  positiven  Variabeln  x,y,  ..,u 
die  Bedingung 

nicht  mehr  erfüllen,  und  in  dem  Doppelintegrale  F'  ist  die 
Function  f{n%'  +  rf)  nur  so  lange  mit  Null  nicht  identisch,  so 
lange  die  Bedingung 

Ä  >  n-^-f  iy  >  0 

gilt.     Die  Grenzen  des  Doppelintegrales  heissen  sonach  jetzt 

1^  =  0  und  ri  =  h  —  h^,  %•  =^i)  und  ^  =  — .  Mithin  ent- 
springt die  Formel 

I  /  .../'(a:-|-y-)-...-|-^-|-f/)9(ay...^M)a;'*  y"  ...t/ "  dxdy  ...  du 

V  n  (2«)  r         /  /-/^  o.  ^  ^)  ^(^,^  ^._l  ^8         d^dfi, 


JW)f  r" 


0<a;-f-y-f...  +  ^-ft/<Ä. 

2.  Wir  setzen  jetzt  voraus ,  dass  die  Function  g>  (w)  ver- 
schwindet, wenn  w  ausserhalb  des  Intervalles  (0,  a")  sich 
bewegt.  In  diesem  Falle  sind  demnach  in  dem  nfachen  Inte- 
grale V  nur  diejenigen  Elemente  mit  Null  nicht  identisch, 
in    welchen    die    positiven   Veränderlichen   x,  y,  z  .  .  .    der 

Bedingung 

2.     a"  >  xyz  .  .  .  w  >  0 

genügen,  und  in  dem  Doppelintegrale  F'  ist  q>{^)  von  Null 
verschieden,  so  lange 

a«  >  ^ ,  d.  h.  -9-  <  a 

ist.     Daher  der  Satz: 
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Wenn  in  dem  n  fachen  Integrale 

/  / •••/(^  +  y  +  ...  +  w)  9  {xy  ...t/)  a;"  y"  ...w  "  dydx.,.du 

die  positiven  Variabein  a;,  y,  .  .  .  w  die  Bedingung 

a"  >  xy  ...  w  >  0 
erfüllen ;  so  ist  dasselbe  mit  dem  Doppelintegrale 

7/—  "i"        ^  *  »— 1      . 


1  {-r)s-'    tr 


gleichgeltend. 

3.  Machen  wir  endlich  drittens  die  Annahme^  dass  die 
beiden  Bedingungen  Ä  >  w  >  0  und  a"  >  i;  >  0,  wo  w 
und  V  dieselben  Variabein,  aber  in  anderer  Verbindung  ent- 
halten, einander  nicht  widersprechen,  so  können  wir  die 
vorhergehenden  Einzelfalle  des  Verschwindens  von  f(w)  und 
fp{v)  gleichzeitig  bestehen  lassen.  In  dem  fifachen  Int^rale 
sind  alsdann  die  Integrationen  über  alle  positiven,  den  Un- 
gleichheiten 

Ä>a;-|-y-f'--'  +  ^>0  und  a"  >  a:y  . . .  w  >  0 

unterworfenen  Werthe  von  x,  y,  z,  .  .  ,  u  auszudehnen,  und 
das  Doppelintegral  muss  alle  Werthe  umfassen,  für  welche 
gleichzeitig  die  Bedingungen 

Ä  >  w-ö-  +  iy  >  0  und  a"  >  ä"-  >  0 

befiriedigt  werden.  Mithin  haben  sich  hier  die  Variabein  d' 
und  Tf  innerhalb  der  Grenzen  ^  =  0,  d' =  a  und  iy  =  0, 
1]  =  h  —  nd  zu  bewegen,  wobei  aber  zu  beachten  ist,  dass 
h — nd"  für  den  grossten  Werth  von  d'^  also  für  &=a  noch 
positiv  sein  muss,   was  nur  geschehen  kann,   sofern  a  nicht 

grosser  als  —   ist.    Sind   nun   sämmtliche   Voraussetzungen 

erfüllt,  so  besteht  die  Gleichung 

/  /  .../'(a:-f-y  +  ...  +  tt)  q>(xy...  u)x''y'*.,.u  *  dxdy  .,.du 
—  ULM TwA  ^/•/•.A_±_-.^-.(^)^-l,y  «        ^^. 


=y^/lix/^»/>(^»  +  ^)y' 
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In  dem  speciellen  Falle  zweier  Yentnderlichen  hat  Schlo- 
milch  diese  Formel  mit  Zuhülfenahme  ge<mietrischer  Vor- 
stellungen unmittelbar  yerificirt^  wie  man  des  Nahem  in  dem 
oben  erwähnten  Aufsatze  desselben  nachsehen  möge. 

§.  183. 

Scillömllch's  Yerallgrcmeinerang  des  IdouYille'schea  Theoremes  I. 

§.  179.*) 

Die  früher  entwickelte  Liouville'sche  Relation 


ff 


. . .  x'»-^  y*«-^  zP-^ . . .  /  (a;  +  y  +  r  +  . . .)  ^  o:  rfy  <f  z  . . . 

1 


hat  Schlömilch  als  besondern  Fall  eines  von  ihm  entdeckten 
Theoremes  dargestellt^  das  in  nachfolgender  Weise  ausge- 
sprochen werden  kann. 

Sinfl  wie  in  Liouville's  Gleichung  x,  y\  z  ,  ,  .  positive, 
die  Bedingung 

1  >a:  +  y  +  2:+...>0 

befriedigende  Veränderlichen,  bezeichnet  femer  f{Q)  eine  be- 
liebige Function  von  Qy  und  bedeuten  endlich  m,  n,  p  .  ,  , 
positive  und  a,  /),  ^  .  .  .  willkürliche  Constanten ^  die  wir 
aber  so  wählen  wollen ;  dass  in  dem  vorkommenden  Integrale 
imaginäre  Formen  im  Allgemeinen  nicht  erscheinen;  so  be- 
steht die  Gleichung 

'\'y-\-Z'^.,.)dx  dy  dz  ... 


J   J  J  (l+««  +  Py+; 


"•1*1  P-T'" 


y2  +  ...) 

^  r{m)  rjn)  TXp)'"    r  ^m+n+p-f-...-i  (^^)tf^ 

0 

Beim  Beweise  derselben  folgen  wir  dem  einfachen  Gedanken- 
gange; welchen  Schlömilch  am  angeführten  Orte  innegehalten 


^)  Ueber  die  Entwicklung  vielfacher  Integrale.  Zeitschrft  f.  Math, 
u.  Phys.  Jahrg.  I,  S.  75fi.  —  Die  in  §.  184—186  vorgetragenen  Materien 
sind  ebenfalls  aus  dieser  Abhandlung  entlehnt. 
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hat.     Sein  Wesen  charakterisirt  sich  kurz  in  nachstehender 
Weise. 

Das  Integral  links ;  also 

1  1 — *      1—4: — y 

0  U  U 

betrachtet  Schlömilch  als  speciellen  Fall  des  andern 

y+  ••') 


J        J        J  (H-«a:  +  P»-|-...)' 

0  0  0 


•-I-I.H-...  y 


welches  in  jenes  för  p  =  1  übergeht.    Von  dieser  Function 

F{r)  bildet  Schlömilch  alsdann  die  Abgeleitete  -^--,  wodurch 

er  ein  Integral  erzielt^  das  durch  Einführung  neuer  Veränder- 
lichen leicht  in  eine  Form  sich  umsetzen  lässt;  die  ohne 
Mühe  auf  Gammafunctionen  reducirbar  ist.  Die  nun  folgende 
Integration  der  für  ^(p)  gewonnenen  Beziehung  nach  q 
zwischen  den  Grenzen  (>  «=  0  und  p  ="  1  endlich  führt  zu 
dem  Werthe  von  F{\)j  d.  h.  von  S^  weil  F(0)  augenschein- 
lich mit  Null  äquivalent  ist. 

Um  diesen  Gedankengang  durch  Rechnung  näher  zu  er- 
läutern^ wählen  wir  mit  Schlömilch  speciell  das  vierfache 
Integral 


yH-l  ^p-l  ^«-1^^  +  y  +  2  +  ,,) 


0  0  0  0 

und  setze;i  der  bessern  Uebersicht  wegen  zunächst  die  folgen- 
den Gleichungen  fest: 

0  u 

Jdx  (p{Q  -'X)  =  F{q). 
Nun  ist  dem  in  §.  9  bewiesenen  Theoreme  zufolge 

Mkykr,  bestimmU  Integrale.  30 
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^  =  9(0)+ Jefx^=^  =  / ??|^  rf:.  , 


ü  o 


—aa—y-z) 


^^%7""^=h(0)-o]  +  J^^^ 

Mithin  wird 


n,)-n,)fä.fä,r^ 


0-is)ß 


Indem  wir  aber  hierin  allmählich 

z  =  (p — a; — y)  z\  y  =  ((> — x)  y   und  a:  =  p;c', 

d.  h. 

a:  =  i^x\  y  =  p  (1 — o:')  y'  und  z  =  (>  (1— o:')  (1 — y')  ^' 

setzen  ^erhalten  wir  die  Relation  F'((>)  =  (>«»4-*+H-f-i  /][(>)  (>,  wo 
1 


0 

Beachtet  man  nun  die  in  §.  60  bewiesene  Formel 

0 

oder  vielmehr  die  aus  derselben  für  A=ft+^  "^^  /i=a — b 
fliessende 
1 

(ax  +  i  (1  - ar)  +  f )  H-*  "  (6  +  r)^  («  +  ^J''     Ap+</)    ' 
0 

SO  ergeben  sich  für  das  dreifache  Integral  0  nach  und  nach 
die  Beziehungen 


Q=  — 
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i  nn-\-p+i,)r(fn-)   r    r      y'"-'(l-y'/+*-'2''^'(l-x')«-»dz'rfy' 


US 


U        0 

1 
rim)r{n)r{p+q)    r      z^\\'-zy^-'^ dz 


0 

^      1       _j L._       ^       n«or(n)np)r(£) 

Und  daher  wird  vermöge  der  Relation 
1  1 


0 

schliesslich 


ffjj 


dx  dy  dz  du  a?"^^  y*"^  z^"^  n^-'Vva?  +y+z  +  u) 
1 


^rym)nn)I\p)r{q^   f  g^^^P-^-^^ /{q)  djf 

Das  Theorem  I.  lässt  sich  in  der  Art  noch  etwas  verall- 
gemeinem ;  dass  man  statt  der  Constanten  a,  ß,  y  ...  be- 
ziehungsweise ^,  ^,  ~  ...  schreibt,  dann,  wie  wir  bei  der 
Dirichletschen  Formel  verfuhren ,  die  Veränderlichen  x,t/,  z,.. 

bezüglich  durch  (  — j   >  ( y )  ;  (y)   •  •  •  ersetzt  und  schliess- 
lich die  Cons lauten  —,—,  —  ...  statt  der  Unveränderlichen 

*)  Integrirt  man  /^(pWp  zwischen  den  Grenzen  0  und  A,  wo  A  eine 
positive  Constante  bedeutet ,  so  kommt  wegen  F(0)  »  0 
/<  h 


I 


im.  du  =  F,h)  = /?"+    '^-'  M  Q  äd  . 


u 

Alsdann  sind  in  dem  vorgelegten  vielfachen  Integrale  die  Integrationen 
nach  den  (positiven)  Veränderlichen  x,y,z  ...  ober  alle  der  Bedingung 
/<>a:-j-y  +  -  +  «-'>ö  unterworfenen  Werthe  zu  erstrecken.  Daraus 
kann  man  nun  leicht  wieder  früher  gefundene  Formeln  ableiten,  wenn 
man  h  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen  lässt^  was  freilich  verlangt, 
dass  f{w)  eine  solche  Function  bedeutet,  die  eine  Integration  auch  fSr 
unendliche  obere  Grenzen  gestattet.  Vergl.  §.  169. 

39* 
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m,  Hy  p  ...  substituirt.    Offenbar  werden  in  diesem  Falle  die 
Grenzen  der  Integrationen  durch  die  Bedingung 

■    •s(-:r+(fr+(fr+--äo 

regulirt. 

Diese  letztere  Verallgemeinerung  gestattet^  wie  unmittel- 
bar erhellt^  auch  die  folgende  Relation 


m- 


dxdydz,..  x"^^  y"-^  z^^  ., , /Xx  +  y  +  z+ , . .) 


... 


{K  +  ax  +  ßy  +  Yz+..  ,)«+*+-H-...+i 


1 


Sie  ergiebt  sich  aus  dem  Theoreme  I.  sofort,  wenn  man  die 
Integrale,  nachdem  wie  vorhin  ^y   t^f  ^   •  •  •  statt  a,  ß,  y  . .  , 

der  Reihe  nach  gesetzt  wurde,  der  Differentiation  nach  dem 
Parameter  AT  unterwirft,  wobei  man  zweckmässig  die  bekannte 
Formel  Pd\gP=dP  benutzt,  und  wenn  schliesslich  bei  der 
nachfolgenden  Reduction  die  Beziehung  ar(a)  =  r{a  +1) 
berücksichtigt  wird. 


§.  184. 
Fernere  Anwendangr  der  Torhin  gebrauchten  Redactiongmetliode« 

Mittelst  des  oben  erwähnten  Verfahrens  lässt  sich  auch 
das  vielfache  Integral 

in  welchem  ebenfalls  die  einzelnen  Integrationen  alle  posi- 
tiven Veränderlichen  x,t/yZ,.,.  umfassen  sollen,  die  der 
Ungleichheit  .r  +  y-|-z-|-...<l  genügen,  ohne  Schwierig- 
keit auf  ein  einfaches  Integral  reduciren.  Und  zwar  erhellt 
auch  hier  wieder  die  Wahrheit  dieser  Behauptung  ohne 
Weiteres  aus  der  für  eine  beschränkte  Anzahl  von  Veränder- 
lichen angestellten  Rechnung.  Wählen  wir  z.  B.  mit  Schlö- 
milch  den  Fall  dreier  Variabein,  so  lässt  sich  das  entsprechende 
Integral  als  die  fiir  ^  =  1  entstehende  Form  des  Integrales 


-    613     - 

betrachten.  Aus  dieser  Gleichung  aber  fiiesst  sogleich  die 
andere 

0  0 

und  diese  verwandelt  sich,  wenn  man  y  =  (p  —  x)y'  und 
hierauf  x  =  q  x  setzt,  nach  einer  leichten  Rechnung  in 

F{Q)=Q'^+T^'Jj\''--\i-xy^p-W''-\'^-yy-v(J^ 

wo  um  der  Kürze  willen  c^^^ax-^-ß  (1 — y)  x-\-y  (1 — x)  (1 — y) 
geschrieben  wurde.  Integrirt  man  nun  diese  Gleichung  nach  q 
zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  so  folgt 

F(\)  ^F(P)  =  S 
1  1  ^1      ' 

=  i\-^-\-n+p-^dQ  Cjx''^K^-xy'^P-V'*-\l--yy'Y{^)dxdy. 

0  0    u 

Die  Reduction  dieses  dreifachen  Integrales  auf  ein  ein- 
faches aber  wird  sich  mittelst  der  Formeln 

/*  xP-^i-'xf^^dx  ^         r(p)  r(q) 

J     [ax+b{l-'x)+i^^^       (a+cf(b+c)^t\P+V) 

und 


/ 

0 


1 

[fla:+6(l--j:)+c]H-7+l  p+q    I\p+q)    dc[^^a+cf'    (6+r)«J 


{a+cf(b+c)*'l^c    •    b+cjnp+q+l) 

ohne  Mühe  bewerkstelligen  lassen,  wenn  man  mit  der  Inte- 
gration nach  Q  beginnt,  das  auf  q  bezügliche  Integral  durch 

Einführung  der  neuen  Veranderlichen  r  =  r;£^  in 


j  (.!+«) 

0 
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umformt  und  nun  schliesslich  iivieder  die  auf  r  bezügliche 
Integratioiv  zuletzt  vollzieht  und  mit  der  nach  x  den  Anfang 
macht.  Auf  diese  Weise  nämlich  erhält  man^  wenn  für  den 
Augenblick  der  Kürze  halber  das  Doppelint^pral 


ff 


(1  +  TC)'^'"^P^^ 

0      o' 

wo  li  ^=  m  —  1,  fi'  =  n+jo  —  l,i/=n  —  1,  v'=/?  —  list, 
durch  das  Symbol  Q  {fi,  {ij  v,  v)  angedeutet  wird,  für  S  all- 
mählich die  Beziehungen: 

1 

_  r(»i) r(nim    r     (i-ir+^^-Vct)     r  _m_  ,   _n__  ,  _p_  1 

h"+p)  J    (i+at)"  ii+ßt)'  (J+yt;''  L  '+«^       *+'''*       i+V  J 


1X1+».+ 

ö 


1 


■  r(,m)r(n)r(p)   f     (i-rr+*<-^-'  /-(T)     r . ».«     ,   _»^   .     yp  T  , 

"•"n;i+««+'»+p)J    (i+ar)«  (i+^i)"  (l+yt)"  L »+«»  "^  1+?»'^   i+yij 

.  *  ü 

1 


r(m)r(«)r(p)    /     (i-r)"+^^V(t)      f.,  i+g   .„i+ß  ■  „  i+y  1 ., 

r(l+m+n+p)J  (i+ar)"  {l+ßT)' [l+yv)"  l"*  l+at^"  l+ßt^P  i+yi  }'"'■ 


0 


Aus  dem  Gange  dieser  Rechnung  aber  schliesst  man  —  wie 
schon  erwähnt  —  sofort  weiter,  dass  überhaupt  die  Relation 

//•  •  •/( nFiS?S-y^ ] ^"-^ y-'-^"''   ■    äxdydz... 

,=    r(m)r(«)r(p) 

r(i4-m+«+p+-J 
1 

(l_i)»+'<+H-- ••-</•(,) 


z^_  r«,i±« +„Mi  +pi+?L  +...]rf,, 


statt  finden  wird,   aus  der  mau  leicht  wieder    allgemeinere 
Formen  ableiten  könnte.*) 

♦)  Man  ersetze  beispielsweise  die  Variabein  a:,  y, .  . .  durch  -.-,—->•••♦ 

h   h 

wo  Ä  eine  positive  Constaute  bedeutet,    und  ausserdem  f(t)  =  y(hQ)^ 
darauf  ?  =  -r-  und.schliesBÜch  F(h)  =  qp  (X  +  t),'WO  A  constant. 
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Eiue  ganz  hübsche  Anwendung  dieser  allgemeinen 
Gleichung  liefert  die  bei  der  Oberflächenbestimmung  des 
dreiachsigen  Ellipsoides  auftretende  Formel 


tt 


1 
~    4  J  >/(irii>ii^«)  (T-:,rr«}  1 1  -  *«  t«  "+■  i  -«»  t«  j* 

0 

Sie  lässt  sich  leicht  aus  der  obigen  abstrahiren,   wenn   man 
die  Anzahl  der  Veränderlichen  auf  zwei  reducirt,  w  =  n  ^  ^ 

und  /(  \.  ,~~^Tf-  )  =  X/-/"  -    '^^  setzt  und  schliesslich  statt 
Xy  y,  r,  a,  ^  beziehungsweise  die  Grösseji 

(:-)■.  (O'-'--" 

wählt. 


,  -^^ 


§.  185. 
Redactiun  des  nfachen  Integrales» 

Die  aus  der  früher  bewieseneu  Relation*) 

l/'(acoaX'\-Oa'nix)dx  =  2  //(sin  9  j/a^-{-ö^)d(p 
0  ^ 

unmittelbar  entspringende  Formel 


*)  Siehe  S.  64  -  65. 
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2^  IT 

1.    I f{acoax-^bHmx)dx  =  2  1  f  (eosgo yä^-{'b^)dq>*) 
hat  Schlomilch  zur  Reduetion  des  Doppelintegrales 

5=  Cdx  fFia  +  bx  +  crj){h'^  —  x'^—f/)'^dfj 

auf  em  eiufaches  beuutzt  und  mittelst  der  dadurch  erzielten 
Formel  das  rafache  Integral 

/") 
f. . .  /'(aa;+/Jy+yz4-..)(l  — ^^ — y' — ^^  —  ...)'^dxdt/dz... 

*)  Von  dieser  Formel  Schlöniilch's  hat  derselbe  die  nachstehende 
Kutwickhing  gegeben.    Sei 

J  f[k  sin  («+«•)]  rfd=C. 

0 

Zerlegt  man  dies  Integral  in  drei  andere  zwischen  den  Grenzen  0  und 
ö"  —  **»  "ö"  ~  **  ^"^^l  ~ö "»  ~ö"  —  "  ^^^  ^  ^  ^^^  setzt  sin  («+  d")«  z; 

MM  AM 

so  erkennt  man  leicht,  dass  wegen 

a+'0'=arcsini,O<a+^<—  ;  a+^  =  «  -  arcsin  2,-^<;a+d<-^; 

M  M  IE 

oc  -)-  «O*  =:  2  TT  -f  arc  sinz,  -^<a  +  d<-- 

M  « 

u.  8.  w.  in  dem  ersten  Thoilintegrale 

dz 


d^  =  + 


im  zweiten 

und  im  dritten  endlich    • 

Kl— 2» 

gewählt  werden  muss.    Daraus  aber  folgt 

+  1  —  1  tin  a  -f  1 

c=  ir(kz)dz  _  rf{kz)dz     rn±z)dz      rnkj)dz 
J  yr=r?    J  yr^^'^J  ^nT«     J  rr^i^ - 

Bin  o  q- 1  —  1  —1 

Schreibt  man  nun  hierin  z  =  cos  q>  und  tang  a  =  — ,  Ar  =  K«*  +  ä'  ,     so 
entspringt  ohne  Weiteres  die  obige  Gleichung. 
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auf  ein  einfaches  zurückgeführt.  Die  vorkommenden  Inte- 
grationen sind  dabei  auf  alle  positiven  und  negativen,  der 
Bedingung 

i>  «*  +  y'  +  ^'  +  ---  >o 

unterworfenen  x,  yj  z^  ...  auszudehnen ;  a,  /S,  y,  .  .  .  und  m 
ferner  sind  Constanten.  Indem  wir  diese  Reduction  jetzt 
wiederzugeben  versuchen,  behandeln  wir  den  gemachten  An- 
deutungen gemäss  zunächst  das  Doppelintegral  S.  Substituiren 
wir  in  demselben  statt  der  Variabein  Xy  y  die  Polarcoordi- 
naten  r, -ö*  mittelst  der  Gleichungen  a:=rcosd'  und  y=rsinO, 
in  denen  wir  r  absolut  wählen  und  ^  alle  Werthe  von  0  bis 
271  beilegen;  so  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  der  in 
§.  139  angestellten  Betrachtungen^  dass  S  hierdurch  die  Form 

h  2/r 

/  r  iirjd%'  F{a + ^r  cos  ^  +  er  sin  d)  (ä^ — H)"" 

Ü  0 

annimmt.  Daraus  aber  folgt  mit  Beachtung  der  Formel  1. 
sofort  die  andere  Beziehung  * 

h  n 

S=  2  Irdrl  F  {a  ^yS^^fd^ cos  tp)  {h^-^r'^^dfp 

ü  0 

Nun  entspringt  dieses  letztere  Integral  unmittelbar  aus  dem 
nachfolgenden 

'^JäxJ  F  {a+  }/b''+c^x)  {h'^-^x^^y^  dy, 

—  Ä  0 

sofern  man  nämlich  x=r  cos  (p  und  y=r  sin  q>  setzt;  es  ist 
daher  unser  S  mit  dem  eben  genannten  Integrale  gleichbe- 
deutend. Dieses  aber  bietet  den  Vortheil,  dass  die  Integration 
nach  y  sich  ausfuhren  lässt.  Denn  substituirt  man  statt  y 
die  neue  Veränderliche  i  mittelst  der  Gleichung 


Vi 


y 


so  verwandelt  sich 
CiK^—x^'-y'^Y  dy'm\  \h^  -  x^T^^  C{\-()'^^-H^'^  dl 

_ .  (a'-^/ctH  r  (w-f  1)  r(^) 
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Und  daher  wird  S,  d.  h. 


—  h 

sein  müssen. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zur   Reduciion  des  n  fachen 
Integrales 

j  , , .dxdy dz . , .äw F{ax-\'^ y '\-...'\- ku'\- yi,v '\-vn)){\ — x^ — y^— ...— fr*) 
in  welchem  wir  also  die  n  Variabelu  x^  y,  . . .  ir  als  alge- 
braische, der  Ungleichheit  a:^  +  y^  4"  •  •  •  ^^  <  1  genügende 
Grössen  auffassen.  Wie  auf  den  ersten  Blick  einleuchtet, 
laset  sich  das  vorgelegte  Integral  vermöge  der  Formel  2.  ohne 
Mühe  auf  ein  Integral  der  {n  —  1)'^*"  Ordnung  zurückfähren. 
Denn  beginnen  wir  mit  der  auf  w  bezüglichen  Integration  und 
lassen  die  nach  v  folgen,  so  können  wir  offenbar  in  Gleichung 
2.   von   folgenden  Substitutionen   Gebrauch  machen 


Ä  =  j/1 — x^  — y^ — ... — ii^,a==aa:  +  j8y+...-|-Ai/,&=fi,c=v 
•  und  erhalten  daher 

\  dv  I  dwF(ccX'{-ßy-{-,..-{'Xu-{'(iV'j-vw){l—x'^—,..—u'^—v—H^ 

-  I^T-x^- V^ 

Durch  Einführung  dieses  letztern  Integrales  in  das  vorgelegte 
geht  dasselbe  also  wirklich  in  ein  (n  — l)faches  über,  dessen 
weitere  Behandlung  nun  abermals  die  Anwendung  der  Re- 
lation  2.    gestattet,    indem   man    augenscheinlich    jetzt    nur 

beziehlich  mit  den  dortigen  Grössen  m,  by  c,  a,  h  zu  identifi- 
ciren  braucht.  Die  Benutzung  der  Gleichung  2.  aber  kann 
ersichtlich  {n — l)mal  geschehen,  wobei  zuletzt  die  in  ihr  vor- 
kommende   Constante    a   der  Null,    die  Grösse  m    der  Zahl 
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m  +  ^^—-  und  }/  b'^  +  c^  dem  Radical 


V^^  +  ß''+Y''+  .  •  •  +^'^  +  l^'  +  v'  =  X 
gleichzusetzen   ist.      Offenbai*   erhält    man   auf   diese   Weise 
schliesslich  die  Beziehung 

I.  Jf...dxdy,..dtv F{ax-\-ßt/ 4-—+  ^ w) (1  —  .r^  —  tp  — ...  —  w^)'" 


4-1 


w — 1         /% 


n.+i)    .«  /.,..)(, _^,)     -i^, 


Dieselbe  lässt.  sich  noch  in  einer  etwas  allgemeinem  Gestalt 
darstellen;  wenn  man  auch  hier  die  Veränderlichen  x,y^z^... 

durch  "}  L }-'}»'  '  ^^^   ^i®   Constanten,  a^  ß,  y,  ,  .  .    durch 

aay  bß,  cy,  ,  .  .  ersetzt.     Dadurch   nämlich  gewinnt  man  die 
Gleichung 

+  1 

*  r(m+l)abc...    I  ■*+ 

wo  nunmehr  die  Integrationen  links  auf  alle  algebraischen, 
der  Bedingung 

i>(:7+(fy+->o 

unterworfenen  x,  f/j  z,  ...  auszudehnen  sind  und  rechts 

x^  =  a'^a^-{-b^ß^+  ... 

gesetzt  ist. 

Einzelne  schon  früher  bekannten  Resultate  lassen  sich 
als  specielle  Fälle  dieses  Schlömilch 'sehen  Theoremes  betrach- 
ten. So  erhält  man  z.  B.  aus  I.  für  den  Fall  dreier  Ver- 
änderlichen durch  Einführung  sogenannter  Kugelcoordinaten, 
nämlich 

.c  =  p  cos  '^,  y  =  p  sin  d"  cos  9,  z  =»  p  sin  '9*  sin  9, 


=  JLli>iJ[lf*£:^    h  («.^)  (1  _  ^2)"^  «  ox, 
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wo  Q  positiv,  0"  vou  0  bis  tc  und  q>  vou  0  bis  2x  zu  wählen 
ist;  wegen  dx  dy  dz  =  q^  sin  -ö*  dQ  dt  dtp 

JjJ  {l'^(f^'^F{a(fCOsd''\'ß(fsintcosg> 
-{'yQ8iiid'8m(p)Q'^sin(pdtd(pd(f 


Tl/('-^''-^-'('»>^- 


—  1 


Und  setzt  man  hierin   noch  m  =  0  und  bezeichnet  das   In- 
tegral 


1 

f 

0 

durch  /  (fi),  so  gewinnt  man  die  Relation 


S  =  //  / (a cosd  4"  jS  sin  d-  cos  9  +  y  sin  d-  sin  (p)  sin  0*  dd'  dtp 

0    0 

=  jc  /  (1  —  x^)  F  {y,x)  dx. 
Schreibt  man  aber  in  der  Gleichung  f  q^  F  {{i  q)  dg  =/*(fi) 

0 

links  Q(i  z=  (  und  unterwirft  das  hierdurch  entstehende  In- 
tegral 

0 

der  Derivation  nach  (i,  so  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass 

ist  und  daher 

S=jc  {S  /{l—x^)/-  (xx)  dx  +  KJ  (1  — .c^)  X  f  (x.r)  dx) 

sein  muss.     Nun  ist 

x/(l  -.r^).r/"(x.r)rfa:=[/(x  .r)(,r— .r»)]— //(x.r)  (l_3.c^)rfx 

—X  —1—1 

=  -  ff{%  x)  (1  —  3  x'^)  dx, 
und  folglich  wird,  wie  Poisson  zuerst  bewies, 
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ÖO' 


n  2n 

(  f  f  {a  COS  -ö-  -f"  i'  sin  -ö"  COS  g)  -|-  y  sin  d-  sin  (p)  sin  %^  dO'  dtp 


» 


=  2nff{}ix)  dx  =  2%J f  (x  cos  d)  sin  %  d%^ 

—  1  0 

Noch  andere  aus  Schlomilch 's  Theoreme  zu  ziehende  Folge- 
rungen möge  man  in  seiner  §.  183  erwähnten  Abhandlung 
nachsehen.  * 


§.  186. 
Catalan's    Reductionsmethode.*) 

In  §.  157;  Hl.  erwähnten  wir^  dass  die  bei  dem  Doppel- 
integrale 


angewendete  Reductionsmethode  unmittelbar  die  Erweiterung 
auf  ähnlich  gebaute  vielfache  Integrale  zulasse.  Die  Richtig- 
keit dieser  Behauptung  wollen  wir  jetzt  nachzuweisen  ver- 
sucheU;  betrachten  aber  statt  des  ;ifachen  Integrales 

(«)  ^ • 

\dx  du  dz  t/L-Il:   -  ^' ^'  -J^t^"^, 

in  welchem  a^  byC^  . . ,  positive  Constanten  kleiner  als  1  be- 
deuten und  in  dem  die  Integrationen  über  alle  positiven 
Werthe  von  a-,  y^  ...  zu  erstrecken  sind,  welche  der  Ungleich- 
heit or^  4"  y^  +  ^'  4"  •  •  •  <  1  gellügen,  das  allgemeinere 

V=^jdx  dfj  dz  ,  .  .  Fl  {x,  y,  r,  .  .  .)  /■  [q>  {x,  y,  z, .  .  .)]. 

In  demselben  setzen  wir  sämmtliche  Functionen  als  stetige 
voraus  und  lassen  x,  y,  z,  .  .  .  der  Einfachheit  wegen  mit 
allen  positiven  Werthen  zusammenfallen,  für  welche 

1.     ^  {x,  y,  z,  .  . .)  <  0 
ist.     Femer    machen    wir   die  Aonahme,    dass  die   Function 


*]  E.  Catalan.  Memoire  sur  la  r^uction  d'une  classe  d*iiit^graled 
maltiples.    Liouville.  Journal,  t.  4,  p.  323—344. 
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(p  {x,  y,  Zj  ,  .  .)  die  bestimmten  Werthe  a  und  ß  erwirbt^ 
wenn  beziehungsweise  • 

x  =  f/  =  z^=.,,=0  und  ^  {x,  y,  r,  .  .  .)  =  0 

gewählt  wird.     Nun  sei 

\?) 
Jdx  dy  dz  ...  Fl  (x,  y,  z,)  =  F  (v), 

wenn  di«  Veränderlichen  x,  y,  z,  ...  alle  positiven  Werthe 
annehmen^  welche  der  Bedingung 

unterworfen  sind.  Steht  alsdann  für  alle  zwischen  a  und  ß 
befindlichen  Werthe  von  v  diese  Beziehung  mit  der  unter 
1 .  dargestellten  nicht  im  Widerspruch  und  entspringen,  wenn 
in  der  Gleichung 

3.     q>  {x,  y,  z, .  .  .)  =  v 

dem  V  alle  in  unendlich  kleinen  Intervallen  fortschreitenden 
Werthe  von  a  bis  ß  beigelegt  werden,  aus  den  hierdurch  er- 
haltenen Gleichungen  für  die  positiven  Veränderlichen  x,y,Zy... 
genau  dieselben  Werthsysteme,  welche  aus  der  Bedingung  1. 
resultiren:*)  so  ist 

In  der  That,  seien  v  und  v-^^v  zwei  verschiedene  Werthe 
von  Vy  so  werden  die  ihnen  entsprechienden  Werthe  der 
Function  F  (v)  augenscheinlich  durch  F  (v)  und  F  (v  -{-  Jv) 
=  F  {v)  -{-  J  F  {v)  darzustellen  sein.  Nun  ist  F  (i;),  wenn 
die  x^y,  z, . . .  in  unendlich  kleinen  Intervallen  von  Null  bis 
zu  den  aus  Gleichung  3.  entspringenden  Werthen  von 
Xy  y,  Zy  .  .  .  fortschreiten,  die  Summe  aller  Werthe  von 
^'i  i^j  y>  ^;  •  •  •)  ^^  dy  dz  .  .  .  .  Die  Function  F  {v)  -{-  ^J  F  (») 
dagegen  repräsentirt  den  InbegriflF  aller  Werthe  von 

Fj  {Xy  yy  z,  .  .  .)  dx  dy  dz  .  .  .y 
wenn  die  x,  y,  z^,..  stetig  von  Null  bis  zu  den  dei:  Bedingimg 

9  (•*'; !/,  ^}  '  —)  =  V  +  J  V 

*)  Wie  man  Bielit,  involvirt  offenbar  diese  Voraussetzung  schon 
die  andere,  dass  die  Bedingungen  1.  und  2.  einander  nicht  wider- 
sprechen sollen. 


—    623    — 

geDügeuden  Werthen  sich  bewegen.  Mitliin  drückt  A  F(y) 
die  Summe  aller  Elemente  des  bestimmten  Integrales  F  (v) 
aus,  wenn  die  Veränderlichen  mit  allen  denjenigen  Werthen 
zusammenfallen,  welche  aus  der  Gleichung  3.  hervorgehen, 
sofern  in  ihr  v  von  v  bis  v  -{-  ^  v  fortschreitet.  Jb'ür  alle 
diese  Werthe  von  a:,y,z,...  aber  weichen  die  von  q)  {x,f/,z,..,) 
um  so  weniger  von  einander  ab,  je  kleiner  z/  v  gewählt  wird. 
Man  darf  daher  /  [q)  (x,  t/t  z,  , , .)]  mit  /"  {v)  -^  e  identificiren, 
wenn  e  eine  mit  ^Jv  verschwindende  Grosse  vorstellt.  Daraus 
aber  fliesst  weiter,  dass,  wenn  iu 

4.     F^  (o-,  y,  r, .  .  .  )  /■  [(p  {x,  y,  Zj  .  .  .)]  ^.c  Jy  Jz  .  .. 

*  • 

die  Variabein  x,yyZ,..,  alle  Werthe  erhalten,  welche  man 
soeben  den  Veränderlichen  a:,y,z,  in  F, (a:,y,^,...)z/a;^y^^... 
beilegte,  die  Summe  jener  Werthe ^^/'(t;)  f{v)  -{-  a  J  F{v) 
sein  wird,  wo  a  einen  mit  J  v  verschwindenden  Factor  be- 
zeichnet. Nun  ist  den  Regeln  der  Diiferentialrechnung  zu- 
folge 

wenn  ri  eine  mit  Jv  der  Null  sich  nähernde  Grösse  ausdrückt, 
und  daher  wird  jetzt 

die  Summe  aller  Elemente  der  Function  in  4.  repräsentiren. 
Setzt  man  aber  in  der  Gleichung  3.  statt  v  nach  und  nach 
a,  a  -("  ^^t  "  +  2^/1^, ...,  ß  —  J  V  und  bildet  die  ent- 
sprechenden Werthe  des  Ausdruckes  5.,  so  wird  der  Inbegriff 
aller  dieser  Einzelsummen,  weil  die  Bedingungen  1.  und  2. 
einander  nicht  widersprechen  sollen,  von  dem  Integrale  V  um 
so  weniger  sieh  unterscheiden,  je  kleiner  Jv  ist.  Lässt  man 
folglich  z/  V  über  jede  Grenze  hinaus  abnehmen,  so  werden 
die  zwischen  den  Grenzen  a  und  ß  genommenen  Integrale 
der  drei  letzten  Grössen  in  5.,  weil  sie  bezüglich  durch 

kfr{v)dv,k'J^  dv,  k"j'dv 

a  a  a 

sich  darstellen  lassen,  wo  lim  k  =  lim  k'  =  lim  ä"  =  0 
ist,  sämmtlich  verschwinden,  und  daher  wird 
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a 

Sei;  behufs  der  nähern  Erläuterung  dieser  Theorie,  der 
Werth  des  Integrales 

V  =/k  *  * ...  x^.  ^-.  r-. . . (;:-ry_"fe)" 

ZU  bestimmen^  wenn  p,  q^  r, . . . ,  a,  ß,  y, ...  irgend  welche, 
Oybj  Cy  ...  aber  positive  Constanten  kleiner  als  1  nnd  m  eine 
positive  Constante  grösser  als  1  bedeuten  und  wenn  endlich 
die  Integrationen  über  alle  positiven  Werthe  von  x,  y,  z^ . . . 
auszudehnen  sind^  welche  der  Bedingung 

6.    a:«  +  y/»  +  zy  +  . .  •  <  1 

Genüge  leisten. 
Setzt  man 


und 


l  —  x—y^  —  z'—... 


F  iy)  =jdx  äy  dz  .  .  .  xp-^  yi-^  z"-^. . ., 


so  wird  hier  der  Umfang  der  Integrationen  durch  die  Un- 
gleichheit 

7.  *  (i;-— ö)a-^  +  (t;«— ft)y/*4-(t;«— c)2r+...<t^  — 1 

regulirt.  Die  Functi*/n  g)  erwirbt  femer  für  a:=y=r=..,=0 
und  x^^yC'\'ty-]'...  —  1  =  0  die  bestimmten  Werthe 
r=l  und  t;  =  -|-(x>;  .ausserdem  ist  die  Bedingung  7.  mit 
der  ursprünglichen  6.  nicht  im  Widerspruch,  weil-  in  Folge 
der  Natur  von  a^  b,  c, .  ,  .  die  Verhältnisse 


„«•_  i'  „«_  i'  „«-..  i' 


• .  * 


sämmtlich  grosser  als  die  Einheit  sind,  und  endlich  genügt, 
wenn  v  von  1  bis  cx>  variirt,  das  hierdurch  resultirende  Werth- 
system  der  Grössen  .r,  y^  z,  ,  .  ,  der  Bedingung  (».  Man  hat 
dalier  die  Gleichuuff 


00 


-J 


V    -— ^  dv. 

d  V 
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Die  vollständige  Erledigung  der  uns  gestellten  Aufgabe 
erfordert  mithin  bloss  noch  die  Bestimmung  der  Function 
F  (r),  und  hierzu  bietet  uns  das  Dirichlet'sche  Theorem  das 
Mittel.  Denn  schreiben  wir  die  Bedingung  7.  in  folgender 
Gestalt 

so  entspringt  jenem  Lehrsatze  zufolge  die  Gleichung 

M^  '  r{^)r{ß)i  (7)'"  /.--ly  (jT^Y  /.--iv.. 

aßy..,    jp/j^  P._^j7  ^21^        \    \v*~~fl/      \t,--6/      \r--c/ 

Mithin  wird 


d  V  ttßy . . .      '/  y ,  I    P    I    7    I    r    ,         \  JR  R_ 


ro+:-+i-+7+-) 


und  daher  , 

wofür  man  auch 

a(Jy..  .  r(l  +  ifc)         /  E.  ±         Lau— fl"»     6  ii-6"T--J»w 

1       (tt-fl)«(tt-6;/'  ... 

schreiben  kann,  sofern  man  v*^  =«  u  und  der  Kürze  halber 

/c  =  ^-\--^M— M,,,  setzt. 

Nimmt  man  in  dem  Integrale   F  die  Constanten  a,b,c,.,. 
einander  gleich,  so  erhält  man 

MzTXB,  beitimmte  Integrale.  40 
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i_„i   («)i    (S)--    /l_i)*-i.- 


du 


1 

und  für  ö  =  0,  w  =  -^  entspringt  hieraus  wieder  die  früher 
bewiesene  Formel*) 

-/._«_^_...  =  «<»r.../^(i-i  +  ^  +  f  +  ...)' 

Setzt  man  dagegen  pr=s  g  zs^  rss...a=l,  fifs/3B=7/ss  ...s=»2, 
;w  =2,  är=^  =  c=...  =1,  fl^;  so  ergeben  sich  die  beiden Re- 
1  ationen : 

(n) 
dxdy  dz,..  (Vi)'^^ 


und 


/■»       1-1 


2" 


Das  Integral  dieser  letzten  Formel  aber  gestattet  eine 
fernere    Reduction.     Schreibt    man    nämlich ^    was    offenbar 

w^gß"    ^t^i«  <  1  angeht,  ^-j^\  =  sin  q>^,  also 

,           (1  — a*)8iii<r  ^qp      •  ,          (l^a*)Bm(pd(p  J^l  — «i'ßincp* 
r  ex V  =  ^ — ~ — - ,  v^  ««;=  ^ — _z:__x  »^  _  ^ 

COSqp'  COSqp'  COS  9  ' 

o__^        1  —  fl'  BJD  <p*      (n»-l)^        y'rfo  siny*    ^  ?^l  —  a»  sin  9»  </y 

(»«— fl«;  *" 

so  folgt 

Jt 
s 

^    ("äjv 

•)  Siehe  §.  180,  1. 
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Nun  ist  aber 


!L  fL  ÜL 

Y  2  2  • 

J  sin  r-'  ^dq>^   r«^?r^  _  a-^Jm^'j^, 

und  demnach  erlaubt  jedes  Integral  rechts  die  Anwendung 
der  Formel 


J*siDy'"rf<p        W--2  l+a*    Cfon y"*~' rf<p  ^     m--3     /*8i 


8in<p''~*  <f(p 


(«I  — l)a> 


i    fliny        coBy.  ^   ,|,v 
1*         /.*._n«t        ;   ) 


*)  Wenn  man  die  Venfication  dieser  Formel  durch  Differentiation 
verschmäht,  so  kann  man  dieselbe  in  folgender  Weise  ableiten. 
•   Offenbar  ist 


/'sin  <p"*  rf<p        /*siny*^   ^  dtp  ^   /^sin  qT^^  eos  <p* 


/sin  <p*~^  rf<p  ^^  1    /sin  9"*"*  cos  9  ( — ä»  sin  9  cos  9) 

-J -2 +  y.J j rfv- 

Aber 

i    /  sin  9**^^  cos  9  ( — g'  sin  9  COS9)  dtp 

«=  —^  sin  9**"^  cos  9.   ä j  1  -^  rf  (sin  9*""*  cos  9), 

d.  g.  wegen 

d  (sin  9"""'  cos  gJ)=  (m  —  3)  sin  9"*""*  cf  9  —  (m  —  2)  sin  9**"*  d  9  : 

1     /*  .      »,_3             .  ^      sin9'"*"*  cos  9.  ^      »« —  3   /*  ^    •       »»—4  j 
-|^   I  sm  9*"^*  cos  tpd/i^»  — j — j-  I  J  tan  9        dtp 

H r—  I  Jan  9"^' </9 


sin9"*   *cos 


9.    ^      m— 8  ['mq>'^~^  dtp    ,  in  —  2  Cvoitp^'*^^  dtp 


-L  /-^     a^  r^Py**"^  <^y      (w  — 2)a»  /'sin  9*"  rf  9 

Und  daher  folgt  non  durch   Substitution   dieses  letstem  Ausdruckes 
in  die  obige  Gleichung  für  I ^ — —  nach  der  einfachsten  Beduction 


die  zu  beweisende  Formel. 
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die  für  ein  uiigerades  m  wegen 

J      ^  2«  ®  aco8  9  +  z/  ■ 

anf  logarithniische^  für  ein  gerades  m  hingegen  auf  elliptische 
Transscendenten  der  ersten  und  zweiten  Gattung  zurückführt 
Je  nachdem  also  im  vorliegenden  Falle  n  eine  ungerade,  oder 
gerade  Zahl  bezeichnet;  hängt  das  Integral  V  von  den  voll- 
ständigen elliptischen  Integralen  der  ersten  und  zweiten 
Gattung;  oder  von  logariihmischen  Functionen  ab. 


Verbesserungen. 

Seite  162.  Ueber  die  Berechnung  der  Eoler^schen  (Magcheroni'schen) 
Constanten  vergleiche  man  noch:  Oettinger.  Crelle-Borchardt 
Journal  Bd.  60.  S.  375—376.  „Ueber  die  richtige  Werih- 
bestlmmung  der  Coustiante  dos  lutegrallogarithmus/* 
267,  Anmerkung  zu  Zeile  5  von  unten.  Für  den  Fall  einer  un- 
endlichen DiäcOntinuität  von  f(x)  beachte  man  das  anf  Seite 
252  Gesagte.  Und  för  den  Fall  imendlich  vieler  Maxima  und 
Minima  von  f{x)  vergleiche  man  Riemann:  „Ueber  die  Dar- 
stellbarkeit einer  Function  duich  eine  trigonometrische  Reihe." 
Göttingen  1867. 

14,  Anmerkung  lese  man  Haan  statt  Haen. 

31   lese  man  Haan  statt  Haen. 

36,  Anmerkung  lese  u<an  Dienger  statt  Dinger. 

49,  Zeile  1  von  oben  lese  man  ^!JlL  statt  ^l 

^1  («)  V  («) 

68,  Zeile  11  v.  u.  lese  man  vor  falls  ein  Komma  statt  des  Semi- 
kolons. 
73.  Statt:  Vergl.  §.  115  ist  zu  lesen:  Vergl.  §.  115.  Insbesondere 
aber  sehe  man  Schlömilch.    ,^Ueber  die  harmonische  Reihe."* 
Zeitschrift  fär  Math.  u.  Physik.    Jahrgg.  14,  S.  250. 
164  lese  mau  §.  62.  statt  §.  61. 
272   oben  lese  man  272  statt  172. 
306  lese  man  III  statt  II. 
426,  Zeile  1  V.  o.  setze  man  in  dem   letzten  Ausdrucke   rechts 

i/>i  statt  ip. 
454,  Zeile  4  von  unten  lese  mau  „werden  sebr  oft*'  statt  werden. 
489,  Zeile  9  von  unten  lese  man  Formen  statt  Formern'; 


Nachwort 

zu  Meyer's  Vorlesungen  über  bestimmte  Integrale 

zwischen  reellen  Grenzen. 


Erst  jetzt  bin  ich  zu  meinem  Bedauern  mit  dem  Inhalte 
der  gehaltvollen  Abhandlung  des  Hr.  E.  Heine  in  Halle  a.  S. : 
„Ueber  trigonometrische  Reihen*'  (Borchardt^s  Journal.  Bd.  71. 
Heft  4.  1870)  bekannt  geworden.  Die  hierin  gegebenen  Leh- 
ren bilden  die  wissenschaftliche  Ergänzung  zu  der  Theorie  der 
Fourier sehen  Reihen;  denn  da  nach  einer  von  Hr.  Weierstrass 
gemachten  Bemerkung  der  bekannte  Lehrsatz  (§.  51.  8.  137) 
über  die  Integration  einer  unendlichen  Reihe  nicht  bloss  die 
Convergenz  derselben  schlechtweg  voraussetzt,  sondern  über- 
dies noch  verlangt,  dass  innerhalb  des  gegebenen  Integrations- 
intervalles  die  vorgelegte  Reihe  in  gleichem  Grade  con- 
vergirt,  dies  aber  bei  den  Fourier'schen  Reihen  allgemein  nicht 
der  Fall  ist:  so  kann  auch  der  in  §.  92,  S.  260  — 2C2  ver- 
suchte  Beweis  von  der  Einheit  der  Entwicklung  einer  beliebigen 
Function  in  eine  trigonometrische  Reihe  unmittelbar  nicht  mehr 
als  solcher  angesehen  werden.  Ueberhaupt  bedürfen  allQ  jene 
wenigen  Sätze,  die  bloss  durch  Anwendung  des  oben  berührten 
Lehrsatzes  gewonnen  sind,  von  Seiten  des  geehrten  Lesers 
nunmehr  noch  einer  Prüfung,  ob  auch  wirklich  die  ihnen  zu 
Grunde  liegende  unendliche  Reihe  in  die  Kategorie  der  im 
gleichen  Grade  convergirenden  Reihen  gehört.  Als  werth- 
volles  Hülfsmittel  hierzu  aber  ist  das  Studium  der  vorhin  er- 
wähnten Heine'schen  Abhandlung  nicht  zu  unterlassen. 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  noch  einige  Verbes- 
serungen und  etliche  sinnstörende  Druckfehler,  soweit  sie 
mir  bis  jetzt  bei  einer  freilich  etwas  flüchtigen  Durchsicht 
meines  Buches  aufgefallen  sind,  zur  Anzeige  zu  bringen. 


Seite  IV,  Zeile  17   von  obeu  lese  man  Entfernung  statt  Entierung. 
„    XVI,    „       7      „    unten    „       „     §.   150.    Anwendung   recht- 
winkliger Parallelcoordinaten. 

Seite  10,  Zeile  15  von  oben    lese     man    (ar^ij  — jt^)  f\x^)     statt 

Seite  23,  von  Zeile  4  an  lese  man  wie  folgt: 

fix,  «  +  A)  —  r(x ,  a) 
d.  g.  .^^ 

liegt,  falls  G  ein  dem  abnehmenden  A  entsprechend  gewähltes ,  beliebig 
kleines  Quantum  vorstellt,  das  überdies  stets  absolut  genommen  werden 
darf,  zuletzt  immer  zwischen 

i/;(a;,  a)  +  ^^     und     tp{x,tt)  —  ff. 
Mit  Benutzung  dieser  Beziehung  aber  erkennt  man,  dass  der  Quotient 


u    —  ?/ 


schliesslich  fortwährend  zwischen 


h 

J  ip{x,  a)  dx  i  ü{h  —  ä) 


tt 


sich  befinden  muss.  Da  nun  mit  unendlich  klein  werdendem  k  die 
Grösse  a  u.  s.  w.  —  Als  Anmerkung  füge  mau  ferner  unter  dem  Text 
noch  folgende  Worte  hinzu:  • 

Rücksichtlich  der  Beschränkungen,  welche  der  Leibnitz'sche  Satz 
erleidet,  vergl.  §.  75.  S.  199  und  §,  101.  S.  294,  Anmerkung. 

Sind  die  Grenzen  a  und  b  nicht  beide  mehr  endlich,  oder  wird  die 
partielle  Derivirte  tp{xy  a)  von  /"(j?,  a),  welche  in  §.  8  nicht  nur  als 
stets  endlich  bleibende,  sondern  sogar  als  stetige  Function  von  x  und  a 
innerhalb  des  Integrationsintervalles  («,  6)  vorausgesetzt  wurde,  für 
gewisse  specielle  Werthe  von  x  unendlich:  so  kann  man  augenschein- 
lich nicht  unmittelbar  mehr  schliessen,  dass  das  auf  Seite  23  betrachtete 

Integral  C adx,  welches,  sofern  h  nur  klein  genug  gedacht  wurde,  zu- 


u 


letzt  mit  ff (6  —  a)  identificirt  werden  durfte,  verschwinden  muss.    Dies 

lässt  sich,  wie  mir  scheint,  in  einem  Falle  der  oben  genannten  Art  aber 

h 
immer  behaupten,  wenn  das  Integral    f  %p[x,  a)  dx   einen   wirklieben 

Sinn  besitzt.  Denn  sind  f{xt  a)  und  ^(.r,  a)  in  Bezug  auf  jedes  in  Be- 
tracht zu  ziehende  a  stetig  von  a  bis  a  -|-  ^i  so  %^^^  nach  §.  13  die 
Gleichung 

f{x,  a  +  Ä)  —  f{x,  a)  =  Ä^(.r,  a  +  Äd), 

wo  -ö"  zwischen  0  und  1  liegt.    Daraus  aber  iiiesst  nun  sogleich  weiter 

u  —  n  / 

und  folglich  muss,  wenn  mit  der  Null  sich  näherndem  h  der  Diöeren- 


b 
tialquotient  r.^  und  das  lutegral    1    ip  (a:,  a)  d  x    endliche,    be- 

a 

stimmte  Grössen  sind,  wirklich  die  Gleichung 

h 
u  —  11  rdf(x,  «) 

hm  — ^  =  J   -Y~  djo 

Statt  finden.  Man  fasst  den  Satz  etwas  enger,  wenn  man  die  andere 
nach  §.  13  geltende  Relation 

f(x,  a+  h)  —fix,  a)^hy)(x,a)+  f^g  ^'(^' "  +  ^^^ 

b 
der  Betrachtung  zu  Grunde  legt.  Das  Verschwinden  von  Cadx  erfordert 

a 
b 

/d*f(x,  a)  dx 
-K-^ niemals 

unendlich  werden  darf.  Die  vorhin  genannten  Bedingungen  für  das  Be- 
stehen der  Leibnitz^schen  Regel  aber  werden  dadurch  keineswegs 
aufgehoben. 

Seite  25,  Fig.  3  ist  F  durch  P  zu  ersetzen. 

Seite  37,  Zeile  2  von  unten  lies  Roche  statt  Roch,  —  Nach  einer 
gefälligen  Mittheilung  des  Hr.  G.  Thieme  zu  St.  Petersburg  hat  Hr. 
Schlömilch  die  allgemeine  Restform  wohl  zuerst  in  seinem  Werke: 
„Handbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Greifswald  1847** 
aufgestellt,  und  Mr.  Roche  hat  die  speciellere  Restform  in  Liouville's 
Journal.    2.  s^rie,  tome  3.  1858  bekannt  gemacht 

Seite  35 ,  Zeile  1  von  oben  setze  man  g  s:^  x  -{-  h  statt  g  =^  x  -{• 
„     35,     „      1    „     unten  muss  es  heissen 

—  (1  —  %)"  9'*+^  {x  +  h%). 

Seite  109,  Zeile  2  von  unten  lese  man  gepflogenen  statt  geflogenen. 
174,      „      1     „    oben    „       „     rechts    L   j  ötatt  {^p\ 

174,      „      3    „    unten    „       „     (g^»  +  g)  ***^*  (2p  +  2)' 

„      180,      „    14    „    oben     ,,       „in  dem    letzten  Ausdruck  k 
statt  X. 

Seite  199,  Zeile  15  von  unten  sind  2  Sternchen  zu  setzen. 

„     200,      „       4    „    oben  lies  rechts       statt  — . 

k^  /f* 

„     205—208 ,  §§.  76,  77  ersetze  man  in  den  Integralen  das  gerade 
l  überall  durch  ein  liegendes  L 


»1 


t» 


Seite  206,  Zeile  10  v.  o.  lies  im  Integrale  c  statt  —  c. 
„     209,  Formel  3  lese  man  r(g_+ ft  -  1^  gtatt  r{a  +  h-\) 

r(a)  r(b)  r^a)  r^«) 

„     212,        „       Q^  setze  man  rechts  wieder  ein  liegendes  /. 
„     248,  Zeile  2  von  unten  lese  man  dies  statt  die. 

r  h 

„     256,     „    10    „    oben  lies  y  statt  y. 

b  C 

„     260,     „      4    „        „        „    willkürlich. 

„  261,  Zeile  12  und  14  hätten  die  Formeln  zur  Vermeidung 
jedes  Missverständnisses  wegen  der  bedingten  Convergenz  der 
Fourier'schen  Reihen  in  der  richtigem  Form 

^"^  "=•     /»^^ 

Po    1    cos  fiia;</a;  +    ^      I   cos  ina?rfx  ((?^  cos  na:  +  a^  sin  wx)    otc 

geschrieben  werden  sollen. 

Seite  266,  Zeile  13  von  oben  lies  Äq  = -• 
.  2 

„     279,     „      1  u.  6  von  unten  setze  man  2  Sterticbeu 

„     291,      „      3  von  unten  lese  man  Form  statt  Formel, 

Seite  367,  Zeile  11  von  oben  ist  zwischen  ,/ur"  und  „alle*'  ein  » 

(.'inzuschalten. 

Seite  448,  Zeile  13  von  unten  lies  welchem. 

451,     „      15    „    oben  lese  man  y'  statt  /". 

461,      „      18    „    unten  lies  deren  statt  dessen. 

'                             1                     1 
476,      „        8    „      oben  setze -,  statt ,  . 

cos  1^  cos  tp 

479,      „       5    „        „    lese  man  erwähnte. 
509,      „       9    ,,     unten  stnjiche  „eine". 
542,     ,,       6    „  „    lies  bestimmte. 

545,      „       1     „  „    lese  man  45 (  statt  551. 

552,      „       6    „  »,      1»      n    besondere. 

-    —  1  i 

592 ,      „       2    „    unten  lies  im  Integral  ^  ^        statt  ^  ^ 

601,      „       7    „       „      streiche    man    hinti^r  „andern"     das 


»» 

»» 


Komma. 


Seite  619,       „      6    „       „     lies  bekannte. 

Hannover,  im  October  1871. 

Dr.  Meyer. 


